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PREMIÈRE    PARTIE 


TRAJECTOIRES,  SOUS  UN  ANGLE  CONSTANT,  DE  CONIQUES  HOMOFOCALES 
par  M.  A.  Durand,  professeur  au  lycée  Saint-Louis. 


Etant  donnés  deux  axes  rectangulaires,  Ox,  Oy,  considérons  un  point  M  dont  les  coordonnées  sont 
X  =  c  ch  /  X  cos  o  et  y  =  c  sht  ><  sin  o. 

Quand  o  seul  varie  de  0  à  2it,  le  point  M  décrit  une  ellipse,  dont  les  demi-axes  sont  c  ch  t  et  c  sh  /  ; 
donc  quelle  que  soit  la  valeur  du  paramètre  t,  les  foyers  de  cette  ellipse  sont  les  mêmes  points  F  et  F', 

{x  =  ±:c,     j/  =  0). 

Quand  on  donne  à  t  toutes  les  valeurs  de  0  à  h-  go  ,  on  obtient  toutes  les  ellipses  ayant  F  et  F'  pour 
foyers  ;  si  t  prend  les  valeurs  négatives,  on  obtient  les  mêmes  ellipses  (mais  décrites  en  sens  opposé, 
a>  variant  toujours  de  0  à  Su). 

De  même,  si  o  reçoit  une  valeur  déterminée,  et  si  l'on  fait  vaiier  t  de  —  oo  à  -h  x  ,  le  point  M 
décrit  une  hyperbole  dont  les  demi-axes  sont  c  cos  «p  et  c  sin  cp  ;  les  foyers  de  cette  hyperbole  sont  donc, 
quel  que  soit  o,  les  mêmes  points  F  et  F'. 

Si  l'on  attribue  au  paramétre  ?  toutes  les  valeurs  de  0  à  —,    on  obtient  toutes  les  hyperboles  ayant 

F  et  F'  pour  foyers  ;  si  on  lui  donne  les  valeurs  négatives  de  0  à   —  -r'    on  obtient  les  mêmes  courbes, 
décrites  en  sens  contraire. 

Si  M    se  déplace  sur  une  ellipse, 

dx  —  —  c  ch  t  X  sin  0^9,  t/i/  =  +  c  sh  /  X  cos  ^do. 

Si  M  se  déplace  sur  une  hyperbole 

diX  =  -h  c  sh  <  X  cos  odi,  d{y  =  -{-  c  ch  /  x  sin  ^dl. 

On  a  donc,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  ç  et  de  /  : 

dx.diX  -+■  dy.d^y  s  0, 
ce  qui  exprime  qu'une  ellipse  et  une  hyperbole  homofocales  quelconques  se  coupent  à  angle  droit  en 
tous  les  points  qui  leur  sont  communs. 

Soit  5  l'arc  d'ellipse,  compté  à  partir  d'un  point  quelconque,  et  Si  l'arc  d'hyperbole 

ds^  =  c'-  [ch"  /.  sin^  =-  +  sh'  /.  cos^  rf]df, 

dsl  =  c2  [ch^  t .  sin-  9  -f-  sh"  ^  cos-  <f]dr-, 
doue 

ds  do 

dsi  dt 

Si  l'on  établit  entre  <ç  et  t  une  relation  quelconque,  le  point  M  décrira  une  courbe  dans  le  plan. 

Soient  Ox  et  dy  les  différentielles  pour  un  déplacement  sur  cette  courbe,  et  ôa  la  différentielle  de 

l'arc,  on  aura 
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dx  =  dx  -+-  dyT,  dij  =  dy-hdiy, 

dn'-  =  {dx  -+-  rf,.r)2  -+-  {dy  +  d.yf  =  ds''  -j-  ds]. 
Soit  V  l'angle  (que  nous  pouvons  supposer  aigu)  de  la  tangente  à  la  courbe  que  décrit  M  avec  la 
tangente  à  l'ellipse  qui  a  F  et  F'  pour  foyers  et  passe  en  M,  on  aura 

dx .  dx  -h  dy .  ôy  d.s-  ds  1 


ces  V  = 


ds .  âa  ds .  ()g  On 


\/'-(^y 


ds 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  cet  angle  V  soit  constant  est  donc  que  — -  soit  con- 

ds 
dt     , 
stant,  c'est-à-dire  que    -r-    le  soit, 
aç 

La  valeur  de  cette  constante  est  d'ailleurs  tg  V. 
La  relation  entre  t  et  9  est  donc 

'  =  (?-fo)tgV. 
Les  trajectoires  sous  l'angle  V  des  ellipses  ayant  pour  foyers  F  el  F'  sont  donc  les  courbes  dont  les 
équations  paramétriques  sont 

ic  =  c  ch  [(cp  —  fo)  tg  VJ  cos  9,  y  =  c  sh  [{'f  —  ç-o)  tg  VJ  sin  o. 

Pour  obtenir  une  trajectoire,  il  faut  donner  à  oq  une  valeur  déterminée,  et  faire  varier  o  de  —  x  à 
-f-  X  .  Pour  obtenir  les  différentes  trajectoires  (en  nombre  infini)  il  faut  donner  à  -fo  toutes  les  valeurs 
possibles.  Parmi  ces  trajectoires  nous  remarquerons  celles  qui  correspondent  à  90  =  /.tt.  Elles  passent 
par  un  foyer,  et  ce  point  est  un  point  d'arrêt,  car  si  l'on  donne  à  o  la  valeur  A-,  (avec  o^  =  A--),  on  a 
y  =  0,  X  =  (—  ly^c.  Et  si  l'on  donne  à  o  deux  valeurs  équidistantes  de  /.-,  {k-  ±  a),  on  trouve 
les  mêmes  valeurs  respectivement  pour  x  et  y. 

Les  autres  trajectoires  coupent  FF'  en  des  points  différents  de  F  et  F',  que  Ton  peut  construire  ;  car 
y  =  0    pour    tf  =  ï-o     ou  pour    9  =  n-.     La  première  valeur  de  ?  donne    x  =  c  cos  'fo>     les  autres 

.X  =  (-  l)"c  X  ch  [tg  y{n-  —  9o)]. 
Pour  les  valeurs  de  ?  très  grandes  et  positives,    ch  [(9  —  90)  tg  Vj     et    sh  [{o  —  ^ç.)  tg  V]     tendent 
1 
rapidement  vers  -—  «(f-?»)'»^;  donc  quand  on  tourne  sur  la  courbe  dans  le  sens  tngonométnque  on  se 

rapproche  asymptotiquement  de  la  spirale  logarithmique 

p  =  (—  e  veMe-rit-v. 


De  même  quand  o  tend  vers  —  x  ,  c'est-à-dire  si  l'on  tourne  sur  la  courbe  dans  le  sens  opposé,  on  se 
rapproche  asymptotiquement  de  la  spirale 

c 

Cette  seconde  spirale  est  inverse  de  la  première    relativement  à   l'origine,    la  puissance  étant 
-— ;  mais  on  peut  dire  aussi  que  les  deux  spirales  sont  symétriques  relativement  à  la  droite  0:,  qui 

fait  l'angle  o^  avec  l'axe  polaire. 

On  peut  indiquer  un  mode  de  génération  simple  et  intéressant  de  ces  trajectoires. 

Soient  Xi  —  -+■  cC^r-fu)'-''  cos  «p,  y,  =  -h  ccir  ro'<t-  sin  «, 

x-i  =  H- ce-;"f-ïo)'»^  cos  o,          î/2  =  —  cc^v— To^'i»>  sin  o, 
les  coordonnées  de  deux  points  P,  et  I',.  Le  point  Pi  décrit  la  spirale  logarithmique     c,  =  ce  ■^-ïo^'s*  ; 
le  point  Pî  décrit  une  autre  spirale     P2  =  ce  (f-ToVg> . 

L'un  quelconfjue  de  ces  points  est  symétrique  relativement  à  O.r  de  l'inverse  de  l'autre  par  rapport 
à  0,  la  puissance  étant  c*.  Autrement  dit,  si     ;,  =  a-, -+- 11/,     est   le  nombre  complexe,  alTixe  de   P,, 

c* 
l'allixe  de  P^  est     Cj  =  .r^  ^-  iy,  = 
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Le  poi)il  M  est  le  milieu  de  P1P2. 

On  peut  doue  éuoncer  les  résultats  suivants. 

Théorème  I.  —   Les  trajectoires  d'ellipses  homofocales  sous  l'' angle  V  se  déduisent  des  spirales  loga- 
rithmiques 

p  =  (ce-fotgV)e>ptgv 
pur  la  transformation 

-4M 

Z  représente  l'affixe  du  point  qui  décrit  la  trajectoire,  z  l'af/ixe  du  point  qui  décrit  la  spirale  (*). 

Quant  aux  spirales,  elles  sont  homotliétiques  de  Tune  d'entre  elles  par  rapport  au  point  0,  ou  se 
déduisent  de  l'une  d'entre  elles  par  rotation  autour  du  point  0. 

On  peut  donner  à  l'énoncé  une  forme  géométrique. 

Théorème  II.  —  Considérons  une  spirale 

et  la  spirale  inverse  de  la  première  relativement  à  0,  la  puissance  étant  c^.  Deux  rayons  OPi^,  OP2  (dont 
le  produit  est  c-)  tournent  autour  de  0,  en  sens  contraire,  avec  des  vitesses  angulaires  égales  en  valeur  absolue, 
de  façon  à  faire  avec  Ox  des  angles  égaux,  en  sens  contraire  :  le  milieu  M  de  P1P2  décrit  une  trajectoire  sous 
l'angle  V  d'ellipses  homofocales . 

Il  est  clair  qu'une  trajectoire  sous  l'angle  V  d'ellipses  homofocales   est  trajectoire   sous   l'angle 

— Y  d'hyperboles  homofocales  aux  ellipses. 


CONCOURS  DE  1908 
pouK  l'emploi  de 

COMMISSAIRE-CONTROLEUR  DES  SOCIÉTÉS   D'ASSURANCES  SUR  LA  VIE 


1745.  —  Calculer  l'intégrale  indéfinie 

'  =  J 

Faisons  le  changement  de  variable 


rfj 


[X—  l)v/a;2  —  5.r-h6 


l'intégrale  devient 


I  = 


X  —  l  =  -—,  ou  X  =  i  -\ 5  rfj,  = - 

t  l  t^ 


dt  dt 


ou,  en  faisant  sortir  t-  du  radical,  et  en  désignant  par  (sgnO  le  signe  de  t, 

(*)  On  peut  s'en  rendre  compte  géométriquement  ;  cette  transformation  comme  toute  transformation  Z  =  /(:) 
conserve  les  angles.  Or  elle  a  la  propriété  de  changer  le  système  orthogonal  d'ellipses  et  d'hyperboles  homofocales  en  im 
système  orthogonal  de  cercles  concentriques  et  de  droites  passant  par  leur  centre.  Les  trajectoires  sous  l'angle  V  de  ce 
dernier  système  sont  des  spirales  logarithmiques.  La  lîevue  a  dé.jà  publié  (n"  5,  1909)  une  noté  de  M.  Michel  sur  cette  trans- 
formation remarquable,  à  laquelle  nous  étions  arrivé  par  une  autre  voie. 
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r dd [_      p dl__ 


'"V( 


sgnOV/  [t-  -7 


4  /  16 

On  en  déduit  immédiatement 

'=7r''['-T-'^sno\/('-f/-TV]  =  ^L['-4-'>s"V'^-4'-i]- 

1 

Remplaçons  maintenant  /  par -^    nous  obtenons 

^     *  X — i 


'=^''[di-T]-h"<^-'V^ 


5a: -+-6 


i{x-iy 
ou 

_1_  .   r  7  —  3a:         ,/x^ 

ou  enfin 


_^      r  7  —  3a:         ^/x^  —  bx  +  ()  1 
"  "^       L%-1)  v/^(.x-l)      J' 


1  7  —  .']j:  —  2^/2  v/x^  —  5x  -f-  b 


v/2  4(a:  -  1) 

Henry  MOX-CHATEAU,  lycée  de  Limoges. 

Uemarque.  —  M.  Sire,  dont  nous   recevons  la  solution  au  moment  de  mettre  sous  presse,  pose 

1  =  I    et  fait  le  changement  de  variable —  =  u',     ce  qui  le  conduit  très 

-     (x--l)(.r-2)y/-|^ 

simplement  au  résultat. 


Bonnes  solutions  par  MM.  Ambhud,  à  Ruines  (Cantiil);  ,lean  Hini.,  à  Paris:  R.  Boivaim  :  .1.  D.  Diialt,  à  Poitiers;  G. 
FoiciiY,  à  Reims  ;  Q\.  Guillkrme  ;  G.  l.vcii,  à  Denain  ;  K  Mam;n,  à  Albi  :  Edouard  Mili.kt,  à  CliateamUiii  :  Rtiioi  ii.i.at,  à  Vil- 
lersexel  :  A  Roi  sseal,  à  Landrecies  ;  Salleron,  à  Albi  ;  Eugène  Silubh.mann,  à  Zuricti  :  L.  Simon,  à  Cliàlons-sur-Marne  :  Joseph 
Vérots,  à  Lyon. 


1746.  —  Construire  la  courbe 


y  =  xe    ''      "'  —  i 


1  1 

Cnlculer  à  près  l'ordonnée  du  maximum  cl  celle  du  minimum   cl  à  prcs  la  plus  petile 

racine  de  l'équalion 


La  fonction 


y  =  xe  —  i 


est  continue  pour  toute  valeur  de  x,  excepté  pour    x  =  0.     Sa  dérivée  est 

dii  a;V3  —  4a-  -+-  \/3       v^^  (^_  l\ 

— —  = c — 4^     ''• 

dx  Ax  ' 

\ 

comme  les  racines  du  numérateur  sont  -p  et  ^,  la  dérivée  change  de  signe  quand  a-  traverse  l'une 

\'o 

des  valeurs  0,    —-  et  ^''3.  On  en  déduit  immédiatement  le  sens  de  la  variation  de  la  fonction: 
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X- 

—  oc 

—  e 

H-  £ 

1 

s/3 

v/3 

-hx 

dlj 

dx 

-4- 

— 

0 

-+- 

0 

— 

y 

croit 

décroil 

croît 

décroît 

Pour    X  =  —  3o ,     l'exposant  de    e    est  égal  à    H-oo,     par  suite     y  =  —  ^  .     Pour    x  =  —  z, 
l'exposant  de    e   est  égal    à    — oc,     la  puissance  de    e   est  égale  à   0  et    y  ==  0.     Pour    x  =  +  s, 

l'exposant  de   e   est  égal  à    +  oo,     et  le  produit    xe    *  ^    ^^    se  présente  sous  la  forme  indéterminée 
Ox  X  . 

Pour  lever  cette  indétermination  nous  écrivons  ce  produit 


xe  ^'^  .e     '' 


v/3 


ou 


v/3 

v/3  "^  4 

17 


Quand   a?   tend  vers  zéro  par  valeurs  positives,   —1-  croît  indéfiniment  par  valeurs  positives  et  le 
premier  rapport  augmente  ainsi  indéfiniment  ;  donc    y  —  -f-  x. 

Pour     X  =  — —  '     on  a     y  =  i  /  —  —  1,     et  pour    x  =  v/3,     y  =  \  / 1 . 


Enfin  pour    x  =  -\-  oc 


,  le  produit    xe     *^    -"^    se  présente  sous  la  forme    ooxO.     Nous  l'écrivons 

vÇ...        vg    4 


ou 


et  comme  le  premier  rapport  est  nul  pour    x  =  -t-oo  ,     on  en  conclut  que  y   a  pour  limite  zéro, 
Le  tableau  de  variations  peut  alors  se  compléter  de  la  manière  suivante  : 

_[_ 

v/3 


y 


—  00 


—  00        croît        —  1 


-+-  £ 


v/3 


4- GO        décroît  y  ^ l  croît         sJ 1         décroît        0 

o  e 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  d'arrêt  A{x  =  0,     y  =  —  l)     est  la  limite  de 
1 


quand  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  négatives.  Or  nous  avons 


?/-+-! 


v/î 


=  e 


et  nous  voyons  que  le  second  membre  a  pour  limite  zéro.  Donc  la  tangente  est  parallèle  à  Ox. 


Calculons  maintenant  le  minimum  et  le  maximum  à    —     -  près. 

1000  ^ 


Nous  avons 


donc 


loge  =  0,43i29, 


—  Iog3  =  1,52288, 


g       

log—  =  1,95717, 
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ogt  /-i  =  1,97858  et  \/j  =  0,9ol8  ; 

par  suite 


Puis 


/ 


1  =  —  0,048. 


-^  —  1  =  0,050. 

On  en  déduit  la  forme  de  la  courbe.  La  branche  infinie  AL  est  parabolique  dans  la   direction  de 

l'axe  des  y. 

11  résulte  de  là  que  la  plus  petite  racine  de  l'équation 


xe    * 


=  1 


1 

est  comprise  entre  0  et -— ^ 
v3 


Pour  calculer  cette  racine  à —rr— près,  prenons  les  logarithmes  (à  base  10)  des  deux  membres, 


100 
nous  obtenons  la  nouvelle  équation 


dans  laquelle  nous  allons  faire  quelques  substitutions.  Pour  simplifier  le  calcul,  il  est  bon  de  calculer  à 


l'avance  le  produit  -y-  log  e. 

Nous  avons     log  e  =  0,43429,     puis 


log  loge  =  1,63778 

—  log  3=  0,23856 

—  log  4  =  T,39794 


en  additionnant 

et 

L'équation  devient  alors 


log  ^.Ç  log 


e)=  1,27428 


-^  loge  =  0,18805. 


f{x)  =  log.r-(a  — -!-\o,18805  =  0. 


Substituons  0,  3  à  .r,  nous  avons 

f{0,  3)  =  log  0,3  +  /^^^XQ^'^'^O^  ^  -0,52288 -+-0,37041  =  0,04733, 

o 

résultat  positif. 

Si  nous  substituons  0,4,  nous  obtenons 

f{0,A)  =  log  0,4  H-  2,1  X  0,18805  =  —0,39794  -h  0,39490  =  —  0,00304, 
résultat  négatif.  La  racine  est  comprise  entre  0,3  el  0,4. 

La  valeur  absolue  de /"(0, 3)  étant  plus  de  10  fois  plus  grande  que  celle  de  0,4,  il  est  probable  que  la 
racine  est  plus  voisine  de  0,4  que  de  0,3. 
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Si  on  essaie  0,38,  on  a 

/■(0,38)  =  ,„g0,38+  M5î521^ll!?2^  =_0,«022^0,m..., 
résultat  positif,  et  pour  0,39, 

rt0,3n)  =  logO,:W  +  03«9XO,I880S  ^  _  0,40894  +  0,1088. .., 

résultat  négatif. 

1 
La  racine  est  donc  connprise  entre  0,38  et  0,39.  Sa  valeur  à  -        près  est  0,38. 

R.  BOUVAIST 

fionne  solution  par  M.  AinBLARn,  à  Ruines. 


1747.  —  On  considère  l'équalion  linéaire 
On  pose 

(^)  y  =  î'" 

et  on  demande  de  déterminer  la  fonction  u  de  manière  que  l'équation   en  v,  qui  sera  aussi  linéaire  et  du 
second  ordre,  manque  de  second  terme. 
Application  à  l'équalion 

Etablir  l'intégrale  et  voir  ce  qu'elle  deviendrait  si  on  remplaçait  h  par  ki     {i-  =  —  1). 

du                         do  du  d^y 

Remplaçons    dans    l'équation    (1)     y     par    uv,        — —        par      u  — h  u  -7—         et         -nr-7 

d-v        ^  du    dv  d-u 

par      w -T-T- H- 2  -T- -7- +  u -1-^  ' 
ax'  ax    ax  ax- 

nous  obtenons 

d'^v       ^  du    dv  d'hi        a/--  xT     ^*^  d.u~\ 

"  Â^ + ^  ^  TT -^  "  i(?  - -^'K"  zr -^  "  ite  J -*- /^'(^""- ^  "■ 

ou 

Pour  que  le  coefficient  de  -7—  soit  nul,  il  faut  qu'on  ait 

dx 

— ufi(x)  =  0,  ou  =  fi(x)dx  ; 

dx  u 

on  en  déduit  Lu  =    j  f.(x)dx,  et  u  =  e 


=    i  fi(x)dx, 


Remplaçons  u  par  cette  valeur  dans  l'équation  (3),  elle  devient 

d'-v         ri     d-u        oy/  X   *    ^"         jr     1  n 

De   la  relation  -—  =  ufi{x)         on  tire  —r-^  =  —  f\{x) -\-  ufl(x}  =  uf^lx)  -hufl{x), 


ce  qui  nous  donne 


dx  dx' 
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ou  enfin 


L'intégrale  générale  de  l'équation  (1)  sera  égale  au  produit  de  l'intégrale  générale  de  (4)  par 

Tune  quelconque  des  valeurs  de     u  =  e 
Appliquons  ce  résultat  à  l'équation 

(5)  .,..^^4.^  +  (2-M.',,/  =  0. 

2  2 

Nous  avons  fi{x)  = -,       f\[x)  =  — ;-  —//'-. 


Nous  en  lirons 


et  l'équation  (4)  s'écrit 


fi[x)-\^f[{x)-^ax)=^-h\ 


(4)'  ^-h^v  =  0. 

dx- 

L'intégrale  générale  est  v  =  Ae'" -(- Be~'" . 

du  du  ^dx  1 

D'autre  part  l'équation     —  =  f,(x)dx    devient    —  — :     elle  nous  donne     u  =  -— 

u         '  •   '  u  X  X- 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (5)  est  alors 


X- 
En  remplaçant  h  par  /./,  l'équation  (4)  devient 

dx- 
son  intégrale  générale  est    A  cos  kx  +  B  sin  kx  ;     celle  de  l'équation  (1)  est  alors 

A  cos  kx  -\-  B  sin  kx 

L.  SIMON,  à  Chàlons-sur-Marne. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Amblard,  à  Ruines;  G.  Houligand,  lycée  de  Nantes;  J.-D.  Dcfadt,  à  Poitiers;  T..  Foccay,  à 
Reims  ;  G.  Gandoin  ;  G.  Lach,  à  Denain  ;  R.  Mane.v,  à  Albi  ;  Edouard  Millet,  à  Chateaudun  ;  Henry  Nioï-Chateau,  lycée  de 
Limoges;  Janois, 

Assez  bonne  solution  de  M.  L.  Sirk. 
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1740.  —  Trouver  une  courbe  (S)  telle  que  le  cercle  (C)  décrit  de  chaque  point  de  la  courbe  comme 
centre,  avec  le  rayon  de  courbure  comme  rayon,  soit  orthogonal  à  un  cercle  fixe  (7). 

On  construira  les  différentes  formes  de  courbes  obtenues,  ainsi  que  leurs  développées  et  leurs  podaires 
par  rapport  au  centre  de  (y). 

On  construira,  dans  chaque  cas,  l'enveloppe  du  cercle  (C).   /ut fin  on  rectifiera  toutes  les  courbes  (Sj. 

Prenons  pour  origine  le  centre  du  cercle  (y).  Soient  r,  y  les  coordonnées  d'un  point  M  d'une 
courbe  (S),  Il  le  rayon  do  courbure  en  ce  point,  a  l'angle  polaire  de  la  denii-tangenle  positive  en  M  à 
(S).  l*our  que  1«  cercle  (C)  soit  ortbogonal  à  un  cercle  fi.KO  de  centre  0,  il  faut  et  suflit  que  la  quan- 
tité x^  -f-  ?/■'  —  K-  soit  constante.  Ceci  se  traduit  par  l'équation 

xdx  -4-  ydy  =  HrfR, 
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ou  X  cos  a  +  j/ sin  a  =  — —  r\\ 


dii 

lu 

La  forme  de  cette  équation    nous  fait  alors  songer  à  introduire  la  forme  canonique  de  l'équation 
de  la  tangente  à  (S)  ;  soit  donc 

X  cos  a  +  y  sin  a  =  ;)  t9\ 

l'équation  de  cette  tangente,    où  p  désigne  une  fonction  inconnue  de  a.  L'angle  a  sera  par  exemple 
l'angle  polaire  de  la  demi-normale  positive,  de  sorte  que  Ton  aura 


O  =   a  H -5 


(3) 


Il   = 

L'équation  (1)  devient  alors 
X  sin 


d-]j 


d\i  f  dp         d^p  n 

a  —  y  cos  a  =  —  =  -  1  -- — h  — ^ 
da  L  ««  da^  J 


D'autre  part,  en  dilîérentiant  (^)  par  rapport  à  a,  on  a    —  x  sin  a  +  ?/  cos  a  =  — ^ 

da 

Portons  dans  ré(juation  précédente,  il  vient 

d'p 


da^ 


0,  d'où  ;;  =  Art"- 4-Ba+ C, 


A,  B,  G  désignant  trois  constantes  arbitraires,  et  avant  d'aller  plus  loin,  nous  allons  faire  voir  que  l'on 
peut,  sans  diminuer  la  généralité,  ramener  l'expression  précédente  de  p  à  des  formes  réduites  plus 
simples. 

/"  caa. —  A  =  0.  —  D'abord  B  ne  sera  pas  nul,  sans  quoi  l'on  aurait  comme  courbe  (S)  un  cercle  de 
centre  0,  solution  évidente,  mais  peu  intéressante.  Faisons  alors  tourner  les  axes  d'un  angle  arbitraire 
c?.  Si  a'  désigne  le  nouvel  angle  polaire  de  la  demi-normale  positive,  nous  aurons 

(i  =  cp  -f-  a'. 
D'autre  part,  p  ne  ciiange  pas  ;  donc 

p  =  Ba'-j-(B»  +C). 
Choisissons  alors  l'angle   o   pour  que  l'on  ait 

Bcp+C  =  0, 
ce  qui  est  possible,  puisque     B  7^  0. 

Nous  aurons  alors,  en  supprimant  l'accent  de  a'  :     p  =  Ba. 

Enfin,  si  nous  faisons  une  homolhétie  de  rapport  -—5   nous  aurons 

B 

p  =  a.  (4) 

Telle  est  la  forme  réduite  à  laquelle  nous  arrivons  dans  ce  premier  cas, 

2^  cas  :     A  =  0.  —   Par  une  homothétie  convenable,  nous  pouvons  d'abord  supposer  A  =1.  Si 
nous  faisons  ensuite  tourner  les  axes  de  l'angle  cp,  nous  aurons 

p  =  (a'  -+-  o)2  +  B(a'  -1-  cp)  +  G  =  a'-  +  a'  (^9  +  B)  4-  o-  -+-  Btp  H-  G. 
Prenons  alors  B—  —  !2?  et  posons  /«  =  9^ -k  Bcp  h- G  ; 

nous  obtenons  finalement  la  seconde  forme  réduite 

p  —  a-  -h  h.  (o) 

Arrivons  maintenant  à  la  construction  des  différentes  courbes  dont  parle  l'énoncé. 
Pour  le  premier  cas,  il  y  a  peu  de  chose  à  faire.  En  elîet,  l'équation  de  la  normale  à  la  courbe  (S)  est 

—  X  sin  a  -+-  y  cos  a  =  l. 
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Elle  enveloppe  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  un.  Donc  (S)  est  une  développante  de  cercle.  La 
podaire  de  (S)  a  pour  équation  polaire      •:  =  w. 

C'est  une  spirale  d'Archimède.  Ces  deux  courbes  sont  trop  connues  pour  qu'il  y  ait  lieu  de  les 
construire.  L'équation  du  cercle  (C)  est 

X^  H-Y^  —  2X(a  cos  a  —  sin  a) —  2Yi^a  sin  a-4-cos  a)  +  1  =  0. 
11  est  orthogonal  à  un  cercle  (y)  de  centre  0  et  de  rayon  un. 
Pour  avoir  son  enveloppe  (K),  dérivons  par  rapport  à  a  : 

X  sin  a  —  Y  cos  a  —  0. 
La  corde  de  contact  passe  donc  par  0  et  a  pour  angle  polaire  a.  Soit  alors 

X  =  p  cos  a,  Y  =  0  sin  a. 

Portons  dans  l'équation  du  cercle,  il  vient     p^  —  2ap+  1  =  0. 
Telle  est  l'équation  polaire  de  (E). 

Pour  construire  cette  courbe,  on  peut,  soit  la  discuter  par  rapport  à  p,  soit  la  résoudre  par  rapport 
à  n.  Nous  aurons  par  exemple 


1 


«=T 


On  a  immédiatement  le  tableau  suivant  : 

P     I       0 


1 


1 


*■'     I    4-  X  décroit  1  croit  -t-  x 

L'origine  est  un  point  asymptote;  la  droite  w  =  1  est  tangente  au  point  p  =  1  ;  on  a  un 
cercle  asymptote  de  rayon  infini.  Enfin,  on  rendra  la  construction  encore  plus  précise  en  remarquant 
que  les  deux  points  d'angle  polaire  a  ont  leur  milieu  sur  la  spirale  d'Archimède  ^  =  a  et  sont  conju- 
gués par  rapport  au  cercle  (y).  On  a  finalement  la  forme  de  courbe  suivante,  où  nous  figurons  en  poin- 
tillé la  spirale  d'Archimède  et  le  cercle  (y). 

Passons  au  2^  cas.  L'équation  de  la  normale  à  (S)  est 

—  X  sin  a  -{-y  cos  <i  =  ^<i. 

Elle  est  de  même  forme  que  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 
(S)  du  premier  cas,  et,  comme  tout  à  l'heure,  on  verrait  que  cette 
normale  enveloppe  une  développante  du  cercle  de  rayon  2  et  de 
centre  0.  Traçons  ce  cercle  et  cette  développante  (Sq)  en  pointillé. 
Nous  aurons  les  courbes  (S)  correspondant  aux  différentes  valeurs 
de  //  on  construisant  les  différentes  développantes  de  (Sg). 

Rien  n'est  plus  facile,  si  l'on  a  construit  auparavant  la  courbe 
(Sq).  On  a  deux  formes  de  courbes  suivant  la  longueur  du  fil  enroulé 
sur  So  et  le  sens  du  déroulement.  On  voit  que  dans  l'un  des  cas,  on 
aiH'a  un  point  de  rebroussement  B. 


Fig.  3  :ft  +  2  <  0. 
I"ig.  2  :  h  -H  2  >  0. 

Tout  ceci   i»ourrait  d'ailleurs  so  voir  directement  sur  les  équations  paramétriques  de  la  courbe, 
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([ui  sont 


On  a  ensuite 
dx 


X  =  (a^  +  h)  cos  a  —  2a  sin  o,  y  =  [a.'^  -+-  h)  sin  a  -\-  2a  cos  a. 


dij 


O^h 


Fig.  4.     h  >  0. 


Fig.  5.     h  <  0. 


—r—  =  R  sin  a  =  —  (a-  +  h  -h  2)  sin  a,  -p-  =  —  R  cos  a  =  {a-  +  A  -h  2)  cos  a . 

Ceci  montre  bien  que  l'on  a  deux  cas  à  distinguer  suivant  que  a2  +  /«4-2  peut  s'annuler  ou  non, 
c'est-à-dire  suivant  (|ue  /i -t- 2  <  0  ou  /i+2>0;  et  que  dans  le  premier  cas,  on  aura  un  point  de 
rebroussement  pour    a  =  v/^^/i-t-  2). 

La  podaire  de  (S)  a  pour  équation  polaire     p  =  w-  -t-//. 

Elle  est  très  facile  à  construire  et  a  deux  formes  différentes  suivant  que  h  est  positif  ou  négatif. 

Il  faudrait,  bien  entendu,  compléter  par  symétrie  rela- 
tivement à  Ox. 

Enfin,  cherchons  l'enveloppe  (Ej  du  cercle  (Cj.  Celui-ci 
a  pour  équation 
-X         X'+Y^  —  2[(a^ +  /Ocosa  — 2asinajX 

—  2[(a--i-/()  sin  a^-2a  cos  a]  Y—  4(1  +  //)  =  0. 
Il  est  orthogonal  à  un  cercle  (y)    de  centre  0  et   de 
rayon     \/ — 4(i  +  h).     Pour  avoir  son  enveloppe,  on  opère  comme  dans  le  premier  cas  et  l'on  arrive  à 

l'équation  polaire  suivante  : 

p^  -  2p(a^'  +  /O  —  4(1  +  /O  =  0. 

Pour  construire  cette  couibe,  nous  allons,  comme  tout  à  l'heure,  résoudre  l'équation  par  rapport 

à  a.  Nous  avons 

^  _   (p  +  2)(p  -  îh  -  2)  d{a^)   _   p-^  +  4(A  +  l)   _   p'^  — pf 

"    ~  2p  '  dp     ~  '2o~  ~~       2?2 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  plusieurs  cas,  suivant  la  valeur  de    h.    Nous  aurons  les  trois  tableaux 
suivants  : 

■00  2/<-h2  -  p,  —2  0  pi  4-00 

/«  <  —  2  : 


— 2</«<— 1  : 


/i  >  —  1  : 


—  X                                — 

-2 

0                       U 

-h2 

-^  co 

0 

cr. 

-h  00 

0 

cr. 

H- 00 

Les  deux  premiers  tableaux  donnent  la  même  forme  de  courbe. 
Elle  se  compose  d'un  arc  fini  AMB  ayant  deux  points  d'arrêt  en  A  et  B 
sur  Ox,  les  tangentes  en  ces  points  étant  également  inclinées  sur  Ox  ; 
et  d'une  sorte  de  spirale  analogue  à  celle  de  la  figure  i . 

Le  troisième  tableau  donne  deux  arcs  de  courbes  séparés.  Le  pre- 
mier a  un  point  d'arrêt  en  A  sur  Ox  et  un  point  asymptote  en  0. 
Le  second,  qui  est  l'inverse  du  premier,  la  puissance  d'inversion 
étant  —  4(/i  H-  1),  a  un  point  d'arrêt  en  B  et  un  cercle  asymptote  de 
rayon  infini. 
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Il  y    a   deux   cas  inlennédiaires.    Le  premier,     h  =  - ''2,     donne  la   courbe  de    la  ligure    6,   où 

l'arc   AMB   serait  venu  se  réduire  à  un    point  de  Dx.  Le  second,     h  =  —  \,     est    plus   important. 

L'équation  de  la  courbe  se  réduit  alors  à 

P  =  2(a2  — 1). 

D'où  l'on  déduit  san>  aucune  peine  la  courbe  suivante. 

Elle   n'est   plus   anallagmatique,   ceci   provient   de    ce    que   le 

cercle  (C)  passe  constamment  à   l'origine.   On  sait  d'ailleurs    que 

l'enveloppe  (E)  doit,  dans  ce  cas,  être  l'homolhétique  de  la  podaire 

de  (S)  dans  le   rapport  2.  C'est  ce  qu'on  vérifie    immédiatement, 

puisque  nous  avons  trouvé  que  l'équation  polaire  de  cette  podaire 

était 

p-  =  o)-  -i-  h. 

Remarquons  enfin  que  la  forme  de  la  courbe  de  la  figure  6  correspond  au  cas  où  le  cercle  (y)  est 

réel,  l'anallagmatie   étant  par  conséquent  à  puissance  positive;  celle  de  la  figure  7  correspond   au 

contraire  au  cas  où  le  cercle  (y)  est  imaginaire,  l'anallagmatie  étant  par 

suite  à  puissance  négative. 
a=±  ^ 

La  rectification  des  courbes  (S)  est  évidente.  On  a  en  effet 

U  :=  _  (p  _j-  p)  =  —  (Aa2  -I-  Ba  -h  C  ^-  2A), 

A     „        B 


Fig.  1  :    h>-i. 


ds 
(la 


d'où 


-[t- 


a'  +  [C 


2A)aj 


+  So 


Remarques  géométriques.  —  Il  est  très  facile  d'obtenir  la  nature  de  la  courbe  (S)  par  voie  géométri- 
que. Considérons  en  effet  une  telle  courbe.   Oricntons-Ia  dans  un  sens   quelconque. 
Soit  5  l'abscisse  curviligne  de  M,  a  l'angle  polaire  de  la  demi-tangente  positive    MX, 
R  la  mesure  algébrique  du  rayon  de  courbure  MG  en  M,  compté  sur  la   demi-droite 

d'angle  polaire    '-<  +  "S"  • 

Soit  d'autre  part  OPI  la  corde  de  contact  du  cercle  (G)  avec   son   enveloppe.    La 
considération  d'un  cercle  infiniment  voisin  nous  donne  de  suite  la  formule  suivante  : 

R'/R  =  m.ds, 
où  l'on  mesure  IM  sur  la  demi-droite  MT. 

T^  ds  ,  rfR  rr-, 

R  =  — — ,  donc  —j—  =  IM- 

da.  «a 

Mais,  si  R'  désigne  la  mesure  algébrique  du  rayon  de  courbure  de  la  développée  de  (S),  rayon  de  courbure 
compté  posilivcmenl  sur  la  dcini-droite  d'angle  polaire  (  ^^  +  ^1  -\ — ^>  c'est-à-dire  -sur  la  demi-droite  CT' 
opposée  à  .MT,  on  sait  que 


Or 


d\{ 

(It. 


Donc,  en  mesurant  maintenant  (i.M)  ou  (PC)  sur  CI',  on  a 

R'  =:  ci». 

Ceci  nous  montre  (juc,  quelle  que  soiL  la  courbe  (S),  la  corde  de  conlacl  de  (G)  avec  son  enveloppe  est  la  nor- 
male nu  point  correspondant  de  la  développée  seconde  de   (S). 

Si  Ton  veut  alors  que  (G)  reslc  orlliogonal  à  un  cercle  fixe  de  centre  0,  on  sait  qu'il  est  nécessaire  et 
suffisant  que  celle  corde  de  contact  passe  par  0,  et  par  suite  que  la  développée  seconde  soit  un  cercle  de  cen- 
tre 0.  On  pourrait  tirer  de  là  une  étude  géométrique  coinplèl»^  de  la  question,    qui   redonnerait   les    résultats 

établis  par  le  calcul. 

J.  HAAG. 

l?onnc  solution  :  M.  Boii.igam),  h  Nantes. 

bonne  solution  diltcrcnte,  de  M.  li.  IIugi^;,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  Louis-le-Grand. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


I.  —  Algèbre  et  Analyse. 

6915.  —  Quel  est  le  nombre  des  diagonales  d'un  polygone  convexe  de  n  côtés? 

(Î9I6.  —  Connaissant  les  restes  des  divisions  d'un   polynôme  f(x)  par    x  —  a,    x  —  b,    x  —  c,    calculer  le  reste  de  la 
division  du  même  polynôme  par  le  produit    {x  —  a)ix  —  Ij)[x  —  c). 
6917.  —  Calculer  la  somme    a  -^  ?o^  -h  3h^  +  ...  +  na". 


6918.  —  Des  relations 


(i'  —  bc 


b-  —  C(t 


(-  —  ah 


déduire  des  quantités  proportionnelles  à 


P^  -  r>. 


a3. 


6919.  -  Calculer     V^O  -f-  14v/2  +  VâÛ  -  iV2.      v/34  -h  30v/3  -+-  ^34  -  30s/3. 

6920.  -  On  considère  la  suite  des  nombres  impairs,  qu'on  divise  en  groupes  de  telle  manière  que  le  premier  groupe 
contienne  un  nombre,,  le  deuxième  groupe  deux  nombres,  le  troisième  Irois,  ....  Trouver  la  somme  des  nombres  du 
w  groupe. 

6921.  -  Déterminer  une  suite  de  nombres  xu,  v-u  ...,  ?/„,  ...  tels  que  l'on  ait  pour  toute  valeur  de  n 
«1  -f-  Mi  -f-  ••■-!-«„  =  'An'-. 

6922     -  Montrer  que  la  fonction  logarithmique  est  continue. 

6923.  —  La  fonction  tg  x  est  continue. 

6924.  —  Trouver  la  limite  de  l'expression 

[an  -(-  />)'•'  +  [an  -f-  2bX-  -+-  ■ 

lorsque  »  augmente  indéfiniment. 

692.").  —  Calculer  le  déterminant 


[nn  +  (u  —  \)h]- 


et  trouver  sa  dérivée. 

6926.  —  Décomposer  le  déterminant 
6927 


« 
—  1 

0 
0 
0 


b  c 

X  0 

1  X 

0  —  1 
0 


d 
0 
0 

X 

0     —1 


en  farteurs  linéaires. 


a    b    c 
h    c    a 
\     c    a    b 
Discuter  les  systèmes  d'équations  linéaires 

(rti  —  &i)JT,-i-  {O'i  —  b^)Xi-^  ■••-+-  (rt,.  —  h^)Xa  =  0, 
(fli  —  b-^Xx  +  (flo  —  bi]Xi-\- \-[an  —  b-i)Xn  =  0, 


(fli  —  bn)xx  4-  (a..  —  bn]Xi  +  ■ .  •  +  (a„  —  ?)„).r„  =  0; 
rt'  -t-  a-x  -h  ay  -h  z  —  0, 


b^  -h  b'-x  -h  by  -h  z  =  0, 

c'  +  c-x  -f-  c.v  +  ::  =  0  ; 
6928.  —  Étudier  les  séries  dont  les  termes  généraux  sont 


h 

X 

a 

-+- 

h 

y 

b 

h 

X 

(i 

h 

y 

b 

h"  —  a         h"  —  b 


h  —  c 


h'  —  c 


k"  -  c 


=  1, 
=  1. 


nx"-\    nx"h[  a-i 


n  —  l 
n! 

valeur  à 


n(n  -+- 1] 
1 


(somme), 


1                                          l 
(somme),       r—, 

n(n-f-l)(rt +  2)  a-hbx" 


1000 


près 


1—  cos 


e'.n,,-!)^ 


1 


n^(U)S 


-,     L(l  -I-  n)   ni 


6929.  —  Calculer  \/ë  à 


1000 


près. 


6930.  -  Étudier  la  série  dont  le  terme  général  est  L  M -^V     Peut-on  calculer  la  somme  de  cette  série  ? 

6931.  —  Sur  une  droite  indéfinie  on  porte  les  longueurs    OAi=l,    OA;  =  3.     . . .  0A„  =  2»  —  1,    et  sur  une  perpen- 
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diculaire  à  la  droite  au  point  0  on  prend  une  longueur    OB  =  1 .     On  joint  BA,,  KAj,  .. .  BAn,     et  on   considère   la    somme 
des  angles  UaTb"  h-  OA.2B  -1-  ...  -+-  OA„B  •    Cette  somme a-t-elle  une  limite  quand  m  augmente  indéfiniment? 
0932.  —  Soient  .r,,  X2,  .T3,  . . .  .t/.,  ...  les  racines  positives  de  l'équation    tg.T  =  x.     f.tudier  la  série 

COS"  Xi  -+-  COS"  JTo  -4-    •  •  •   -t-  COS"  Xk  -{-  ..-, 

n  étant  fixe. 

sin  X 
6933. —Soient  Wj,  ?r.,  ...  les  aires  des  boucles  de  la  courbe    y=  — Montrer  que  la  série    w,  —  Mo-4- Wi  — î<4-l- ... 

X 

est  convergente. 

0934.  —  Calculer  la  somme  de  la  série 

X        x^         ^'    _    ^'^ 

T      H"  "^~9~     "Tï  '^■■' 

0935.  —  Dérivée  de  (sin  xf-^. 

2x 
0930.  —  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction    arc  tg  - — ^ — -     et  expliquer  le  résultat. 

0937.  —  Etudier  les  variations  des  fonctions 

x^  -\-  X  -^  1 


i— .      2a;' -  5,T= -f- 1 ,       ar^--13.r  -  12,  {x  ~  \Y{x  ^'îf[x  -  2),       xe\  ^'"  ^  -,      x~\.ç.\\x,      (1-I-— V^ 

x'^  -^  X  —  \.  X  \          X  I 

X                         1                 A  sin  3a;  +  2  sin  5a;  -f-  sin  "r  1                   1 

(1  -H  x)  ■^  ,          arc  tg  —-^  1           e  ^  ,  : — -. — ,  sin  x  -\-  --  sin  3x  H sin  5x. 

X-                                          sm  5.r  +  sm  3a;  3  d 

0938.  —  Trouver  pour    a;  =  0    les  limites  des  fonctions 

2x  —  sin  a;  —  tg  a;                      a;  —  sin  a;  i 
' r-  '          (sin  a;  +  cos  X)  ^  . 

x'  ,,.         ,  X 

L(l-+-a;)-a;-  — 

0939.  —  Trouver  pour  m  infini  les  limites  des  fonctions 

ia''"-¥h'"'\  /         «  .      a  \"'  /,        «         ^\"  1  mi -rr, tt, 7r~         / m^ -1- ma; -t- 1  \ "■ 

l /    '  cos ha-sui  —     '  IH 1 r)'        —  /im-f-  1   m +2  ...2m,        ( • 

\         2         /  \         m  ml  \         mm-/  m  \m-  —  my-hi/ 

/  m  -4-  .r  Y" 

0940.  -  Trouver  pour  ?n  infini  la  limite  de     ( et  en  déduire  la  relation    e^.e'j  =  e^-v. 

\  m~y  I 

0941.  Trouver  pour    x  =  —     les  limites  des  fonctions 

L(l-sin2a;) 


tg  x 


(tg  xY"^^,  (cotg  xY"^"^. 


x'"'  -\-  î/"*  +  "■•* 

0942.  -  Etant  donnée  la  fonction ^-^  >    calculer    xf'.,  +  y/"',/  +  zf'z- 

[X'  +  y-'+z-y^ 

0943.  —  Montrer  que  la  quantité    E  =  /■(«  +  h]  —  f{a)  —  lif'l  «H |     est  du  troisième  ordre  inûnitésimal par  rapport 

h  h,  et  calculer 

0944.  —  Etant  donnée  la  formule  des  accroissements  finis 

f(x  -+-  h)  =  f(x]  -+-  hf'(x  -h  0/t), 
trouver  la  limite  de  0  quand  /;  tend  vers  zéro. 

0945.  —  Même  question  pour  la  formule  de  Taylor 

f(x  +  h)  =  f(x)  +  hfix)  H h  ^  f<"Hx)  ■+-  — ^^,  r"^''(x  +  Oft). 

0940.  —  Soit  M  un  point  de  la  courbe  y  :=- f{x)  ayant  pour  abscisse  fl,  M'  et  M"  les  points  d'abscisses  a— h  et 
a-i-  h.  Les  perpendiculaires  à  Ox  menées  par  M'  et  M"  rencontrent  la  tangente  en  M  aux  points  I''  et  V".  Montrer  que 
l'infiniment  petit  FM'   -  P"M"  est  de  la  forme  A/i'  et  calculer  A. 

[y  JL~\  (lu 

sin  -£.  -f-  e  y     \   -  ky  =  0    définit  y  comme  fonction  implicite  de  x  ;  calculer  -j—- 

0948.  —  Condition  pour  que    Pdx  ■+■  Qdy    soit  une  différentielle  exacte. 

0949.  —  La  quantité     2xdy  +  ydx    est-elle  une  différentielle  exacte?  Déterminer  une  fonction  /.(.r,  //)  telle  que 

3xK{r,  y)dy  -h  y'K[x,  y)dx 
soit  une  différentielle  exacte. 

_L 

0950.  —  Développer  (1  -f-x)  ■^  suivant  les  puissances  ascendantes  de  x.  Montrer  que  les  coefficients  sont  de  la  forme 
en„,  a„  étant  un  nombre  rationnel. 

{  X 

0951.  —  Peut-on  développer  L.r  ou  arc  tg  x  suivant  les  puissances  de ? 

0952.  —  Développer  en  série  la  fonction  sin  x  cos'x  en  faisant  le  produit  des  séries  qui  représentent  sin  x  et  cos  x. 

0953.  —  Trouver  les  dérivées  d'ordre  n  des  fonctions 
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1 

arc  cos  x, 


•    ,       aiucusj,-,      — — — 1        — :^ — »       — ^ 7        r 

aj»  + 1  x^  —  x^2+i         x'  -hi          .T-  —  2x  cos  0  -t-  1 

1  — X 

cos(ax-\-b),       arctg-^ '       L{i -i- x-h  x^ -^  x^}. 

1  -I-  X 

1 

6954.  —  Calculer  le  nombre  x  défini  par  l'équation     tli  r  =  — , 

6955.  —  Calculer    sh  ~    en  fonction  de    sh  —  • 

6956.  —  Résoudre  l'équation    sh  a;  =  1 . 

6957.  — Calculer   ch  mx   en  fonction  de    cha;. 

6958.  —  Chercher  la  limite  du  produit  ch  ^  ch  -^  ...  ch  -^    pour  n  infini.  Kn  déduire  que  la  série  qui  a  pour  terme 

général    L  ch — -    est  convergente  et  trouver  la  somme  de  cette  série. 

6959.  —  Etudier  les  équations 

a;'  -  7.T  -  1  =  0,  x'  -  ^nbx  +  a^  +  //  =  0,  2x^  -  5.r-  +  1=0,  Sx'  h-  1 2x-  -  2x  -1  =  0, 

2a;'  -  4a;'-  +  9a;  +  3  =  0,  x'  -  2x-  -  (>x\/2  ^6=0,  x"'-2x^-h2  =  0,  x'  -  4.x-  --l-  8x^à  -12  =  0, 

a;>  _l_  ^3  _  2j;2  _,_  5,;  _  1  _  0,  a;'  -  a;  -  1  =  0,  2(x-  -x  — \)- ~  x''  -^  x  ~  0,  x' -  4a'  -+-  3x'^  -  5x-  +  1  =  0, 

i/l_i_li^-(-i/l -lî.  =1,  yiJTTWx^^/yâ  +  yx,  cos'a;4-3cos-a;-6cosx-i-i  =0. 

6960.  —  Discuter  les  équations 

aa;  H- bcos.r  +  c  =  0,  sin.r  -  wa;  =  0,  x  sin  x  +  cos  a;(l  -  cos  x)-  =  0, 

*  '      =a.  e^:r^lL±±,  ,:rir^ifLtA,  L  cosx  -  sin  a;  +  3  =  0. 


cos  x        sin  .r  fc  —  .r  x  —  1 

6961.  —  Résoudre  les  systèmes 


I 


(       x^  -+- 

j           X'  + 

y" 

y. 

= 

121 
13 

(            -^  " 

^y 

= 

2  • 

([/-'  _  2^  =  a; 

( 

x  =  2^ 

;■-  —  X'--'  =  y, 

) 

y  =  X-, 

x^  —  //-  =  : 

/ 

z  =  y-. 

ix-  -+-  5a'!/  -h  y-  =  0, 
X-  —  8xy  +  4?/^  =  1  ; 

/  X  -\-y  =  a, 

\  z+t  =  b, 

I  xy  =  i/, 

(     j'î  +  2/^  +  :'  -f-  ^  =  c  ; 

6962.  -  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique  connaissant  leur  somme  et  la  somme  de  leurs  cinquièmes 
puissances. 

a    b    c 

6963.  —  Soient   a.  b,  c   les  racines  de  l'équation    a'   ^  ?)X  ~f  7  =  0.    Calculer  le  déterminant         b    c    a 

c    a    b 

6964.  —  Soient  a;,,  y,  les  racines  de  l'équation    ax- -^- bx  ^  c  =  0,    X:.y-,    celles  de  l'équation    a'x- +  6'a;  +  c' =  0; 
former  l'équation  qui  admet  pour  racines    XyX'.-hyiy'î    et    .Tij/o -i-- a;jyi 

6965.  —  Étant   donnée   léquation  du   quatrième   degré    x'' -+■  ax^ -h  bx- ^  ex -^- d  =  0,     former  l'équation  qui  admet 
pour  racines  les  sommes  des  racines  deux  à  deux  de  l'équation  proposée. 

6966.  —  Déterminer  le  nombre  p  de  façon  que  l'équation    .r  —  pa;  +  56  =   0    ait  deux   racines  dont  le  produit   soit 
égal  à  1 . 

6967.  —  Étant  donnée  une  équation  du  troisième  degré  dont  le  produit  des  racines  est  égal  à  1,  calculer  la  fonction 

symétrique 


j^    ab  +  a  +  1 

6968.  —  Eliminer  x  entre  les  deux  équations    a;'  —  3a-  +  2  =  0,    .x'  -\-  px  +  q  ~  0. 

6969.  —  Calculer  la  fonction  symétrique     V  —     pour  l'équation    x'  +  p.r  +  g  =  0. 

6970.  —  Eliminer  x  et  y  entre  les  équations    a;'  +  ?/*  =  a,    x'  —  y^  =  b,    x-  +  //'^  =  c. 

6971.  —  Toute  transformation  rationnelle  relative  à  une  équation  du  troisième  degré  peut  se  ramener  à  une  transfor- 
mation homographique. 

6972.  —  Déterminer  a,  b,  c  de  façon  que  ces  nombres  soient  les  racines  de  l'équation    a;'  -hax-  -\-  bx  -i-  c  =  0. 

6973.  —  On  associe  deux  à  deux  les  racines  d'une  équation  du  sixième  degré.  Résoudre  l'équation  sachant  qu'il  existe 
entre  les  racines  de  chaque  couple  la  même  relation  involutive. 

6974.  —  On  considère  une  équation  du  troisième  degré  à  coefficients  réels  admettant  une  racine  réelle  et  deux  racines 
imaginaires  conjuguées.  Conditions  pour  que  le  triangle  dont  les  sommets  ont  pour  altixes  les  trois  racines  soit  équi- 
latéral. 

6975.  —  Soient  a,  b,  c  les  racines  de  l'équation    a;'  +  p.x  +  g  =  0,    calculer  la  fonction 

i  a  a- 
1  b  b' 
i    c    c- 
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6976    —  Calculer    Ea^h^c    pour  léquation    x' -h  px-+' q  =  0. 

69  77.  —  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  coefûcients  de  l'équation  x' —  px^ -^  qx^  —  rx  +  s  =  0  pour  que 
cette  équation  ait  deux  racines  dont  le  produit  ou  la  somme  soit  égal  à  1  ? 

697g.  _  Couper  un  hémisphi're  par  un  plan  parallèle  à  la  base  de  façon  que  les  deux  volumes  obtenus  soient  équi- 
valents. 

6979.  —  Vérifier  que  l'équation  .r'' —  Colx-h  115  =  0  admet  deux  racines  dont  le  produit  est  égal  à  1  et  calculerces 
deux  racines. 

6980.  —  Soient  a,  fi,. . .  les  racines  dune  équation   algébrique    f(x)  =  0.  Former  l'équation  qui  admet  comme  racines 

a  -h—     ?+—'••• 
a  ^i 

6981.  -Soient  «,  ft,  c  les  racines  de  l'équation  x^  +  px- -4- qx -^  r  =  0;  tormtr  l'équation  qui  a  pour  racmes 
ab^ -h  bc^ -[- ca'^    et    ac- -h  cb- -h  ba- . 

6982.  —  Montrer  que  l'équation  x'—  209.r -i-  5G  =  0  admet  deux  racines  dont  le  produit  est  égal  à  1  et  calculer  ces 
deux  racine.s. 

6983.  —  On  considère  une  équation  du  troisième  degré  qui  a  une  racine  réelle  a  et  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées a -4-  [Ji  et  a-^ii.  Soient  A, M,, M,  les  points  ayant  pour  affixes  les  trois  nombres,  le  point  A  étant  sur  Oa;.  Quelle 
relation  doit-il  exister  entre  les  coefficients  de  l'équation  pour  que  le  triangle  A\I,M,  soit  rectangle  en  A  ? 

6084 .  —  Condition  pour  que  l'équation    x'  -+-  px^  -+-  qx-  -^-  /-.r  -t-  s  =  0    ait  une  racine  double. 

6985.  —  Résoudre  une  équation  du  septième  degré  sachant  qu'elle  a  une  racine  triple  et  une  racine  double. 

6986.  —  Etant  donnée  l'équation  x^^px-^q  =  0,  trouver  une  transformation  homographique  permutant  les 
racines. 

6987.  —  Former  une  équation  du  quatrième  degré  dont  les  racines  a,  b,  c,  d  soient  telles  que  a,  b,  c  soient  en  pro- 
gression arithmétique  et  b,  c,  d  en  progression  géométrique. 

6988.  —  Si  l'équation  f{x)  =  0  a  toutes  ses  racines  réelles  et  distinctes,  il  en  est  de  même  de  l'équation 
f{x)  -hlfflx)  =  0,    quel  que  soit  >>. 

6989.  —  Soient  a,  b,  c  les  racines  de  l'équation  f(x)  =  x^ -^  px -h  q  —  Q  ;  former  léquation  qui  admet  comme 
racines  /'(«).  ['(>>),  fie). 

6990.  —  Déterminer  le  nombre  p  de  façon  que  l'équation  x' —  Sx^ -h  px^ -h  2x -h  i  =  0  ait  deux  racines  dont  le 
produit  soit  égal  à  1 . 

6991.  —  On  donne  un  hémisphère  de  rayon  R  ;  couper  cet  hémisphère  par  un  plan  parallèle  à  la  base  divisant  l'hé- 
misphère en  deux  volumes  dont  le  rapport  soit  donné. 

6992.  —  Déterminer  a  de  f.tçon  que  l'équation  3.r'  —  20a,'  —  18.1- -+-  \SOx  -^  a  =  0  ait  une  racine  double.  A  priori, 
qiiel  est  le  nombre  des  solutions? 

6993.  —  Etant  donnée  l'équation  x''  -h  x^  —  ix-  —  4.r-f  1  =  0,  faire  la  transformation  y  =  2  —  x-  et  expliquer  le 
résultat  obtenu. 

6994.  —  Résoudre  l'équation    3x''  —  8x^  -h  Zx"  —  2x  —  2  =^  0    sachant  que  le  produit  des  deux  racines  est  égal  à    —  1. 

6995.  —  Calculer  l'aire  d'un  triangle  dont  les  côtés  sont  racines  de  l'équation    x^-h  ax-  4-  p.r  -H  y  =  0. 

6996.  —  Trouver  les  racines  communes  aux  deux  équations    x"'  —  \  =  0,    xf — 1=0. 

6997.  —  Former  l'équation  aux  carrés  des  différences  de  l'équation    x^  -h  px  -h  q  =0. 

6998.  —  Reconnaître  si  l'équation  5.r^  —  x  +  1  =0  admet  une  racine  de  la  forme  a  -+-  <^b,  a  et  b  étant  des  nom- 
bres rationnels. 

6999.  —  Condition  pour  que  l'équation    x*  -h  ax^ -h  bx ~i-c  =  0    ait  une  racine  triple. 

7000.  —  Eliminer  a;  entre  les  équations    x' -^- px^ -h  qx -h  r  =  0    et    a- -)- ax-f- 6  =  0. 

7001.  —  Calculer  les  intégrales 

1  {.-'-il)-         jl^'       /(-73,h.      Jt?ttf.       X^- 
r°°    dx  r   dx  r xdx r_x^dx__  r      d.r 

J  ^     (.T=  -f-  1  )■■  '  /    *  ~  "'^'  '  I     T'  -  3x'  —  47.r-  +  147,r  —  ;)8  '  /     (1  -  x^}-  '  I    .T*  ■+  X*  -h  l  ' 

r    dx  r dx  n  , \'    dx  r    dx 

I  ~7T7t=T'  I     /  -■■  -    ^ '  1      Jx- -h  iOX -h  i  dx,  I  — : '  I  — , . 

/•'     Thix  p  x^Mx  r  .rMz;r:^  +  Jrz:rF ,  C   r-i  r 

ff^^i—nidx,      CE^izidx-       f-^^.       r    ^  cl ^ 

J      (l_.r«)-i  J         x-M  '  ./     «"«s-^  ,/    sin.rcos.r  j     1  sm  x - 

/•^2sinr-cos.c^^^^  />_tg^^,^.  Ç .ix 

/      3  cos  X  -H  sm  X  j    ces  x  j    ces  j-  —  cos  a 


ces  X 


'i  dx T"  2  sm  ./•  —  cos  x  r  tg  x 


-sin.r  -f-  cos  r -•- 
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/r  cos^xdx            r  dx             r   ux             r    dx 
cos'  xdx,  I   -. ;; — : '  i   —■ '  l    -r—. '  j    . 

'  f     )  -  2  sin  j'  f    sin3  x  J    sin'  x  J     cos"  x 

r  sin-  xdx  fï       sin  ^  cos  «p  dç  C  sin'  (p  do 


j    cos-  X  +  cos  X  —  6               J ^^  a-  cos-  V  -+- 1-  sin-  '-p  j     ^«-'  :^  //-  —  2fl//cos  =-  ' 

f  sin  3.rÉ"-  ,                    T            ,       .                    T  •         u     .  C  ,                   C 

\  dx,                \  cos.r  cil  j-a.r,                j   sin  j;  sh  .ra.r,  J  x»e'dx,  \  x-cMxdx, 

J       ^'"•^"                      J                                        J  J  J 


/ 


x'-dx  r     dx  r       rt  -+-  ./•  , 

arc  tg dx. 


(cos  j^ H- ,1' sin  ./•)'-  f    cil  J  —  cil  a  f  \  —  ax 

7002.  —  Calculer  le  moment  d'inertie  d'un  ellipsoïde  par  rapport  à  l'un  de  ses  axes,  d'un  tore  par  rapport  à  son  axe, 
d'un  disque  elliptique  par  rapport  cà  son  centre  ou  à  un  sommet,  d'un  prisme  droit  ayant  pour  bases  des  triangles  é(|uilaté- 
raux  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les  centres  des  bases. 

7003.  —  Calculer  l'aire  comprise  entre  les  deux  courbes    y  ^  char,    y  =  sli.r,    l'axe  0//  et  une  ordonnée  quelconque. 

7004.  — On  donne  une  circonférence  ayant  pour  centre  l'origine  de  deux  axes  rectangulaires;  trouver  l'ordonnée 
moyenne  du  premier  quadrant. 

7005.  —  On  divise  une  demi-circonférence  de  diamètre  AB  en  n  parties  égales  par  les  points  M,,  M,.,  ..  ,  M„_i.  Cal- 
culer la  valeur  moyenne  de  AM,. 

7006.  —  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  liémisplière,  la  densité  en  chaque  point  étant  une  (onction  /'(;)  de  la  dis- 
tance :  de  ce  point  au  plan  de  base  de  l'iiémisphère.  Cas  particulier  :    f[z]  =^  lez,    f[z)  —  k[\\  --  s). 

7007.  —  Intégrer  les  équations  différentielles 

,    ,  ,       ,.                V'                 X—  i                             dx                    dii 
■fij  -H  '/  +  3x'-H-  =  0,  -^—  =  ,  ■ •  TU  -h  y  —  u^,x, 

xy'  —  x'-y  =  (L.T)-,  xy"-  —  lyy'  —  x  ^  0,  2xy'  —  ye^'  =  sin  x,  2xy'  -hy  -i--  3x-(/-  —  0, 

>  .  ,        '^'^y  ,  .  /  ,      1  \ 

x-y—xy  =  e'\  y—  — ;— : — ;-,  ?/  sina:'  — ycos  x  +  1  =  0,  y  =  x -h  y{  y  -^ rb 

a-  -H  ir  ■  \  y  / 


xy'-  -  2yy'  -  x  =  0,  yy'(l  -+-  x-)  -h  —y  =  s/i  -h  x-,  [cx^  -h  (1  +  c-)y^\dx  =  [cif  -+-{!-+-  c-)x^]dy, 

4//-(l  -H  y'-)  —  (  J-  -f-  ////'|-  =0,  x-\-  y  y'  =  a(  H-  //-)  -  ; 

//"cosj-  — 2(/'sin.r  — cos.r  =  0,  //"  =  a-t-y-,  (l  -4-x-)y"  -\-xy'  =  <Jl  +  x-  ; 

2ii'  Il  ^         -~  \ 

3//  -  2/y  ~~y  —  X-,  y-h-^-h—r=e"-he    "  ,  // "  -+-  2//'  +  5//  =  2^3- ,  //"  —  //'  -  6//  =  —  e-^'. 

If"  -h9y  —  2  cos  3.r  +  5  sin  3.r,       y"  -  2//'  +  //  =  1  .ie' ,       y"  —  //  =  ./'-  -f-  1 ,        // "  —  6//'  h-  9y  =  e-^ -i- e--^,       y"  —  2//'  -+-  y  =  sin  ./•. 

ï'  X 

//' -t-y  =  sin',y,  (/■' +  y  =  cos^r,  /y"-f-2//'-f-// =:  cos^i■,  //"-t- /y  =  cos  —  4- sin  —  > 

r  ./' 

y  —■iy-+-  2y  =  e^ -+-  cos ./-,  y'  —  2//'  +  //  =  ,r"'e' ,  y"  —  5//'  -i-  4//  =  sin  —  e^'- -f-  cos  —  e'+  Tf'', 

„„,.■.  o  d'y      „    dif  d-ii         du 

y  -ly  ^I2i/ =  xe^^,  x^ —- +3x-^ -{-i/ =  0,  —^-Q-;--h9ii=zle3t-+-s\nt. 

dx^  dx      '  di-         dt 

7008.  —  Intégrer   l'équation  différentielle      {^  —  ■T'-) -r^  —  x \~a-ii^  0       au   moyen  du  changement  de  variables 

dx-         dx 
X  =  cos  t. 

7009.  —  On  donne  l'équation  différentielle     —',  -\ — '—-r — f- v  =  0  ;    on  prend  comme  nouvelle  fonction     ;  = ;^- 

dx-        X   dx       '  X  dx 

Oue  devient  l'équation  différentielle? 

7010.  —  Quelles  doivent  être  les  fondions  p  et  g   pour  que  l'équation      ~rT -^ P  j — ^QV  =  0     admette  deux  inté- 
grales u  et  V  vérifiant  la  relation    u-  +  t;-  =  1  ? 

dz  dii 

7011.  —  Intégrer  le  système    y  =  -r— ,    ;  =  - — 

UJi/  CLX 

II.  —  Trigonométrie 

7012.  —  Calculer  cos  mx  en  fonction  de  cos  x. 

1 

7013.  —  On  donne    2  cos  ar  —  a  H Calculer  cos  mx. 


7014.  —  Calculer    ccs-^»    tg  -tt- 

5  y 

/p  2^7  (  wi 1  \x 

7015.  —  Calculer  le  produit     sin —  sin •■■   sin 
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7016.  -     Calculer    tg —•  connaissant    tg  x.    tg  ^  connaissant    cos  j:',    tg  —  sachant    que     sinx  =  — >    cos — 

■*  4  4  2  4 

a 
connaissant  tg  a,    cos  -—  connaissant  tg  a. 
a 

7017.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes  les  deux  sommes 

cos  a+  cos  [a -h  II) -i- C0&  (a-i-2/t)-(- h  cos  [a-h{n  —  [)h], 

sina  +  sin(a-f-  h)-hsm{a-h2h)-h  ■■■  -+-sin[a-i-(n  — 1)/»]. 

7018.  Trouver  la  limite  du  produit    cos  —  cos  -^  •••  cos  — ^    quand   n  augmente  ind<')iniment. 

4  8  2** 

7019.  Résoudre  les  équations  : 

.     „  „  cos*  0        sin^  0  ,  1 

sin  3x  =  cos  2x, 1 — :— - —  =  1,  cos^  x  +  sm'x  =  —  >  cos^  j -+- sin' .c  =  1, 

cos-  X        sin-  X  4 

-  1  1 

sin  X  +  v/3  cos  x  =  <J2, \ -, =  a,        tg  x  -h  tg  2x  -i-  tg  3j  +  tg  4x  -+-  tg  hx  =  0, 


igx 


\ : =  a,         ig  X  -Y-  ig  zx  -r  ig  iJJ  -(-  ig  ix  -H  tg  ox  =  U,  ■ 

COS  X         sm  ./■  D  o  o  o  t5  .  - 

tg(a;  +  -^)-^tg(..+  ^]  +  tg(.r  +  il)  =  m.  I 


7020.  —  Eliminer  (  entre  les  deux  équations    x  =  cos  2t,    //  =  cos  3< 

7021.  —  Résoudre  les  systèmes 

,  ,         ,  ^  l       x-\-)/^a,  (  sin  2x-l- sin  2// =  rt, 

.r-(-//  =  fl,  tga;  +  tg  ly  =  a,  \        .  \  ' 

j       ■  .  ,  {  sin  r         ,  {  tg  j'         , 

sm  a.- -I- sm  2/ = /y  ;  (      tg  2a; -h  tg  2«  = // :  )  —. = '>  ;  j  — —  —  h\ 

(  sm  y/  (  tg  // 

.    .  .     ,,  (  sin  X  =  a  cos  u, 

a  sm  j?  -+-  0  sm  «/  =  a  sm  6,  ) 

a  sin  (0-.f)+ftsin(9-j/)  =  5sine;  )  ^m  // =  &  cos  z, 

(  sm  s  =  f  cos  .r. 

7022.  -  Dans  un  triangle  rectangle  la  médiane  issue  du  sommet  de  l'angle  droit  décompose  le  triangle  rectangle  en 
deux  triangles  isocèles.  On  donne  les  rayons  des  cercles  inscrits  dans  ces  triangles  isocèles  ;  résoudre  le  triangle  rectangle. 

A  B  C 

7023.  —  Dans  tout  triangle  on  a    [p~a)  sin  —  =  a  sin  —  sin  -^• 

„txnr         i^     11  1     ,.  ,  sin  B  H-sin  C  ., 

7024.  --  Quelle  est  la  forme  d'un  triangle  dans  lequel  on  a    sin  A  =  ;- • 

cos  B  -t-  cos  C 

7025.  —  Dans  un  triangle  on  donne  l'angle  A  et  la  relation      //«  =  hb  +  hc\    calculer  B  et  C. 

7026.  —  Dans  un  triangle  on  donne  p,  R  et  S.   Former  l'équation  du  troisième  degré  qui  a  pour  racines  a,  b,  e. 

7027.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  :  !"•  les  trois  hauteurs  ;  2"  a,  A,  li,,  ;  3°  R,  r,  Va  ;  i"  a,  r,  r,,  ;  5°  le  périmètre 
et  les  angles  (construction  géométrique)  ;  6»  o,  A  et  la  médiane  7)ia. 

7028.  —  Soient  A',  B',  C  les  points  où  le  cercle  inscrit  à  un  triangle  ABC  touche  les  côtés  BC,  CA,  AB.  Connaissant  les 
éléments  du  triangle  ABC,  calculer  ceux  du  triangle  A'B'C,'. 

nn.nn         i>  *  •       i        u/  •  sin  fl  sin  fc  sin  C 

7029.  —  Dans  un  triangle  sphérique  on  a      = =  

sin  A  sin  B  sin  C 

IIL  —  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

70;{0.  —  Construire  les  courbes  qui  ont  pour  équations  en  coordonnées  rectilignes 

/T'  -  3x-'  -h  ix  —  \  , .   /       X 

?/=\/ ;^7-j .  y  =  X  zt  \/x' —  5x  ^  e,  y'-  =  x-x\  //  =  y  ^,  _  ^  ■ 

d*'  —  ^2 

?/-'  =  x(l  —  xf,  y'  =  xHx—l).  y  =  - — — ,  y  =  ±  \/mc  =-  \/r^^  (aire  de  lu  boucle), 

2a  rh  v/a-  —  x'^ 

1  0  

y  =  x±z^x*-x—l,  y  =  - -I-  ..   "    ,,,  y  =  x^\  -^-x^-hx■-  2; 

\—x        (\—x)- 

x^  +  ?/'  =  a'  (points  d'inflexion),  xy^  —  :iy{x-hy)  +  2x-  —  0,  xy'  +  x^  —  x^  -h  y  =  0, 

?/■'  -I-  2x^y^  —  x^,  (X  -4-  y){x  —  yV-  —  'ix  =  0,  y/x  —■^y  —  i. 

2i/'  — 5.T=î/»  +  3x  =  0,  .ri/- -4- ?/' —  î/* -f- X  =  0,  (x  — 2j/)(i=— (/-) -t- 2r  — v  =  0,  j/- —  2.rj/ -f- .t- -r- x»  —  .r"  =  0- 

xy-  H-  (x  +  î/)y  +  t  =  0,  (.T  —  1  Y(x  —  y)  -+-./•  -I-  y  =  0,  x-(x-  -+-  y-)  —  ix- y  -\-  3y-  =  0,  x-"y  =  a-"f, 

-L.  ,  _L.  ./•  /  1  \ 

y  =  x^e^    (aire),    y  =  e  x-«^  j+i        i/  =  .r  cot  — ,    y  =  x  sin  x,    y  =  x{x  —  \.x),    y  —  sin  /  —  arc  sin  x  1, 

2  arc  sin  ,/•  =  3  arc  sin  y. 

701M.  —  Construire  les  courbes  définies  par  les  é(|ua(ions  paramétriques 

—  ^  -^  <"  ■         /     _     3r-'    .         )__'■'.         /_'''' 
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2f^  -  1  (  t[a'  -  V) 


7032.  -  Construire  les  courbes  définies  par  les  équations  en  coordonnées  polaires 

1  COS  3(.>  _       1   —  COS  (0  _    I 

p  =  a(H-cos8-o),    p  =  a  +  />cos3..,    r  =  ^^^^^^-— ^'     '  =J^^'   '    '     T^—'     '   "    2  sin  .>  -  cos  «o  ' 

tgto  1  +  tstu  a  ,  /  COS  2o>  i  \-2co?,<^ 

P-   l-ocosco'     P  =  ^T-ti^'     P^    2  +  coso.'     P  =  V7^'     P^^'^'^-r^^iTT-      '--    cos.  +  sin.' 

\  1  w  3(.)  ^      «■)  P 

p=COS.oH : p^COSwH -— '      p  =  1  +  tg   --,      p  =  tg    -— -      p  =  tg  — -,      p=  -' 

COSw-l-SUlio  '  COS   2w  2  2  2  j  _  2  COS   — 

1  o)  w  (1)  COS  w 

r—  flgiît.0    —    =  a  COS  -  — -  +  2/;  COS  — — I-  c  sin  2  -—  ,     p  = 

r  '     0  2  2  2  ''•' 

7033.  —  On  donne  deux  droites  Or,  Oy  faisant  un  angle  de  45°.  Sur  Oj;  on  prend  deux  points  A  et  A'  tels  que 
OA  =  OA'  =  a,  et  sur  Oy  un  point  B  tel  que  OB  =  b.  Démontrer  que  la  longueur  x  définie  par  l'égalité  x  =  Va'  -H  6' 
est  moyenne  proportionnelle  entre  AB  et  A'B. 

7034.  —  On  donne  un  angle  "AOB  =  0  sur  les  côtés  duquel  on  prenddes  longueurs  OA  =  a,  OB  =  b.  En  A  et  en 
B  on  élève  des  perpendiculaires  sur  OA  et  OB  respectivement;  ces  perpendiculaires  se  coupent  au  point  C.  Calculer  l'aire 
du  quadrilatère  OACB  en  fonction  de  a,  b,  0. 

7035.  —  Soient  {x,y),  (x',y'),  (x",y")  les  coordonnées  de  trois  points  par  rapport  à  un  système  d'axes  faisant  l'angle  0. 
i    X     y 

sin  0    ne  change  pas  si  l'on  fait  une  transformation  de  coordonnées  quelconques. 


1    X     y 

1    x"    y" 


Montrer  que  la  quantité 

Interprétation  géométrique. 

7036.  —  Construire  la  courbe    y-  = Montrer  que  la  courbe  est  unicursale,  et  exprimer  les  coordonnées  d'un 

a^  —  X- 
de  ses  points  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre. 

7037.  —  On  considère   les    courbes   définies   par    l'équation    x'-y  =  a"*''.  Examiner   si   les  intégrales      |  ydx      et 


j: 


xdy  ont  un  sens. 


7038.  -  Représentation  du  cercle  en  coordonnées  polaires.  Montrer  que  l'inverse  d'un  cercle  passant  par  l'origine  par 
rapport  à  ce  point  est  une  droite. 

7039.  —  Propriétés  de  la  spirale  logarithmique.  Bectification  ;  aire. 

7040.  —Calculer  le  rayon  de  courbure  R  de  l'enveloppe  de  la  droite    .rcosO  +  î/sin  0  -  p  =  0,    p  étant  une  fonction 

de  6.  Si  l'on  pose    r^  =  n^-i-  p'-,    démontrer  que    B  ^ —  • 

2     dp 

7041.  —  La  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre  Ox  au  point  N.  Sur  la  perpendiculaire  à  Ox  au  point  N  oii 
prend  une  longueur  NP  égale  à  k.  US,  k  désignant  une  constante.  Trouver  la  tangente  à  la  courbe  lieu  du  point  P.  Montrer 
que  cette  tangente  rencontre  O.r  au  même  point  que  la  tangente  en  M  à  la  courbe  donnée. 

7042.  —  Étant  donnée  la  chaînette  y  =  ch  a;,  trouver  le  rayon  de  courbure  et  le  centre  de  courbure.  Propriétés 
relatives  à  la  longueur  de  l'arc,  à  l'ordonnée  et  à  la  distance  du  pied  de  l'ordonnée  à  la  tangente. 

7043.  —  Un  cercle  C  roule  sans  glisser  sur  un  cercle  fixe  C  de  rayon  triple  et  à  l'intérieur.  Etudier  la  courbe  décrite 
par  un  point  du  cercle  variable. 

7044.  —  Sur  la  tangente  en  un  point  M  d'une  ellipse  on  porte  dans  un  sens  déterminé  une  longueur  constante 
MP  =  /.  Evaluer  l'aire  comprise  entre  l'ellipse  et  la  courbe  lieu  du  point  P. 

7045.  —  Longueur  d'un  arc  de  parabole. 

/'x' 

7046.  —  Centre  de  courbure  de  la  courbe    y  =  x  i/  — •      Développée. 

7047.  —  Propriétés  des  couibes  parallèles. 

7048.  —  La  polaire  réciproque  d'une  courbe  par  rapporta  un  cercle  est  l'inverse  de  la  podaire  de  cette  courbe  par  rap- 
port au  centre  du  cercle. 

7049.  —  Trouver  la  longueur  de  l'arc  de  courbe  enveloppée  par  la  droite  x  cos  ç  4-  y  sin  0  _  p  =  0,  p  étant  une 
fonction  de  o. 

7050-  —  Construire  la  courbe  x'-y-  —  xy{x  -l-  y)  -f  x*  —  y"  =  0.  Trouver  les  points  doubles.  Montrer  que  la  courbe  est 
unicursale,  et  exprimer  les  coordonnées  d'un  point  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre- 

7051.  —  Un  cercle  se  déplace  en  roulant  sans  glisser  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  quatre  fois  plus  grand.  Trouver 
les  équations  paramétriques  du  lieu  d'un  point  quelconque  du  cercle  mobile. 

7052.  —  Trouver  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  des  coniques  ayant  même  sommet,  même  direc- 
tion d'axe  et  même  paramètre. 
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7053.  —  Démontrer  que  le  rayon  de  courbure  lî  en  un  point  d'une  courbe  plane  est  donné  par  la  formule 


R~  = 


1 


Xdx'l         \dy-/ 


d-u  \^ 
dx- 

7054.  —  I-ieu  des  pôles  des  normales  à  une  conique. 

7055.  —  Etudier  la  développée  de  la  courbe    y  =  sinx. 

7056.  —  On  lait  rouler  un  cercle  y  sur  un  cercle  égal  C.  Lieu  d'un  point  du  cercle  ■'.  .Montrer  que  ce  lieu  est  une  cardioide. 

7057.  —  Rectifier  la  courbe    x  ^  a  cos^  ç,   y  :=^  a  sin^  9. 

2  ay' 


7058.  —On  donne  l'équation   différentielle    x-hyy'  = 


et  on   considère  toutes  les  courbes  intégrales  (C). 


Former  l'équation  différentielle  que  vérifient  toutes  les  courbes  polaires  réciproques  des  courbes  (C)par  rapport  à  la  parabole 
x^  —  2y  =  0.     Intégrer  cette  équation  et  en  déduire  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 

7050.  —  Trouver  les  longueurs  des  tangentes  issues  du  point    {a,  b)    à  la  courbe    xy  =  1. 

7060.  —  Construire  la  courbe    y  —  cos  y/xT    Cas  où  x  est  négatif.  Rayon  de  courbure  au  point  de  rencontre  avec  Oij. 

7061.  —  Tangente  en  un  point  d'une  poilaire. 

7062.  —  Trouver  des  polynômes  P,  Q,  R  satisfaisant  à  lune  des  identités    P^  4-  Q-  ^  R-,     (P-  4-  Q-  -  ^  iPQR-. 

7063.  —  Représentation  pxramétrique  de  la  lemniscate.  Relation  qui  doit  exister  entre  les  paramètrtis  dii  quatre  points 
de  la  coiirbrî  pour  que  ces  quatre  points  soient  sur  un  cercle.  Ktar.t  donné  im  point  de  la  lemniscate,  trouver  l'intersection 
du  cercle  osculateur  en  ce  point  avec  la  courbe.  Y  a-t-il  des  points  où  le  cercle  osculateur  rencontre  la  courbe  en  quatre 
points  confondus  ? 

7064.  —  Trouver  l'aire  comprise  entre  luie  parabole  et  sa  développée. 

7065.  —  Si  une  courbe  est  unicursale,  sa  développée  est  aussi  unicursale. 

7066.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  deux  points  A  et  A'  surOa;  (OA  ^  0.\'),  deux  points  B  et  B'  sur 
Oy  (OB  =  OB').    Lieu  des  points  M  d'où  l'on  voit  AA'  et  BB'  sous  des  angles  égaux. 

7067.  —  Etablir  l'existence  du  cercle  osculateur  à  la  courbe    x  =  f{t),    y  =  9(0- 

7068.  —  Développée  dune  courbe.   Propriétés  de  l'arc. 

7069.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  la  famille  de  courbes    y-  =^  X" 


— ,    À  étant  le  paramètre. 

7070.  —  Sur  la  tangente  en  M  à  une  courbe  C  on  porte  une  longueur  constante  MP.  Montrer  que  la  normale  en  P  au 
lieu  de  ce  point  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  C  au  point  M. 

7071.  —  On  donne  un  trapèze  isocèle  ABCl)  et  une  droite  qui  rencontre  les  côtés  aux  points   E,  F,  G  H.   Trouver  l'en- 

veloppe de  celte  droite  de  façon  que  E  et  G  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
F  et  H. 

7072.  —  Etant  donnée  la  courbe    y-  =  x\    former  l'équation  du  diamètre  des  cordes 
parallèles  à  la  direction    y  =  x. 

7073.  —  Par  l'origine  0  on  mène  une  droite  rencontrant  la  courbe    .r'  -(-?/'  —  3.rj/  =  0 
au  point  A,  et  parle  point   A  on  élève  une  perpendiculaire  à  0\.    Trouver  l'enveloppe  de 

^     celte  perpendiculaire. 

7074.  —  Trouver  l'aire  d'un  limaçon  de  Pascal   sans  point  double,  en  le  considérant 


E  G 

comme  podaired'un  cercle.  Interpréter  géométriquement  le  résultat 


{A  suivre.) 
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ECOLE  NATIONALE  SUPERIEURE   DES  MINES 

Mat]>('matiques. 

1818.  —  On  considère  lo  quadrant  AR  d'une  ellipse  qui  a  pour  (ienii-axes  a  et  b. 

On  demande  : 

1°  De  déterminer  le  pied  M  de  la   normale  qui   passe  à  une  distance  du    centre 
égale  ha  —  b  ;  j. 

2°  De  calculer  la  différence  de  longueur  des  deux  arcs  AM  et  MB  en  supposant 
a  =  lî""  et  &  =  1".  Q 

On  prendra  pour  variable  le  paramètre  «p  qui  reprt'sonle  un  point  quelconque  de 
l'ellipse  par  les  formules 

X  ^  a  cos  o,  y  :=:  /;  sin  0. 

Pour   déterminer  la  position  du  point  M    on   formera  l'équation   qui   donne  la  f>\  ^  ."î^. 

valeur  correspondante  de  o;  puis  on  cherchera  celte  valeur  pour  a  =  3™,     b  =  1'".  oH  -  2-! 
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On  ccrii-a  ensuite  l'expression  des  deux,  intégrales  qui  représentent  les  longueurs  AM  et  M[>,  et  on  les  cal- 
culera en  employant  5  trapèzes  pour  la  première  et  10  pour  la  seconde  :  la  longueur  des  arcs  sera  exprimée  en 
centimètres,  et  l'approximation  devra  être  supérieure  au  dcmi-centimcti'C. 

Dans  les  opéralions  logarillimiques  il  est  inutile  d'interpoler. 

('■^4  mai,  de  H  h.  à  midi.) 

I-  —  1819.  Un   point  se  meut  dans  un  plan  de  telle  façon  que  le  vecteur  représenlant  sa  vitesse  soit  k 

chaque  instant  la  résultante  de  deux  vecteurs  constants  :  l'un,  de  direction 
fixe;  l'autre,  perpendiculaire  au  rayon  joignant  le  pointa  une  origine  fixe. 
Trouver  la  Irajecloire  et  déterminer  l'accélération. 

11.  —  1820.  Deux  sphères  homogènes  pesantes  S  et  S'  de  rayons  diffé- 
rents reposent  sur  deux  plans  OA,  OB,  qui  se  coupent  suivant  une  horizon- 
tale et  forment  des  angles  donnés  a,  [i  avec  le  plan  horizontal.  En  outre 
ces  deux  sphères  sont  tangentes  entre  elles.  Trouver  la  position  d'équilibre 
du  système  en  supposant  que  tous  les  frottements  soient  négligeables. 

{26  mai,  de  8  h.  à  11  h.) 

Physique. 

I.  —  Décrire  brièvement  les  méthodes  expérimentales  de  mesure  du  grossissement  d'une  lunette  astrono- 
mique, en  supposant  connue  la  tliéoi'ie  de  Tinsli'ument. 

Un  faisceau  de  rayons  lumineux  parallèles  tombe  sur  un  système  optique  formé  de  deux 
prismes  identiques  P  et  P'  et  d'une  lentille  mince  convergente  L.  La  lumière  arrive 
normalement  sur  les  deux  prismes  qui  sont  oj)posés  par  leurs  arêtes,  puis,  après 
réfraction  dans  ces  prismes,  traverse  la  lentille,  dont  l'axe  principal  OX  est  parallèle 
au  faisceau  incident. 
On  demande  de  : 

1»  Calculer  la  distance  des  deux  points  lumineux  que  l'on  observe  dans  le  plan 
focal  de  la  lentille  lorsque  la  lumière  incidente  est  monochromatique. 
Angle  au  sommet  des  prismes 130 

o 

Indice  du  verre  des  prismes 

Distance  focale  de  la  lentille 10  cm. 

2»  Décrire  les  phénomènes  observés  lorsque  la  lumière  incidente  est  blanche  (la  lentille  n'est  pas  achro- 
matisée), 

III.  —  1822.  On  se  propose  de  faire  le  vide  dans  un  cylindre  C  derrière  un  piston  P.  On  dispose  pour  cela 
de  deux  moyens  différents  : 

a)  On  peut,  par  un  robinet  R  mettre  le  fond  du  cylindre  en  communication  avec  une  chaudière  et  envoyer 

derrière  le  piston  P  de  la  vapeur  d'eau.  Celle-ci  est  à  une  pression 
juste  suffisante  pour  déplacer  P,  qui  est  supposé  glisser  sans  frot- 
tement. 

Quand  le  piston  a  été  ainsi  poussé  à  fond  de  course,  on  l'im- 
mobilise dans  cette  position  par  un  dispositif  mécanique  quelcon- 
que, on  ferme  le  robinet  R  et  on  laisse  la  vapeur  se  condenser  sous 
l'action  du  refroidissement  par  les  parois  du  cylindre,  la  tempéra- 
ture finale  étant  assez  basse  pour  que  la  tension  de  la  vapeur  puisse 
être  alors  négligée. 

b)  On  peut  aussi  réaliser  le  vide  derrière  le  piston  P,  en  lais- 
sant le  robinet  R  fermé  et  en  fixant  à  P  la  tige  d'un  second  piston 
P',  qui  se  meut  dans  un  cylindre  C,  ainsi  que  le  représeiile  la  figure.  La  traction  sur  P  s'effectue  alors  en 
envoyant  par  le  robinet  R'  de  la  vapeur  dans  le  cylindre  C  à  une  pression  juste  suHisanle  pour  déplacer  le  pis- 
ton P',  qui  glisse  sans  frottement.  On  demande  : 

lo  Le  travail  en  kilogrammètres  qu'efifectiie  la  vapeur  en  poussant  soit  le  piston  P  dans  le  procédé  a,  soit 
le  piston  P'  dans  le  procédé  b  ; 

2°  Le  nombre  de  grandes  calories  qu'il  faut  fournir  à  la  chaudière  pour  chauffer  et  vaporiser  l'eau  néces- 
saire à  une  opération,  soit  dans  le  procédé  a,  soit  dans  le  procédé  b  et,  par  suite,  quel  est  celui  de  ces  deux 
procédés  qui  est  le  plus  avantageux  en  ce  qui  concerne  la  dépense  en  combustible.  On  ne  tiendra  pas  compte 


c' 


p' 


Tige      de 


^cctiflu  ncqligcabJi' 


R' 


^ 


Chaudière 
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dans  ces  calculs  de  la  condensation  de  la  vapeur  au  conlact  des  pistons  et  des  parois  des  cylindres  pendant 

la  durée  de  l'admission  de  la  vai>eur. 

3°  L'avantage  de  l'un  des  procédés  sur  l'autre  subsiste-t-il  si  on  lient  compte  de  cette  condensation,  en 

admettant  que  pistons  el  parois  des  cylindres  ont  même  épaisseur  dans  les  deux  appareils,  sont  constitués  par 

le  même  métal  et  que  ces  pièces  sont  chaufTées  par  la  condensation  de  la  température  ambiante  de  16o  à  la 

température  de  la  vapeur,  sans  se  refroidir  appréciablement  par  conductibilité  ou   rayonnement  pendant  ce 

temps? 

Section  du  cylindre  C 1  mètre  carré. 

Section  du  cylindre  C 1000  cm'^ 

Section  de  la  tige  de  P' négligeable. 

Course  des  deux  pistons 1  mètre. 

Température  de  l'eau  d'alimentation  de  la  chaudière.     .  16°. 

Pression  atmosphérique l''^  par  cm-. 

Poids  de  1"^  d'air  à  G"  el  sous  la  pression  de  fe  par  cm-     .  l'^^jS. 

1 
Coefficient  de  dilatation  de  l'air -Tr^rpr  • 

5 
Densité  par  rapport  à  l'air  de  la  vapeur  d'eau — • 

Nombre  q  de  grandes  calories  nécessaires  pour  chauft'er  un 
kilogramme  d'eau  de  0»  à  t"  et  le  vaporiser  à  celte  tempé- 
rature sous  la  tension  maximum  delà  vapeur  ....       q  ^^  606  +  0, 3(. 

Relation  entre  la  tension  maximum  p   de  la  vapeur  d'eau, 

en  kg  par  cm^  et  la  température  t P  =  [  -ttttt  )  • 

Nota.  —  La  i)récision  demandée  dans  les  deux  problèmes  est  celle  que  donne  la  règle  à  calculs  ordinaire 

de  26'^'°  de  longueur. 

{27  mai,  de  8  h.  à  midi.) 

♦ 

QUESTION   PROPOSÉE 


1823.  —  On  considère  une  courbe  (S)  et  le  cercle  (r)  décrit  sur  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en  M, 
comme  diamètre. 

1°    Déterminer  les  courbes  (S)  pour  lesquelles  le  cercle  (r)  est  tangent  à  Ox.  Construire  celle  de  ces 
courbes  qui  passe  à  l'origine. 

2"  Trouver  pour  celle  courbe  le  lieu  {'L)  du  centre  1  de  (T). 
3°  Soit  P  la  projection  de  I  sur  Oj;  ;  montrer  que  l'on  a 

arc  OM  =  20P. 
4">  Montrer  que  les  tangentes  en  M  à  (S)  el  en  là  (ï)  se  coupent  sur  O.r. 

.L  Haag. 


DEUXIÈME   PARTIE 


ÉCOLE  DES  ML\ES  DE    SAINT- h:TIENNE  [Concours  de  l'J08.) 


Physique  et  Ghimib 

1749.  —  Dans  un  tube  de  porcelaine  rempli  de  cn'ce  et  porté  au  rouge  on  fait  passer  un  courant  d'air 
chaud  chargé  de  vapeur  d'eau. 

On  recueille  dans  un  eudionièlre  'iOO  ccnlimctres  cubes  du  mélange  gazeux  ainsi  obtenu.  Après  agitation 
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avec  un  excès  de  potasse,  le  volume  du  gaz  est  réduit  à  192  cenlimèlres  cubes.  On  expulse  la  potasse,  on 
rince  la  chambre  eudioniélrique,  on  y  introduit  la  quantité  de  gaz  tonnant  nécessaire  pour  rendre  la  combus- 
tion complète  et  on  fait  jaillir  dans  le  mélange  une  étincelle  éli'clrique;  le  volume  s'abaisse  à  157  centimètres 
cubes.  Une  nouvelle  agitation  avec  de  la  potasse  amène  enfin  cevolume  à  135  centimètres  cubes.  Une  addition 
d'acide  pyrogallique  au  liquide,  qui  brunit,  prouve  d'ailleurs  que  le  mélange  final  contient  encore  de 
l'oxygène. 

Sachant  que  toutes  les  mesures  de  volume  sont  effectuées  sur  des  gaz  saturés  de  vapeur  d'eau  et 
ramenées  à  la  môme  pression  et  à  la  même  température,  l'on  dira  : 

1°  Quels  sont  les  gaz  qui  constituent  le  mélange  analysé,  supposé  sec  ; 

2°  Quelle  est  la  composition  centésimale,  en  volumes,  de  ce  mélange  ; 

3°  Quelle  est  la  valeur,  approchée  à  un  centimètre  près  par  excès,  de  sa  densité  o  par  rapport  à  l'air. 

On  supposera  que  les  gaz  étudiés  obéissent  rigoureusement  aux  lois  de  Mariotte  et  de  Gay-Lussac. 

On  admettra  que  iair  utilisé  est  composé  uniquement  d'oxygène  et  d'azote  en  proportions  normales,  et 
l'on  adoptera  pour  les  poids  moléculaires  de  l'azote  atmosphérique  et  des  autres  éléments  chimiques  les 
valeurs  usuelles  en  nombres  entiers. 

\"  Le  mélange  contient  de  Vazote  puisqu'il  est  produit  avec  de  l'air,  du  gaz  carbonique  puisque  la 
potasse  produit  une  absorption,  de  Voxyde  de  carbone  puisqu'après  combustion  il  y  a  de  nouveau 
absorption  par  la  potasse,  de  Vhydrogène  puisque  le  courant  d'air  était  chargé  de  vapeur  d'eau,  de 
roxj/^è»e  (quelque  invraisemblable  que  ce  soit)  puisqu'il  y  a  combustion  et  que  le  mélange  linal  en 
contient  encore. 

2°  Soient  x,  y,  z.  u  elv  les  volumes  respectifs  de  ces  cinq  gaz. 

D'après  le  volume  initial,  on  a  x  -h  y  -{-  z  +  u  +  v  =  200. 

D'après  la  première  absorption  par  la  potasse,  y  =  8. 

D'après  la  seconde  absorption,  :;  =  22, 

La  combustion  produit  une  diminution  de     192  —  457  =  35;     or  la  combustion  de  l'hydrogène 

3  1 

fait  disparaître  un  volume   —  ?<     et  celle  de  l'oxyde  de  carbone  un  volume    — ;  ; 

3  1 

donc  -M-t-^-  =  35, 

d'où  u  =  16. 

Pour  simplifier,  supposons  l'air  formé  de  1  volume  d'oxygène  pour  4  d'azote.   L'oxygène  de  l'air 

1  1 

inilial,  dont  le  volume  est    —x    et  celui  de  l'eau  décomposée  par  le  coke,  dont  le  volume  est  — u,  se 

retrouvent,  dans  le   mélange  analysé,  partie  à  l'état  libre  (volume  y),  partie  dans  le  gaz  carbonique 
(volume  y)  et  partie  dans  l'oxyde  de  carbone     [  volume  — 

111 

Donc  —x-+-ju  =  v-i-y-h-z. 

La  première  et  la  dernière  équation,  combinées  avec  les  valeurs  trouvées  pour  y,  z  et  m,  donnent 

X  =  132  et  v  =  22. 

Donc,  pour  100  volumes  du  mélange,  on  a 

Azote 66, 

Gaz  carbonique 4, 

Oxyde  de  carbone    ....  11, 

Hydrogène 8, 

Oxygène H. 
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3"  Les  poids  moléculaires  de  ces  gaz  sont  respectivement  28,  44,  28,  2  et  32.  Leurs  densités  sont 
respectivement  égales  aux  quotients  de  ces  nombres  par  28,9.  En  appliquant  la  règle  des  mélanges, 
nous  aurons 

66x28  +  4x44^11x28  +  8x2+11x32 


lOOo  = 


Bonne  solution  de  M.  H.  Manen,  à  Albi. 


28,9 
0  =  0,934. 


1750.  —  On  a  préparc  une  eau  s'ioonneuse  de  niasse  spécifique  fx. 

On  commence  par  mesurer  sa  hauteur  d'ascension   h  dans  un  tube  capillaire  de  diamètre  2r. 

On  plonge  ensuite  un  instant  dans  ce  liquide  le  tube  de  dégagement  d'un  gaz  de  densité  o  ;  après  avoir 
arrêté  le  courant  gazeux,  on  attend  que  la  bulle  formée  soit  en  équilibre  mécanique  et  thermique  avec 
C atmosphère  ambiante,  où  règne  la  pression  pa'>  on  mesure  alors  son  diamètre  2R. 

i°  Exposer  très  brièvement  quels  sont  les  phénomènes  capillaires  mis  en  jeu  par  ces  expériences,  et 
montrer  comment  on  peut  les  expliquer  par  l'existence  d'une  tension  superficielle  A,  dont  on  donnera  la 
définition. 

2°  Donner  les  relations  qui  lient  les  grandeurs  littérales  précitées,  l'accélération  g  de  la  pesanteur  et 
la  pression  p  qui  règne  à  l'intérieur  de  la  bulle,  et  justifier  les  formules  employées  par  l'étude  de  l'équi- 
libre du  liquide  dans  le  tube  de  diamètre  très  petit  2r  : 

(i)  Ecrire  la  condition  d'équilibre  du  très  petit  volume  de  liquide  compris  entre  le  ménisque  que,  con- 
formément à  l'expérience,  l'on  suppose  de  forme  sensiblement  sphérique,  et  le  plan  de  section  droite  qui  lui 
est  tangent  en  son  sommet  ; 

b)  En  déduire  la  hauteur  h  de  la  colonne  soulevée  ; 

c)  En  admettant,  sans  démonstration,  la  légitimité  de  l'extension  de  la  formule  trouvée  au  paraqrap  he 
a)  au  cas  d'une  surface  libre  sphérique  de  courbure  finie,  et  en  supposant  égales  les  tensions  superficielles 
du  liquide  au  contact  de  l'air  et  du  gaz  gonflant  la  bulle,  établir  l'équation  qui  détermine  p. 

'S°  Calculer,  d'après  les  données  numéricjues  ci-dessous,  la  valeur  de  la  différence  p  —  p„,  qui  sera 
exprimée  successivement  en  C.  (}.  S.  et  en  fraction  de  Idlogramme par  centimètre  carré  ;  donner  également 
la  valeur  de  la  tension  superficielle  en   C.  G.  S     et  en  milligrammes  par  millimètre. 

Par  une  légère  secousse,  on  détache  la  bulle  du  tube  maintenu  vertical  de  manière  à  l'abandonner  dans 
l'atmosphère  sans  vitesse  initiale  ;  la  bulle  s'élève  et,  au  bout  du  temps  t,  crève  en  arrivant  au  contact  du 
plafond  du  laboratoire,  élevé  de  H  au-dessus  de  l'extrémité  du  tube. 

A°  Donner  l'expressioii  littérale  des  forces  qui  sollicitent  la  bulle  d'épaisseur  e  plongée  dans  l'air  de 
masse  spécifique  a  ;  en  déduire  celle  de  l'accélération  y  qu'elles  lui  impriment  ;  on  négligera  les  variations 
de  ces  forces  pendant  le  déplacement  de  la  bulle  et  la  résistance  que  l'air  oppose  à  son  mouvement. 

5"  Calculer  la  valeur  numérique  de  l'accélératinn  y  en  G.  G.  S.,  et,  avec  un  seul  chiffre  significatif, 
celle  de  l'épaisseur  e  en  fraction  de  millimètre. 

/données  numériques  en  C.  G .  S.  :     [x  =  1,     //  =  3,     2r  ==  0,1,     2R  =10,     /  —  5,     11  =  ilO. 

On  d()n)iera  à  o  la  valeur  trouvée  au  paragraphe  3  du  problème  de  chimie  (0,9i);  on  supposera  la 
pression  atmosphériijuc  /;„  voisine  de  la  normale  et  la  température  voisine  de  lo°  centigrades. 

1"  On  explique  l'ascension  observée  dans  la  première  expérience  en  supposant  le  liquide  sollicité 
par  des  actions  qui  s'e.xercent  tout  le  long  de  la  ligne  de  raccordement  de  sa  surface  libre  avec  la  paroi 
du  tube  ;  l'action  exercée  sur  un  élément  ds  de  cette  ligne  est  normale  à  cet  élément,  tangente  à  la  sur- 
face du  liquide  et  peut  èlre  représentée  par  Arf.v,  A  désignant  la  force  par  unité  de  longueur  ou  tension 
sui)cr[icielle. 
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Dans  la  seconde  expérience,  il  existe  un  excès  de  la  pression  intérieure  sur  la  pression  extérieure  ; 
cet  excès  s'explique  par  la  même  théorie  qui  permet  de  relier  l'excès  de  pression  à  l'intérieur  d'un 
ballon  et  la  tension  de  létofle,  théorie  qu'on  trouve  dans  les  cours  de  physique. 

2°  a)  Négligeons  le  poids  du  petit  volume  considéré.  Les  seules  forces  verticales  qui  déterminent 
son  équilibre  sont  alors  celles  qui  proviennent  des  pressions  extérieure  et  intérieure  p  et  p'  et  de  la 
tension  superficielle  le  long  du  cercle  de  raccordement  avec  la  paroi  du  tube.  Les  premières  ont  pour 
résultante,  de  bas  en   haut,    vir^ip' —  p)  ;     les  secondes,  en  supposant  le    ménisque  hémisphérique, 

2:i?'A.  Donc 

Txr2(p'  —  p)  +  2ti/'A  =  0, 
d'où 

2A 

(1)  p_;/=__. 

b)  D'autre  part,  en  comparant  les  pressions  sur  le  plan  général  de  la  surface  libre  et  sur  le  plan  tan- 
gent au  sommet  du  ménisque,  on  a    p  —  p'  =  hii.g.     En  égalant  cette  expression  à  la  précédente,  on  a 

2\     1 

(2)  h= 

lig      r 

c)  Supposons  l'expression  (1)  générale.  En  comparant  successivement  les  pressions  p  et  p,,  à  celle 
qui  règne  dans  la  masse  du  liquide  constituant  la  bulle,  on  trouve  facilement 

4A 

3°  L'application  numérique  des  formules  (2)  et  (3)  donne,  en  unités  C.  G.  S., 

A  =  74  et  p  —  pa  =  39. 

Avec  les  autres  unités,  on  a 

li-g  =  l  milligramme  par  millimètre  cube, 

A  =  7,5  milligrammes  par  millimètre, 

p  —  Pa  =  0,00006  en  kilogramme  par  centimètre  carré. 

4°  Les  forces  qui  sollicitent  la  bulle  se  composent  de  son  poids  et  de  la  poussée  de  l'air  ;  ce  qui 

représente  une  résultante  verticale  de  bas  en  haut  égale  à 

f=—  T.n^ag ^  T.hhiog  -  iizR^eiig  =  —  TiR2[Ra(l  -  o)  —  ^e^xjg. 

O  ô  O 

4 
Cette  force  donne  l'accélération  y  à  la  masse  de  la  bulle    —  -R^ao-i-4itll2e[ji.     On  peut  donc  écrire, 

4 
en   divisant  tout  par   —  ttR-, 

O 

[Ra(l—o)  —  3ey.]g=  [Rao-{-3eii]y. 
5°  L'accélération  y  est  liée  à  l'espace  parcouru  H  et  au  temps  t  par  la  relation 

H  =  I  T'', 

dont  l'application  numérique  donne    y  =  32,8,     soit  presque  exactement  TTr  <?. 

oU 

En  portant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  faisant    o  =  0,94     et    a  = ,     on  trouve 

800 
e  =  0c'",0OO06. 


Mathématiques. 
\.  —  1751.  —  Dans  un  triangle  rectiligne  ABC  on  désigne  j^ar  : 
a,  b,  c,  les  longueurs  des  trois  côtés  ; 
b'  la  projection  du  vecteur  CA  sur  le  vecteur  CB  ; 
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c'  la  projection  du  vecteur  BA  sur  le  vecteur  BC  ; 
ha  la  hauteur  relative  au  côté  a. 

A  A 

On  demande  de  calculer    sin—-  ?     cos  -r-  et  ha  en  fonction  de  a,  b,  c  :  et  de  démontrer  la  relation 

b-hb'  b^.c-\-a 


c  —  c'  b  -\-  c  —  a 

Dans  tous  les  cours  de  trigonométrie  on  établit  les  formules 

A 


sin  — 


\  oc  z  y  bc 


aha  =  28  =  2v/p(/?  -  a)[p  -  b)(p  -  c), 
2/>  désignant  le  périmètre     a  -t-  6-h  c     et  S  la  surface. 

2      

On  en  déduit  h„  =  —  s^p{p  —  a){p  —  b){p  —  c). 

On  a  ^' =  GAcos(CA,  CB)  =  /ycosC,  c' =  BAcos  (BA,  BG)  =  c  cos  B  ; 

par  suite 

b-i-b'  _    b(l  -4-  COS  C)    _  2 

c  —  c'  c(l  —  COS  B)  .       B 

csiir^y 

Or  cos*  —  =   '  '    , — -,  sm^ —  =  -ii- '-^ -, 

1  ab  "i  ac 


d'où 


b  ■\-  b'  p  b  -\  c  -]-a 


c  —  c'         p  —  (i  b  ~\-  c  —  a 

On  peut  encore  obtenir  cette  formule  de  la  manière  suivante.  Soit  H  le  pied  de  la  hauteur  issue  du 
sommet  A,  on  a 

Xh'  =  c^  —  c'2  =  b'-  —  b''  ; 

b-\-b'  c-^-c'  h -i- c -i- b' -\- c' 

on  en  tire  =    =r  , 

c  —  c'  b  —  b'         b-^c-  (b'  +  c') 

ou,  comme     //  -+-  c'  =  a, 

b-\-b'  b-i-  c  -{-a 

c—c'         b  -\-  c  -■  a 

J.  GUILLOUD,  lycée  de  Nice, 

Bonnes  solutions  par  MM.  R.  Bouvaist  ;  G.  Imch  ;  M.  Mazkt,  k  Sétif  :  R.    Manen  ;  Henry    Niot-Ciiateal  ;    Edmond    Rèhe  ; 
A.  Rousseau  ;  P.  Sallebon  ;  L.  Simon  ;  L.   Sire, 


II-  —  1752.  —  Calculer  les  dérivées  des  fonctions  de  x  suivantes 


X 


Ltg— ,  h{x-^slx^-^a),  L{x—slx^+a). 

On  a         Ltg—       = tg-^       = 


2  /  ./■  \   ^  2  /  r  X         2  x  X  sin  j- 

Ig-^  tg  -       cos-  —  2sm—  cos  — 
[L(a:+  v/^M=T)l'  = ,           •  fi  H — _:!__     ]  =  -— = —  . 

X  -h  ^x^  -ha       L  v/x^  H-  (/      J  v/j-2  -f-  '/ 

[L(.  -  V/.-M--»)!'  =    _^^-„[.  -  ^^  ]  =  -  ^^. 

R.  B.,  R.  MANEN,    L.  SIMON. 
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III.  —  1753.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  Oz  et  deux  points  A  et  A'  situés  sur  Oz 
de  part  et  d'autre  de  0,  à  des  distances     OA  =  OA'  =  /. 

Soit  z  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  P  de  la  droite  AA'.  Chaque 
élément  infinitésimal  PP'  =  dz  de  celte  droite  AA'  exerce  sur  tout  point  M 
de  l'espace  une  attraction  dV  qui  a  pour  valeur 

dz 

et  est  dirigée  dans  le  sens  MP. 


(aaz)F 


MCXoAZn) 


dF 


R2 


^  (R,  désigne  la  longueur  MP.) 

On  demande  d'étudier  le  champ  de  force  produit  par  le  segment  de 
droite    AA'.    Ce  champ  étant  de  révolution  autour  de   Oz,    on  peut  supposer 
que  le  point  M  se  trouve  dans  le  plan    y  =  0.     Soient   {x^,  0,  Zo)    les  coor- 
données de  M. 
lo  Démontrer  que  les  lignes  de  force  sont  des  hxjperboles  ayant  leurs  foyers  en  A  et  A',    et  que  les  sur- 
faces de  niveau  sont  des  ellipsoïdes  de  révolution. 


On  commencera  par  établir  la  formule 


dF  = 


d(.> 


dans  laquelle  di.o  représente  l'angle  des  deux  droites  MP  et  MP'. 

On  admettra  d'ailleurs  sans  démonstration  que  les  seules  courbes  dont  la  tangente  fait  des  angles  égaux 
avec  les  rayons  vecteurs  MA  et  MA'  sont  les  ellipses  et  les  hyperboles  ayant  leurs  foyers  en  A  et  A'. 

2"  Démontrer  que  l'attraction  au  point  M  a  pour  valeur 

F=-L. 
v/rr' 

Dans  cette  formule  r  et  r'  représentent  les  rayons  vecteurs  MA  et  MA',  k  est  une  quantité  qui  reste 
constante  sur  une  même  surface  de  niveau. 

3°  On  décompose  l'attraction  F  suivant  les  deux  rayons  vecteurs  MA  et  MA'.  Démontrer  que  ces  com- 
posantes restent  constantes  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  une  surface  de  niveau. 

4°  Calculer  le  potentiel  en  M.  Ce  potentiel  est  doiiné  par  la  formule 

Faire  successivement  le  calcul  en  choisissant  comme  variables  d'intégration  : 

{"  u  =  z-hR  ;  2"  M  =  R  ;  '.i»  u  =  z  ;  4°  m  =  w  ; 

o)  désignant  l'angle  de  Oz  avec  PM, 

On  utilisera  les  résultais  obtenus  dans  les  questions  I  et  II.  Vérifier  l'identité  des  solutions  et  exprimer 
V  en  fonction  de     r-\-r'. 

1°  Si  on  appelle  w  l'angle  que  fait  MP  avec  une  parallèle  à  l'axe  des  x  menée  par  le  point  M,  MX,  et 
orientée  dans  le  sens  MH,  vers  Oz,  et  si  on  prend  pour  sens  positif  de  rota- 
tion de  o)  le  sens  de  MA'  vers  MA,  on  voit  que  dia  est  l'accroissement  de 
cet  angle  et  que  rfw  a  le  signe  de  dz;  d'autre  part  la  somme  des  varia- 
tions de  eu  est  égale  à  l'angle  de  MA'  avec  MA,  que  nous  appellerons  a. 
Le  triangle  rectangle  MHP  donne 

z  — Zo  =  x^tsoi,  dz 


Xç^diM 

COS"^  (o 


par  suite, 
et,  comme 


dF 


xA(s 


R^COS^œ 

iCg  =  R  cos  CD, 
dF  =  j^. 
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Appelons  |î  l'angle  de  MA'  avec  MH,  y  l'angle  de    MH  avec  MA,  de   telle   sorte  que      ^ -)--;  =  ^^ 

COS(0+tu)rfw  COS  (v — (jj)rfaj 

Les  projections  de  la  force  dF  sur  les  deux  axes  MA'  et  MA  seront et  ~ 

La  projection  de  la  résultante   F  sur  MA' est  donc    I       ' ^     et  celle  de  la  même    force  sur 

C    cos(y— w)rfw         ,,                    ,                  ,       ,         ,    sin  3t  ,     ,  ,. 

MA    est    I      ;    elles  sont  égales  toutes  les  deux  a .     ce  qui  montre  que  la   force    r 

est  dirigée  suivant  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  A'MA. 

Il  en  résulte  que  les  lignes  de  niveau  sont  des  ellipses  ayant  pour  foyers  les  points  A  et  A',    et  les 

lignes  de  force,  des  hyperboles  ayant  les  mêmes  foyers. 

Q    ■       ^ 
2  sm  — 
a          sm  a                                       2 
2°  Soit  F  l'intensité  de  la  résultante,  nous  avons  alors     Fcos  — -  =  ^     puis  F  =  . 

Telle  est  l'intensité  de  la  résultante. 

D'autre  part,  en  évaluant  de  deux  façons  l'aire  du  triangle  MAA',  nous  avons     2/Xy  =  rr  sin  a  ; 
la  force  MF  a  donc  pour  valeur 

V  = -— ^  = 


rr  sm  a  a 

rr  COS   — 

2 


Or  r  COS  —  est  la  distance  du  foyer  A  à  la  tangente  à  l'ellipse  qui  passe   au  point  M,  r'  cos  ~  est 

la  distance  du  foyer  A'  à  la  même  tangente,  et  l'on  sait  que  le  produit  de  ces  deux  nombres  est  constant 
et  égal  au  carré  du  demi  petit  axe  ;  donc 


a            6  ^  „  2/  k 

par  suite  cos  —  =      ,  et 


2  ^hn-'  b^rr'  sirr' 

Ce  nombre  k  est  évidemment  constant  sur  toute  l'ellipse  qui  constitue  la  ligne  de  niveau  du  point  M. 

3"  Les  deux  composantes  de  F  suivant  les  rayons  vecteurs  MA  ei  MA'  sont  égales  ;  soit  /  leur  valeur 

a                                                               ->/ 
commune  ;  on  a  évidemment    F=2/'cos— ,    et,  comme  F  a  pour  valeur     <     on  a 

2  a 

/•/  '  cos 

rr'  cos-  — 
2 

a  / 

d'ailleurs  nous  venons  de  voir  que     ?■/•'  cos'  —  a  pour  valeur  Ir  ;  donc  f  est  égal  à    -— -  et  cette  quan- 
tité est  constante  sur  toute  la  surface  de  niveau  du  point  M. 

C  dz 
4"  Proposons-nous  de  calculer  le  potentiel     V  =     1  "5"'     relatif  à  l'attraction  de  tous  les  éléments 

du  segment  AA'.  Nous  avons 

R  =  ^Xl  H-  (3  —  Zo)-, 

et,  par  suite, 

Il 

1°  L'intégration  directe  est  évidente  :  on  a  en  otTet 

Cdz  r  dz  , ,. 
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2°  En  prenant  R  comme  variable  indépendante,  on  a     ~  =  ;     or     ;  —  s^  =  v^R* — xl  ; 


donc 


r     dR  r      dR  ,  , , 

3°  Si  on  appelle   (o  l'angle  de  MP  avec  MX,  nous  avons  vu  que 

X 

z  —  :„  =  x„  Iff  w  et  R  =  — - — , 


donc  dz  = 


cos  oj 

XndiO 


cos^  w 


rdz         r    dvo  ,  ,    /  ^        w  \ 

On  pouvait  tout  aussi  bien  se  servir  de  l'angle  que  fait  MP  avec  0;  ;  c'est  le  complément  de  celui-ci. 

A°  Posons  entin  u  =  :-hR. 

Nous  aurons  successivement 

du  =  dz  -t-  dli,  (u  —  z)-  =  j'I  -t-  {z  —  ^o)". 

Il  X7\  On 


puis  '2z(u  —  Zq)  =  u'^  —  X 


"       *"'  "-      t{u-z,) 

donc  R=.-.^    (u- ^o)^  +  -5 


^u  -  z,) 

Calculons  maintenant  dz;  nous   pouvons  le  calculer  directement  ou  à  l'aide  de     dz  =  du  —  dR.     Le 
calcul  direct  est  plus  rapide  et  donne 

%u-z,Y 

Nous  voyons  donc  finalement  que      1  — ^  =    1  —  =  L{u  —  Zq). 

Appliquons  ces  divers  résultats  au  calcul  du  potentiel  :  dans  le  premier  cas,  les  limites  sont  — / 
et  -h/;  dans  le  second,  r'  et  r;  dans  le  troisième,  — fi  et  y;  dans  le  quatrième,  r' — /  et 
r  -h  /.     Les  quatre  expressions  de   V   sont  donc 

V  =  L ■ .  '  V  =  L , 


-/  — z„^v/xg+(/+z„)2  '    r'-h^r'^  —  xl 


V 


'^(4  ^2)  ,^        ,    r^l- 


'^Mt-I^ 


11  est  visible  que  les  deux  premières  et  la  quatrième  sont  identiques. 

D'autre  part,     /  —  ;„    est  la  projection  de  r  sur  AA',     /  +  :;o,     la  projection  de  ?■'  sur  A'A  ;  d'après 
la  question  1751,  nous  avons  donc 

r-i-l—  Zf,   _         p 
r'  —  l-z,    ~    p-<il' 
en  désignant  par  'ip  le  périmètre  du  triangle.  Nous  avons  donc  enfin 


V  =  L 


r  -4-  r'  —  2/ 

Transformons  maintenant  la  troisième  expression.  Elle  peut  s'écrire 

! 


V=  L 


t,(j:_  4\tg/:L_l 

4       2  /     \  4         2 
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puisque  les  angles  —  —  -^  et  -Il  -t-  -^    sont  complémentaires.  Or    -^ ^    est  égal  à  l'angle  y, 


-^ —,     k  r angle —- ;    d'autre  part,  on  sait  nue 

'4:  '2.  2 


^   2    ~  V        p{p 


(p  —  ^l){p~r) 


donc 


-r') 

A_        _ 


A'  /(p-^l){p-r') 


A    .       A'  / 


2 


P(P  -  '•) 


/5 


et  l'on  retrouve  bien 


V  =  L 


P 


p  —  2l 
Bonnes  solutions  :  MM.  J.  Glili-old,  lycée  de  Nice  ;  P.  Sallerox;  J.-D.  Dlfaut,  à  Poitiers  ;  Amblard,  k  Ruines. 
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Mallirniaiiques. 

1824.  —  Soit  un  plan  fixe  XOY,  dont  les  axes  font  l'angle    H-  -^,    et  qui  contient  une  droite  D  ayant 

pour  équation  X  =  n. 

Soit  un  plan  mobile  X'O'Y'  dont  les  uxesfont  l'angle    — ^   ^^  <li'i  entraine 

dans  son  mouvement  la  droite  D'  ayant  pour  équation     \'  =  a. 

Le  plan  X'O'Y'  glisse  sur  le  plan  XOY  de  telle  sorte  que  les  droites  D  et  D' 
passent  respectivement  par  les  points  0'  et  0. 

Etudier  la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque     M(X'  =  x^u     Y'  =  yo) 
entraîné  dans  le  mouvement  du  plan  X'O'Y'. 

On  remarquera  que  la  figure  formée  par  les  six  droites   OX,    O'X',   OY, 
O'Y',  D,  D'    est  symétrique  par  rapport  à  la  perpendiculaire  IK  élevée  sur  le 
milieu  de  00'.   Le  symétrique  de  M  par  rapport  à  IK  est  donc  fixe. 
Soit  P  ce  point.  On  cherchera  l'équation  de  la  trajectoire  de  M  par  rapport  k  des  axes  ?x,  Pv,  parallèles  k 
OX  et  OY. 

lo  Démontrer  que  la  trajectoire  de  M  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  et  passant 
par  les  point  cycliques. 

2"  Déterminer  le.s  points  M  du  plan  X'O'Y'  dont  les  trajectoires  ont  leurs  tangentes  au  point  double  : 
a)  confondues  ;  b)  réelles  et  distinctes  ;  c)  rectangulaires. 
Démontrer  que  la  trajectoire  de  M  est  : 

une  cissoïde  oblique  lors(iue  les  tangentes  au  point  double  sont  confondues  ; 
une  stroplioïde  oblique  —  —  rectangulaires  ; 

une  podaire  de  parabole  dans  le  cas  général  (on  rappelle  que  la  podaire  est  le  lieu   des  projections  d'un 
point  sur  les  tangentes). 

3°  Etablir  les  réciproques  des  résultats  1°  et  2". 
Les  résultats  1»,  2»,  3"  devront  être  établis  par  l'analyse. 

4°  On  élève  en  0  et  0'  les  perpendiculaires  01,  O'I  aux  droites  D'  et  D.  Chercher  le  lieu  géométrique  du 
point  I  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile. 

En  déduire  par  la  géométrie  que  la  trajectoire  de  M  est  une  podaire  de  parabole. 

5"  Généralisation.  —  Iteprendre  lélude  du  déplacement  du  plan    .X'O'Y',    mais  en  remplaçant  les  droites 
D  (X  =:  a)  et  D'(X'  zr  a)     par  une  courbe  quelconque  C  et  sa  symétiique  inverse  C. 
La  courbe  C  avant  pour  équations 

X  =  /-(u).  Y  =  o(u), 

la  courbe  C  aura  pour  équations 

X' =  /"("').  V'=cp(u'). 

Lorsque    u'  =  u    le  point  (X',  Y'j  est  dit  l'homologue  du  point  (X,  Y). 
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On  peut  toujours  faire  glisser  le  plan  X'O'Y'  sur  le  plan  tixe  XOY  dételle 
sorte  que  les  courbes  C  et  C  passent  lespectivemcnf  par  les  points  0'  et  0,  et 
qu'en  outre  le  point  0'  considéré  comme  faisant  partie  de  C  ait  pour  homo- 
logue le  point  0. 

On  demande  d'établir  les  résultats  suivants  : 

a)  Soit  I  l'intersection  des  normales  en  0,0'  aux  courbes  C  et  C  ;  la  per- 
pendiculaire IK  abaissée  de  I  sur  00'  est  tangente  en  i  aux  lieux  géométri- 
ques de  ce  point  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile . 

b)  Soit  M  un  point  entraîné  dans  le  mouvement  du  plan  X'O'V  ;  la  trajec- 
toire de  M  est  la  podaire  d'une  courbe  semblable  à  la  courbe  I. 

6°  Appliquer  les  résultats  5°  au  cas  où  la  courbe  C  est  un  cercle. 

7»  Définùions  et  théorèmes  à  démontrer.  —  Strophoide  oblique  :  Soient  deux  points  N,P  et  une  droite  F  pas- 
sant par  P.  On  mène  parle  point  N  une  sécante  mobile  qui  coupe  F  au  point  A  et  l'on  porte  sur  cette  sécante  : 

AM  =  AMi  =  AP. 

La  courbe  décrite  par  les  points  M  et  Mi  est,  par  définition  une 
strophoide  oblique. 

Cisso'ide  oblique  :  Soit  une  circonférence  C,  P  un  point  de  cette 
circonférence,  E  une  tangente  quelconque.  On  mène  par  P  une  sécante 
variable  PAB  et  l'on  prend     PM  =  AB. 

La  courbe  ainsi  obtenue  est  la  cissoïdc  oblique. 

Démontrer  que  si,  dans  la  définition  de  la  cissoïde  oblique  on 
remplace  la  tangente  b]  par  ua  diamètre  quelconque  du  cercle  C,  le 
^  lieu  de  M  est  une  strophoide  oblique. 

Si  l'on  remplace  la  tangente  E  par  une  droite  quelconque,  le 
lieu  de  M  est  une  podaire  de  parabole. 

1825.  —  L'équation 
a  une  racine  voisine  de    - 


Calcul  trigonométrique. 
tgO  +  20  =  0 


soit    —  ^-  i2 


Calculer,  avec  l'approximation  que  comportent  les  tables  employées  la  valeur  en  grades  et  fraction  déci- 
male de  grades  de  l'angle  mesuré  par  l'arc  Q  du  cercle  de  rayon  un. 
L'on  emploiera  la  méthode  de  résolution  suivante  : 
L'équation  donnée  peut  s'écrire 

log  cotg  Q  =  log  - -h  log  ^1  +  —  j , 
étant  petit,  l'équation 


lOt) 


log  COtgili  =  log  - 
donne  une  valeur  approchée  Qi  de  Q. 

Une  valeur  plus  approchée  12-2  est  donnée  par 

logCOtgQ2  =  log7r-hlog(^l4--^  j- 

Enfin,  de  Q2,  l'on  peut  déduire  une  valeur  encore  plus  approchée  Q^  par  le  même  procédé. 
Si  l'on  calcule  la  valeur  /"(ûa)  de  l'expression 

log  cotg  Q3  -  log  -  (  1 -^ -^  j  > 

la  valeur  cherchée  iî  sera  obtenue  par  la  résolution  de  l'équation 

Q  —  Q3 


A«3 


=  K, 


où  la  constante  K  a  une  valeur  que  l'on  calculera  à  l'aide  des  tables. 

Epure . 

1826.   —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  une  génératrice  commune  et  coupés  par  le  plan  horizontal  suivant 
des  cercles. 


3il 
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Cadre    2o0x400  millimètres. 

S',     à     30"""    des  côtés  1  et  2. 

s;^,  =  100"" 

Données  {  siSi  =  200""' 
Sia  =  100""' 
aOi  z=    65""' 


(SiaZ*  parallèle  à  xy). 


(Oi&  perpendiculaire  à  SiOi). 
Le  premier  cône  a  pour  sommet  Si, S',  et  pour  directrice  le  cercle  de  centre 
Oi,Oi  et  de  rayon  Oift,  situé  dans  le  plan  xy. 

On  trace  le  diamètre  ^Oic  et  la  génératrice  Sjc,  Sjc'. 
Le  second   cône  est  un  cône   de  révolution  à  axe  vertical,  ayant  en  com- 
mun avec  le  premier  la  génératrice  Sic,  S^c'.  Sa  section  par  le  plan  mj  est  un 
cercle  ayant  pour  rayon    S^c  =  45°"". 

Les  génératrices  du  cône  de  révolution  sont  prolongées  dans  les  deux  sens; 
autrement  dit  il  s'agit  du  solide  formé  par  la  réunion  de  deux  cônes  de  révolu- 
tion opposes  par  leur  sommet  commun  32,82. 

On  demande  de  représenter  en  faisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  : 
1"  En  projection  horizontale,  ce  qui  reste  du  cône  Si,  limité  à  sa  partie  inférieure  par  le  plan  horizontal 
yy,  (juand  on  suppose  enlevée  la  partie  comprise  à  l'intérieur  du  double  cône  So  ; 

2'J  En  projection  verticale  le  solide  commun  au  cône  Si  et  au  double  cône  S2.  Ce  solide  commun  sera 

limité  à  sa  partie  inférieure  par  un  plan  horizontal  passant  par  le  point  d',  symétrique  de  Si  par  rapport  à  Sô. 

On  reproduira  k  l'encre  (traits  noirs  discontinus  ou  traits  continus  de  couleur)  la  construction  de  l'asymptote, 

celle  d'un  point  courant  de  l'intersection  avec  la  tangente,  ainsi  que  celles  de  tous  les  points  remarquables  avec 

les  tangentes. 

L'emploi  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit.  Cadre  à  l'encre.  Titre  :  Intersection  de    cônes. 

Physique . 


le  Etablir  la  relation 


11-2 


p\         pi  ">" 

î!i  et  «2  étant  les  indices  de  deux  milieux  séparés  par  une  surface  en  forme  de  calotte  sphérique  de  sommet  S 
et  de  rayon  r,  pi  etp2  les  distances  SPi  et  SP2  au  sommet  de  la  surface  d'un  point  Pi  de  Taxe  principal  et  de  son 
image  P2  par  réfraction  à  travers  cette  surface. 

Montrer  la  généralité  de  la  formule  en  faisant  certaines  conventions  de  signe. 

2»  En  déduire  la  formule  générale  des  lentilles  minces  formées  d'un  milieud'indice  n  séparant  deux  milieux 
d'indices  «1  et  ni. 

30  Trouver  les  relations  nécessaires  et  suffisantes  que  le  système  doit  vérilier  pour  être  achromatique.  En 
particulier  peuvent-elles  exister  si  l'un  des  milieux  est  l'atmosphère  ? 

Cliiûiie . 

1827.  —  Un  poids  P  de  bioxyde  de  manganèse  est  divisé  en  deux  parties,  p  et  P  —  p. 
On  cliaulfe /)  avec  un  excès  d'acide  chlorhydrique  jusqu'à  cessation  de  tout  dégagement  gazeux,  et  l'on  l'ait 
passer  le  gaz  obtenu  dans  une  .solution  concentrée  et  chaude  de  j)otasse.  La  solution  est  ensuite  évaporée  à  sec, 
puis  calcinée  an  ronge  vif.  Pendant  la  calcination  on  recueille  le  gaz  (lui  se  dégage;  il  occupe  le  volume  V. 

L'autre  partie  est  calcinée  au  ronge,  et  le  gaz  recueilli  occupe  également  le  volume  V  . 

{o  Qiiel  est  le  rapport  j^1 

2°  On  mélange  le  volume  2V  de  gaz  à  une  petite  quantité  d'air,  occupant  le  volume  x.  Pour  évaluera:,  on 
introduit  le  volume  total  2V  -+-  x  dans  un  eu(liouu''tre,  et  on  le  mélange  à  un  volume  double  de  bioxyde  d'azote. 
La  réaction  terminée,  on  absorbe  les  vapeurs  nitreuses  par  la  potasse,  et  l'on  constate  le  volume  résiduel  V. 
Tout  calcul  fait  on  trouve  a;  =  10  '^"'^ 

On  demande  quel  était  le  poids  initial  de  bioxyde  de  manganèse,  P  ;  et  quelle  quantité  de  bioxyde  d'azote 
aurait  été  suflisante  pour  provo(iuer  une  réaction  complète  dans  l'eudiomètre. 

On  prendra  O  =  16,  Mn  =  55.  On  admettra  (|ue  tous  les  voh mes  sont  mesurés  dans  les  conditions  nor- 
males 0"  et  760^,  et  (pie  les  molécules  gazeuses  occupent  dans  ces  conditions  22',  32.  Enlin,  on  supposera  (jue 
l'air  est  formé  simplement  par  le  mélange  de  79  volumes  d'azote  avec  21  volumes  d'oxygène. 
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Soit  une  courbe  (C)  dont   les   tangentes   sont  parallèles  aux  génératrices  d'un  cône  du   second 
ordre  S. 

Si  un  point  M  décrit  (C)  suivant  une  loi  quelconque  donnée,  l'hodo- 
graphe  relatif  à  ce  mouvement  sera  une  courbe  située  sur  le  cône  S  (l'ori- 
gine de  l'hodographe  étant  le  sommet  S). 

Or,  le  cône  S  est  capable  de  deux  séries  de  cercles  ;  soit  (y)  l'un 
d'eux. 

On  peut  supposer  le  mouvement  de  M  réglé  de  façon  que  l'hodographe 
de  ce  mouvement  soit  le  cercle  (y).  Alors,  les  courbes  (G)  sont  les  trajec- 
toires des  mouvements  qui  ont  pour  hodographe  (y). 
Déterminons  ces  trajectoires. 

Le  point  0  étant  le  centre  du  cercle  (y)  et  SV  étant  équipoUent  à  la  vitesse  du  point  M,  nous  avons 
l'équipoUence 


(SV)  =  (SO)-h(OV) 


1 


f(2.SO)  +  (2.0V)J. 


Donc  :  1°  dans  un  plan  (P)  parallèle  au  plan  du  cercle  (y),  traçons  une  courbe  quelconque  (A)   et 

supposons  qu'un  point  a  décrive  (A)  avec  la  vitesse  d'in_ 
tensité  constante  2.  OV;  2°  traçons  une  droite  quelconque 
(B)  parallèle  à  SO  et  supposons  qu'un  point  b  décrive  (B) 

avec  la  vitesse  constante  2.S0. 

La  vitesse  du  milieu  M  de  ah  est  la  demi-somme  géo- 
métrique des  vitesses  des  points  a  et  6,  elle  est  donc  équi- 
pollente  à  SV. 

En   résumé  :    Sx  deux  points   a  et  b   sonl  animés,  l'un 
d'un  mouvement  plan  et  uniforme,  l'autre  d'un   mouvement 
recliligne  et  uniforme,  le    milieu  M  de  ab  décrit  une  courbe 
(G)  dont  les  tangentes  sont   parallèles  aux  génératrices  d'un  cône  du  second  degré. 

On  peut  dire  encore  : 

Toute  courbe  (G)  est  le  lieu  du  milieu  d'une  droite  qui  se  déplace  en  s  appuyant  sur  une  courbe  plane 
(A)  et  sur  une  droite  (B)  et  qui  découpe  sur  ces  deux  lignes  des  segments  proportionnels. 
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Si  le  cône  S  est  de  révolution,  SO  est  l'axe  du  cône  et  est  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  (y). 

Par  suite,  la  droite  (B)  est  perpendiculaire  au  plan  (P).  On  sait  que  dans  ce  cas  les  courbes  (C) 
sont  des  hélices. 

Quand  la  droite  (D)  est  oblique  au  plan  (Pj  les  courbes  (G)  pourraient  doue,  par  analogie,  rece- 
voir la  dénomination  d'hélices  obliques. 

D'ailleurs,  joignons  a    à  la    trace    w    de  la  droite  (B)  et  traçons    Ma'    parallèle    à    (B)  ;    comme 

—  =  —,      a' décrit  une  courbe  (A')  homothétique  de  (A)  par  rapport  à  w  ;  donc,  la  courbe  (C)  lieu  de  M 

appartient  au  cylindre  ayant  pour  directrice  (A')  et  dont  les  i;énératrices  sont 

parallèles  à  B.  D'autre  part,  comme    a'M  =  —  lob     est  une  fonction  linéaire  du 

temps,  de  même  que  l'arc  décrit  par  a',  on  est  conduit  à  ce  nouveau  mode  de 
description  des  courbes  (C). 

Soit  un  cylindre  quelconque  et  une  section  plane  (A.'),  sur  chaque  qénéralrice 
a'M  portons  une  longueur  a'M  proportionnelle  à  l'arc  de  la  courbe  (A')  ;  le  point  .M 
décrit  une  hélice  droite    ou  oblique  suivant  que  la  section  (A'j   est  droite  ou  oblique 


La   recherche  analytique  des   courbes    (C)    n'offre  pas  de  difficulté,    et  nous  exposerons  deux 
méthodes. 

L  Soit  le  cône 


(S) 


62 


—  =  0. 

c2 


Les  cosinus  directeurs  de  la  génératrice  du  point  (.r,  y,  z)  sont  proportionnels  à  x,  y  et  z. 
Pour  qu'une  courbe,  lieu  du  point  (X,  Y,  Z),  ait  ses  tangente»  parallèles  aux  génératrices  du  cône 
(S),  il  faut  donc  que 


X 


dY 

y 


dZ 


donc,  en  vertu  de  ré(}uation  (S),  on  aura 

dX^ 


d\ 


d'/J 


=  0. 


X  Y 

Posons    —  =  X',      —  =  Y',     et  soit  s'  l'arc  de  la  courbe  lieu  du  point  (X',  Y',  0),  il  vient 

d\'^-hd\''  -  -^  =  0 


ou 

d'où  nous  tirons 
En  résumé,  si 


ds'- 


dZ' 


c2 
Z  -cs'-hk. 


=  0, 


X'  =  f\s').  Y'  =  0(5') 

sont  les  équations  d'une  courbe  quelconque  du  plan  Oxy,  s'  étant  son  arc,  les  courbes  (C)  ont  pour 
équations  paramétriques 

X  =  af{s'),  Y  =  b^{s'),  Z  =  es'  H-  A-. 

Quand     a  =  b,     le  côno  (S)  est  de  révolution  et  les  courbes  (C)  sont  des  hélices. 
IL  On  peut  encore  remarquer  que  les  courbes  (C)  sont  identiques  aux  courbes  dont  les  plans  oscu- 
lateurs  sont  parallèles  aux  plans  tangents  au  cône  (S), 


NOTE  SUR  LA  STROPIIOIDE  3i7 


Soit  donc  un  plan  parallèle  à  un  plan  lanj^ent  au  cône 

—  cos  0  H-  ^  sin  0 =  —  ct(0), 

a  0  c 

o(0)   étant  une  fonction   quelconque  donnée  ;   ce  plan  enveloppe   une   développable  dont  l'arête   de 

rebroussement  est  précisément  une  courbe  (C) . 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  courbe    (G)   seront  donc  les   solutions  du  système 

suivant  ; 

\  X  y  z 

—  cos  0  -H  -,-  sm  e =  —  »(0), 

I  rt  0  c 

I —  sin  0  H-  -^  cos  0  =  —  9Y6), 

\         a  h  ^  ^  ' 

f cos  ') f-  sin  0  =  —  (p"(0). 

a  b 


En  résolvant  ce  système,  on  obtient 

X  =  n[o"  cos  0  +  tp'  sin  e], 
y  =  b[o"  sin  6  —  9'  cos  0], 


NOTE   SUR  LA  STRUPHOÏDE 

par  M.  Louis  Sire,  à  Lyon. 


Dans  un  mémoire  sur  les  cubiques  nodales  (*),  M.  Lemoyne  a  établi  les  propriétés  suivantes  : 

Si  par  le  point  double  0  d'une  cubique  nodole  circulaire  on  mène  deux  couples  de  cordes  en  involution, 
OM,  OM',  ...,   les  cercles  OMM',  ...    ont  un  second  point  commun. 

Si  cette  involution  est  formée  de  couples  de  droites  OM,  OM',  .  . .  également  inclinées  sur  une  sécante 
quelconque  issue  du  point  double,  les  droites  isuti  opes  sont  homologues  dans  i involution  ;  le  cercle  cor- 
respondant à  ces  droites  touche  la  courbe  aux  points  cycliques;  le  point  d'intersection  des  tangentes  en  ces 
points,  qui  est  le  foyer  singulier  de  la  cubique,  est  par  suite  le  centre  de  ce  cercle. 

Appliquons  ces  considérations  à  la  stropboïde.  Soit  l'involution  des  droites  OM,  OM',  .  .  .  également 
inclinées  sur  les  tangentes  au  point  double  0;  ces  tangentes  au  point  double  sont  les  rayons  doubles 
de  l'involution  et  les  cercles  correspondants  sont  les  cercles  osculateurs  en  0  à  la  stropboïde.  D'autre 
part  les  cercles   OMM',  .  .  .    ont  leurs  centres  en  ligne  droite;  de  là  ce  tbéorème  : 

La  droite  joignant  les  centres  de  courbure  d'une  strophoide  en  son  point  double  passe  par  son  foyer 
singulier. 


ECOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSEES 
(Places  d'élèves-ingénieurs  réservées  aux  conducteurs.) 

Concours  de  / 908. 


1756.   —  l»  Former  l'équation  générale  de  troisième  degré  dont  l'équation  dérivée  admette  pour  racines 
0  et  1. 


(*)  Voir  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (1904). 
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2*  L'équation  demandée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(\)  2.r' —  3^2 -h  a  =  0, 

a  désigjiant  une  constante  arbitraire.  Indiquer,  au  moyen  du  théorème  de  Halle,  comment  varie  avec  a  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  (1). 

3°  Quelles  sont  les  racines  de  l'équation  (1)  lorsque  a  prend  les  valeurs  au  passage  desquelles  le  nombre 
des  racines  réelles  de  cette  équation  se  modifie? 

4»  Si  l'on  fait  a  =  0,7,  on  reconnaît  que  l'équation  (1)  a  une  racine  comprise  entre  0,6  et  0,7.  Cal- 
culer cette  racine  à  0,001  près  par  la  méthode  de  Newton  appliquée  une  seule  fois  en  partant  de  ces  deux 
nombres  0,6  et  0,7. 

1.  Le  premier  membre  de  l'équation  dérivée  étant     x(x  —  1),     ou    x^-  —  x,     à  un  facteur  constant 

X^  .X'2 

près,  celui  de  l'équation  proposée  sera    — —-^^^-    ou,  en  multipliant  par  6,     Sa;^  — 3x'-  +  a,      a 

désignant  une  constante. 

2.  Considérons  l'équation  f(x)  ^  2.x'^  —  3a--  +  a  =  0, 

et  appliquons-lui  le  théorème  de  Rolle.  Los  racines  de  la  dérivée  étant  0  et  1,  nous  avons  les  signes  de 

substitution  suivants 

—  ac  0  1  H-  00 


f{x)       —  a  a  —  i  + 

Si     a  <  0,     l'équation  admet  une  seule  racine  réelle  supérieure  à  1. 

Si     0  <  fl  <  1,     l'équation  admet  trois  racines  réelles. 

Si     a  >  1,     l'équation  admet  une  seule  racine  réelle  négative. 

3 

3.  Pour    a  =  0,     l'équation  admet  la  racine  double  0  et  la  racine  simple  —  ■ 

Pour    a  =  1,     l'équalion  admet  la  racine  double  1  ;  et  le  premier  membre  s'écrit 

2a;^  —  3x2  -I- 1  =  ç,.  _  ^^2(-2x  -^-  l), 

donc  elle  admet  en  outre  la  racine  simple  —  —  • 

4.  Posons  maintenant  f{x)  =  2a;^  —  3x-  -t-  0,7. 

Nous  avons  /'(0,6)  =  +0,052,  f{0,7)  =  —  0,084. 

iJonc  l'équation  admet  une  racine  comprise  entre  0,6  et  0,7.  Comme  la  fonction  /"(.r)  =  6(2x  —  \) 
est  positive  quand  x  est  compris  entre  0,6  et  0,7,  nous  appli(|uerons  la  méthode  de  Newton  à  la  limite 
0,6,  et  nous  prendrons  pour  nouvelle  valeur  approchée 

Or,  nous  avons    f'(x)  =  6{x^~x),     /"'(O,!))  =  —  1,44;     donc 

/(Q>6)         0,052 

-7m^Tû-  =  ^^^'''- 

Nous  obtenons  ainsi  la  valeur  approchée  par  défaut  0,6361.  Si  on  substitue  0,637,  on  obtient 

f{0,b'i7)  =  —  0.000357294  ; 

on  en  conclut  que  la  racine  est  inférieure  à  0,637.  Elle  est  donc  comprise  entre  0,636  et  0,637;  sa 

1 
valeur  à  - — -— près  est  0,636.  ,  ...  ^.v,,r.™,«.^   ,      .     .    ,. 

1 000  ^  '  André  COURTOIS,  lycée  de  Douai. 

Honnes  solutions  par  MM.  Jean  |{ing  ;  \\.  Bouvaist  ;  Foucuv  :  M.  .lAroiiEMhiroN,  lycée  de  Douai  :  C.  Jacquet;  G.  Lach  ;  M. 
Mazkt,  à  Sélif  ;  lietiry  Niox  ('iiateai'  ;  Naboulbt,  à  l.ibourne  ;  Hkdouii.i.at,  à  Viilersexel  ;  E.  Rèmk,  à  Alger;  A.  Koussbai,  à  Lan- 
(Irecics  ;  P.  Sali,i;iio.n,  h  Alhi  ;  .lean  Soudbt,  A  Versailles;  H.  Janois. 
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1757.  —  Calculer  l'expression  de  la  dérivée  n*™^  de     y  =  cos^x. 

Soit     y  =  cos^x;     on  peut  écrire 

cos'2x-+- 1 
?/  = ^ ' 

y'  =  —  sin  2x  =  cos  (  2x  h-  —  u 

y"  =  -2  sin  (  2x  +  |-  )  =2  cos  (  2x  -^  2  -^V 

y'"  =  _  2-2  j,ip  /^a-  -H  2  ^^  =22  cos  ('^x  +  3  ^y    .  . . 

On  est  conduit  à  penser  que  l'on  a 

(1)  î/'"'  =  2"-»  cos  (2x-f- n^y 

La  loi  est  vraie  pour     n  =  1,  2,  3.     Supposons-la  vraie  pour  ?/'"'  et  démontrons  qu'elle  subsiste 
pour  ?/'"+". 

En  difTérentiant  la  relation  (1),  on  a 


yin+v  ^  _  2n  j-in  /  -2x  -h  n  —  )  =2"  cos 


2x-t-(n  +  1)  —  L 
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ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  a  donc  j/""  =  2"~'  cos  I  2a;  h-  n  —  j  ■ 

Si     n  =  4A,     1/""  =  2"~' cos  2x' ;     pour     n  =  Ak-^i,     ?/'"'  =  — 2"'"'sin2a7;      pour    n  =  Ak-h'2, 

î/'"'  =  —  2"-'  cos  2j-  ;     pour     n  =  4/tH-3,     ?/""  =  2"-*  sin  2x. 

NABOULET,  à  Libourne. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Bing  ;  Bouvaist  ;  Darmon  ;  Jacquet  ;  Lach  ;  Manen  ;  Rousseau  ;  Salliikon  ;  Soudkt  ;  L.  Sike. 


1758.  —  Trouver  par  l'analyse  la  courbe  plane  telle  que  si  Von  considère  le  quadrilalère  MTON  ayatit 
pour  côlés  la  tangente  MT,  ta  normale  MN,  l'axe  polaire  ONa;  et  la  perpendiculaire 
OT  à  cet  axe,  les  diagonales  de  ce  quadrilatère  soient  perpendiculaires  l'une  sur 
l'autre. 


La  tangente  au  point  M  (x,  y)  a  pour  équation 

X-y  =  y\\-x); 

elle  rencontre  Oy  au  point  T  qui  a  pour  ordonnée     y  —  xxj . 
De  mémo,  la  normale  au  même  point,  ayant  pour  équation 

Y-y  =  --V  (X-a-), 
V 
rencontre  Or  au  point  N  qui  a  pour  abscisse     x-\-yy'. 

Xii' y  1/ 

Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  NT  est  donc  -^ —',    celui  de  OM  est —•    On  doit  donc  avoir 

X  ->r  yy  X 

(^y'-y)y    ^_^  ^^  x'-q^-^-Ixyy'  =  o. 

(,r  +  yy>  -^ 

On  en  tire 

dy  y'^  —  X- 

dx  2xy 
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C'est  une  équation  homogène.  Posons     y  =  tx,      -—    =  t-hx— — ;    l'équation  devient 

a.r  dx 


t 


dt    _ 
dx 


t^  —  i 


ou 


dx 

X 


2tdt 


L'intégration  est  immédiate  et  donne 

Lx  =  _L(i--^l)-+-LC, 

°"  .x(/2-+-i)  =  c; 

V 
et,  en  remplaçant  /  par  -^, 

X 

x^  -+-  ]f  —  Cx  =  0. 
Les  courbes  intégrales  sont  des  cercles  tangents  à  l'origine  à  Oy. 


NÉVEJANS,  lycée  de  Douai. 


Deuxième  solution.  —  Les  points  0  et  M  sont  situés  sur  le  cercle  qui  a  pour  diamètre  TN,    et   comme 
^  OM  est  perpendiculaire  à  TN,  les  points  0  et  M  sont  symétriques  par  rapport 

à  TN.  On  a  donc     ON  =  NM,     OT  =  T.VI.     et     w  =  V -. 

2 

On  en  déduit 

tgOJ  = 

on 


1 

"tgv- 


do 


tg  0)f/0J. 


OU 


En  intégrant,  on  obtient 

Lp  =  Lrosio  -i-LC, 

'  p  =  C  oos  w, 
équation  (jui  représente  tous  les  cercles  tangents  k  O.y  an  point  0. 

Henry  NFOX-CHATEAU,  lycée  de  Limoges. 

Bonnes  solutions  par  MM.  Jean  Bing,  h  Paris;  Boi  i.k.ano,  à  Nantes  ;  \\.  B.  ;  G.  CorLA.NGE,  école  des. \ngiais  ;  .\aJrt';  Coir- 
TOis,  à  Douai  ;  Daumom  ;  Forcuv,  à  Reims  :  C.  .Iacqukt;  Gaston  Labahie,  a  Toulouse  :  G.  Lacii,  à  Denaiu  ;  R.  Mknen.  à  ,\lln  : 
Naboulet,  à  Libouriie  ;  Kkbouillat,  à  Villersexel  ;  Edmond  Ukme,  à  Alger  ;  A.  Rousse.m,  à  Lan  Irecies  ;  Salleiio.n,  à  Albi  ;  Jean 
SouDBT,  à  Versailles  ;  Joseph  VÉnoriî,  école  des  Anglais,  à  Lyon  ;  L.  Montaut  ;  L.  Sire. 
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1741.  —  Une  ellipse  E  a  son  centre  en  u»  point  donné  0  et  est  tangente  a  un  plan  donnr  P,  la  distance 
du  point  0  au  plan  P  étant  égale  à  la  moitié  OB  du  petit  axe  BIV.  On  la  fait  rouler  sans  glisser  sur  le 
plan  ï*,  le  centre  restant  en  0.  Quel  est  le  lieu  du  point  de  contact  de  l'ellipse  avec  le  plan  ? 

/^'ellipse  étant  dans  sa  position  initiale,  07i  considère  les  ellipsoïdes,  en  nombre  simplement  infini,  qui 
ont  deux  sommets  opposés  en  B  et  B',  qui  passent  par  l'ellipse  E  el  qui  sont  tangents  au  plan  P.  Les  ellip- 
soïdes se  raccordent  le  long  de  l'ellipse  E;  si  on  les  suppose  entraînés  par  cette  ellipse,  ils  roulent  sur  le 
plan  P. 

Conformément  i\  une  note  qui  a  paru  dans  la  /levup,  nous  entendrons  Ténonoé  comme  il  suit  :  En 
disant  que  la  courbe  roule  sur  le  plan  P,  ou  vent  dire  (pielle  reste  tangente  à  la  trajectoire  du  point  de 
contact,  qu'elle  roule  sur  cette  trajectoire  ;  il  n'y  a  pas  dérapage.  Le  fait  (jne  la  courbe  roule  sans  glisser 
est  alors  une  propriété  de  la  figure  dont  il  faut  établir  roxactilude. 

1"  Prenons  comme  position  initiale  de  l'ellipse  celle  pour  laquelle  le  point  de  contact  avec  le  plan  P 
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est  un  sommet  A  situé  sur  le  grand  axe.  Désignons  par  r  et  0  les  coordonnées  polaires  d'un  point  du 
plan  de  l'ellipse,  par  V  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente  à  une  courbe  décrite  par  ce  point, 
0  é(ant  le  pôle,  OA  étant  Taxe  polaire;  désignons  de  même  par  i^  et  0,  les  coordonnées  polaires  d'un 
point  du  plan  P,  par  V,  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  la  tangente  à  une  courbe  décrite  par  ce  point,  le 
pôle  étant  le  pied  Oi  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  le  plan  P,  OiA  étant  l'axe  polaire. 

Soient  M  un  point  de  la  courbe  r  tracée  dans  le  plan  P  sur  laquelle  roule  l'ellipse  E,  MT  la  tangente 
en  ce  point.  La  condition  de  contact  s'obtient  en  écrivant  que  les  projections  sur  MT  des  rayons 
vecteurs  OM  et  OiM  sont  égales,  ce  qui  donne 

r  cos  V  =  7-,  cos  V,. 

Soient  s  l'arc  décrit  par  le  point  M  sur  l'ellipse  E,  s,  l'arc  décrit  par  le  point  M  sur  la  courbe  r.  On  a 


La  condition  de  contact  devient 


Mais  on  a  constamment 


cos  V  =  -j— ,  cos  Vi  =  — - 

as  dsi 


rdr         ridri 


ds  dsi 


r2  =  r?  +  62 
et  par  suite  ^^^.  ^  ^^^^.^ 

La  condition  de  contact  s'écrit  alors 

ds  =  dsi, 
ce  qui  exprime  que  le  roulement  a  lieu  sans  glissement. 

Introduisons  l'anomalie  excentrique  œ   du  point  M  de  l'ellipse.  Si  a?  et  y  sont  les  coordonnées  de 
M  dans  le  système  rectiligne  adjoint  au  système  polaire,  dans  le  plan  de  l'ellipse,  on  a 

X  =  a  cos  t»,  y  —  f>  sin  o, 

et  par  suite 

)'l    =    r^  h-   =    («2   C0S2  0  +  ^2  gj,-,2  cp)  _.    l,i    _    (.2   çQg2  Ç5^ 

d'où 

(1)  vi  =  c  cos  (f. 
On  a  en  outre 

ds^  =  dx-  -h  dy"^  =  (a-  sin-  cp  -+-  ly^  cos^  i)d'f. 
La  condition  de  contact  s'écrit  alors 

(a^  sin^  cp  H-  b^  cos'  cp)rf{p'  =  dr}  -+■  r'idd'i, 
c'est-à-dire,  puisque     rfr,  =  — c  sin  cprfcp, 

(«2  sin2  cp  -h  ^2  (,Qg2  (p)(/cp2  =  c2  sin2  cprf'-p2  4-  c-  cos'  «ft/Or, 
c'est-à-dire  encore 

b^-d^^  =  c2  C0S2  cprfOf, 
d'où,  avec  une  orientation  convenable  du  plan  P, 

b        d 

rfOi    = rfcp, 

c       cos  cp 

et,  par  suite,  en  intégrant  et  remarquant  que  Oi  est  nul  quand  cp  est  nul, 

b  /   Tl  CP 

(2)  e,  =  _Ltg(--i-^ 
Les  équations  paramétriques  (1)  et  (2)  déterminent  la  courbe    r.    Pour  avoir  l'équation  polaire  de 


/  it  cp  \ 

cette  courbe,  tirons    tg  (  —  -h  —  )     de  l'équation  (2), 


/   Tt  cp 


tg  (  —  -+- 1^  )  =  e  *  , 
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et  portons  dans  l'équation  (1)  miso  sous  la  forme 


c  sin(  -^-h  o 


\  -kt'^- 


(t 


nous  obtenons 


2ce   *  2c 


1  +  e  ^'^        e    '>   -h  e       f>        ch    '^ 

La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  OA  et  la  moitié  de  la  courbe  obtenue  en  faisant  varier  0, 
de  Oà  H- 00  est  formée  d'une  spirale  partant  du  point  A,  s'enroulant  dans  le  sens  positif  autour  du 
point  Oi  qu'elle  admet  comme  point  asymptote. 

Remarquons  que  la  longueur  de  l'arc  infini  qui  constitue  cette  moitié  de  la  courbe  r  est  égale  au 
quart  de  la  longueur  de  l'ellipse. 

2.  Un  ellipsoïde  S  qui  a  deux  sommets  opposés  en  B  et  B',  qui  passe  par  l'ellipse  E  et  qui  est 
tangent  au  plan  P  admet  le  plan  UOjA  comme  plan  principal,  et  par  rapport  à  l'ellipse  d'intersection  de 
S  par  le  plan  OOiA  le  diamètre  A'OA  admet  un  diamètre  C'OG  conjugué,  qui  est  parallèle  au  plan  P, 
En  faisant  varier  la  longueur  C'G,  on  obtient  tous  les  ellipsoïdes  S. 

Si  l'on  considère  le  cylindre  circonscrit  à  un  ellipsoïde  S  parallèlement  à  OiA,  la  courbe  de  con- 
tact, qui  est  plane,  passe  par  les  points  B,  B'  et  A  ;  c'est  donc  l'ellipse  E.  Les  ellipsoïdes  S  se  raccor- 
dent le  long  de  cette  ellipse.  D'autre  part,  la  section  droite  de  ce  cylindre  par  le  plan  BOiB'  est  une 
ellipse  qui  admet  pour  demi-axes  OB  et  OOi  ;  mais  par  hypothèse,  OOi  =  OB;  la  section  droite  du 
cylindre  est  un  cercle  et  le  cylindre  est  de  révolution.  Par  suite,  la  distance  de  0  au  plan  tangent  à 
l'ellipsoïde  S  en  un  point  quelconque  de  l'ellipse  E  est  constante  et  égale  à  b. 

Cela  posé,  supposons  que  l'ellipse  E  roule  sur  le  plan  P  à  partir  de  la  position  initiale  choisie.  Si 
M  est  le  point  de  contact  de  l'ellipse  É  avec  le  plan  P,  le  plan  tangent  en  M  à  l'ellipsoïde  S  est  tel  que 
la  distance  du  point  0  à  ce  plan  soit  égale  à  la  distance  du  point  0  au  plan  P.  Il  ne  peut  donc  que 
coïncider  avec  le  plan  P  ou  avec  le  symétrique  du  plan  P  par  rapport  au  plan  passant  par  0  et  par  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  l'.  Mais  pour  la  position  initiale  A  du  point  M,  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde 
coïncide  avec  le  plan  P.  Dans  le  mouvement  continu  de  l'ellipse,  le  plan  tangent  en  M  à  l'ellipsoïde  ne 
cesse  pas  de  coïncider  avec  le  plan  P.  L'ellipsoïde  S  roule  bien  sur  le  plan  P. 

Bonnes  solutions:  MM.  .T.  l).  Dufaut,  à  Poitiers;  Amblaud. 


1748.  —  1°  Construire  la  courbe  (S),     p  = »    et  déterminer  en  particulier  la  position    de    cette 

'  tli  ">  ^  ' 

courbe  par  rapport  à  son  asymptote. 

2°  On  mène  la  symétrique  de  MO  par  rapport  à  la  tangente  en  Ma  (S);  celte  droite  rencontre  la  per- 
pendiculaire à  CM  au  point  0  en  un  point  P.  Trouver  le  lieu  de  ce  point. 

3°  On  fait  tourner  (S)  autour  de  0.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  ainsi  obtenues. 
Construire  une  de  ces  courbes  (T). 

4"  On  considère  le  cercle  (P)  de  centre  G  et  de  rayon  a.  Tro-wer  le  lieu  des  centres  des  cercles  (G)  ortho- 
gonaux à  (V)  et  tels  que  le  diamètre  passant  par  0  ait  une  extrémité  sur  la  courbe  ('ï)  précédemment  con- 
struite. 

/donner  une  construction  géométrique  des  points  de  contact  ducercle  (G)  avec  son  enveloppe. 
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!•>  Pour  construire  la  courbe 


th 


il  faut  évidemment  faire  varier 


de  —00  à  +CO.  Mais  le  changement  de  w  en  —  oj  change  p 
en  —  p  ;  par  conséquent,  la  courbe  se  compose  de  deux  parties  symétriques  par  rapport  à  Oy  :  l'une, 
obtenue  en  faisant  varier  w  de  0  à  -+- oo  ;  et  l'autre,  qui  correspond  aux  valeurs  négatives  de  w.  Il 
suffit  de  construire  la  première,  et  nous  nous  bornerons  à  faire  varier  to   de  0  à     -+-00. 

Pour  (0  =  -f-  £,  p  est  égal  à  H-  x  ;  quand  oj  croît,  th  a, 
croît  et  p  décroît  ;  pour  les  grandes  valeurs  de  w,  th  oj  est  voisin 
de  1,  p  est  supérieur  à  a  et  tend  vers  a  ;  par  conséquent,  la  courbe 
■  se  compose  d'une  infinité  de  spires  dont  les  rayons  vecteurs  sont 
rapidement  voisins  de  a  et  diminuent  lentement  en  tendant  vers  a; 
la  courbe  est  asymptote  au  cercle     p  =  a. 

Nous  aurons  l'asymptote,  en  cherchant  la  limite  de  la  fonction 

sin  M 


8  =  p  sin  M  =  a  ch 


sh 


quand    w  tend  vers  0. 

Or  les  deux  infiniment  petits  sinw  et  sh  m  sont  tous  deux  équi- 
valents à  (.)  ;  donc  la  fonction  0  a  pour  limite  d  =  a.  Nous 
aurons  donc  l'asymptote  en  portant  sur  Oy  une  longueur  égale  k  a  et  en  menant  par  le  point  A,  ainsi 
obtenu,  une  parallèle  à  Ox  ;   c'est  la  tangente  au  cercle     p  =  a,     au  point  le  plus  haut. 

La  position  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  est  donnée   par  le   signe  de     0 — d,     pour  les 
valeurs  positives  et  infiniment  petites  de    to.   Mais 

8  —  d  —  a  ch 


sm  w 

sh  (0 


et,  comme   shoj  est  posititainsi  que  a,  il  suffira  de  reconnaître  le  signe  de     u  =  ch  «o  sin  m 
pour  y  parvenir  aisément,  nous  développerons  cette  expression  en  série,  et  nous  aurons 

u  =     1+-—^. 


^h 


6  /       \  6 

la  fonction  u  a  pour  partie  principale      -^5     cette  quantité  est  positive,  donc  0  est  plus  grand  que  d 

et  la  courbe  est,  par  rapport  à  l'asymptote,  du  côté  des  y  positifs. 

2°  Soit  (D)  la  symétrique  de  MO  par  rapport  à  la  tangente  MT  au  point  M.  Celte  droite  sera 
déterminée  entièrement  par  l'angle  V,  qu'elle  forme  avec  le  rayon  vecteur. 
Or,  il  est  visible  sur  la  figure  que  cet  angle  est  égal  à  "IS,  en  appelant  V 
l'angle  de  la  tangente  avec  le  rayon  vecteur;  d'autre  part,  le  p  du  point  P  où 

cette  droite  rencontre   l'axe      '"+-3-     est  égal  à     — p  tgV'i,     c'est-à-dire  à 

2pti?  V 


p  tg  2V,     ou  enfin  à 


\ 


tgV  =  -L-  =  _sh 

P 


tg^V 
ch 


Nous  savons  d'ailleurs  que 


par  conséquent,  en  remplaçant  encore  dans  l'expression  précédente  le  p  de  la  courbe  (S)  par 
nous  aurons  Téquation 

2«  ch  -M 

p  =   , 

I  —  sh  -0)  ch  ^w 


th  (.) 
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dans  laquelle  o  désigne  le  rayon  vecteur  du  point  P  et  w  l'angle  polaire  du  point  M;  nous  obtiendrons 
donc  l'équation  en  coordonnées  polaires  du  lieu  de  P  en  y  remplaçant  o^  par  oj  —  -1,  et  nous  avons 
ainsi  définitivement 


2a  ch^  I  (•>  -  Y 


3°    Supposons   la  courbe   (S)   invariablement  liée  à  Taxe  polaire  Ox,  et  fai?ons  tourner  le  système 
d'un  angle  quelconque  a  autour  du  point  0;  l'axe  polaire  vient  occuper  la  position  Oo;,  et  la  nouvelle 

éauation  de  la  courbe  (S)  est    Oj  = — ',     mais  les  coordonnées  dans  l'ancien  système  sont  reliées 

^  ^  '  '  th  toi 

aux  précédentes  par  les  formules 

p  =  p,,  w  =  a  -v-  0),. 

L'équation  de  la  courbe  (S)  après  la  rotation  a  est  donc 

a 


th  (10  —  a) 

Les  nouvelles  courbes  forment  un  faisceau,  un  système  à  un  paramétre. 

Pour  obtenir  leurs  trajectoires  orthogonales,  il  suffit  d'exprimer  qu'en  un  point  commun  à  la  courbe 

(S)  et  à  l'une  des  trajectoires  (T),   l'angle   V,  de  la  seconde  courbe  est  égal   à     V -h  -^;     on  a  donc  : 

tg  V,    =  —  cotg  V,     c'est-à-dire        -^  = —^     et,  par  suite,     p[  =  —  -^,     puisque      =,  =  p. 

^  pi  P  P 

La  dérivée  de  la  fonction  pi  qui  définit  la  courbe  (T)est  donc  fournie^  en  fonction  de  w,  par  l'équation 

p'i  = ^  =  a  ch^  (w  —  a). 

P 

Il  n'y  a  plus  qu'à  supprimer  l'indice  de  la  fonction  p  et  à  éliminer    a»  —  a     entre  cette  équation  et 

l'équation     p=  — — -i     pour  obtenir  l'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales. 

th  ((0  —  a) 

Nous  avons  successivement 

p  ch  (o)  —  a)  .  ch  (w  —  a)  sh  ((o  —  a)  1  ,  o' 

—  =  —r—, T'      PiJJS      =  ^ =    ,  et  enfin    o  =  (i  -^ r  • 

a  sh  ((.)  —  a)  p  a  ^p^  —  a^  •  p^  —  a^ 

Dans  cette  équation  différentielle,  les  variables  se  séparent  immédiatement: 

do  =  aoLM. 

L'intégration  est  alors  facile  et  nous  fournit  le  système  de  courbes 

p  H =  a  (w  —  a)o). 

P 

Toutes  ces  courbes  sont  égales;  elles  dérivent  de  l'une  d'elles  par  une  rotation  arbitraire  too   autour 
du  point  0.  Nous  construirons  celle  qui  correspond  à     lo,,  =  0,     c'est-à-dire  celle   qm  a  pour    équation 

p  -I =  aw . 

P 

La  construction  de  cette  courbe  est  facilitée  par  les  remarques  suivantes:  sur  chaque  axe  w  qui 
])asse  au  pôle,  il  y  a  deux  points  M'  et  M"  de  la  courbe,  dont  les  p  sont  racines  de  l'équation  du  second 
degré  précédente  et  vérifient  les  relations 
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La  première  montre  que  la  courbe  est  anallagmatiqiie  par  rapport  au  point  0,  que  les  deux  points 
M'  et  M"  sont  toujours  conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  de  rencontre  de  Taxe  o)  avec  le 
cercle     p  =  a. 

La  deuxième  montre  que  le  lieu  des  milieux  des  cordes  M'M"  est  la  spirale  d'Archimède     o  =  —  . 

2 
Au  surplus,  nous  voyons  que  le  changement  de  w  en   —  w   change  p  en    —  p,   ce  qui  montre  que 

la  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Oj/,  et  qu'il 
suffit,  comme  an  début,  de  faire  varier  o;  de  0  à  -h  ce. 
Mais  l'équation  du  second  degré  en  p  n'a  ses  racines 
réelles  que  si  aj2  — 4>0;  par  conséquent  p  n'existe 
qu'à  partir  de  la  valeur    œ  =  2,     et  à  ce  moment, 

?'  =  p"  =  a, 
les  deux  points  M'  et  M"  sont  confondus  sur  le  rayon 
vecteur    w  =  2,     au  point  de  rencontre  avec  le  cercle  ; 
-se  la  courbe,  au  départ,  est  donc  tangente  à  ce  rayon  vec- 
teur. Ensuite,  le  point  M',  fourni  par  l'équation 
,        ato  —  a/o)*  —  4 


pénètre  à  l'intérieur  du  cercle;  le  point  M",  qui  corres- 
pond à  l'équation 

,1        aixi -{- a\J  iji^  —  4 


passe  à  l'extérieur,  et  le  milieu  I  de  ces  deux  points  décrit  la  spirale  d'Archimède    p  =  — ^  ;     le  point  I 

M 

s'éloigne  donc  du  pùle,  et  le  point  M'  s'en  rapproche  continuellement  et  indéfiniment,  pendant  que  le 
point  M"  s'éloigne  de  plus  en  plus  et  jusqu'à  l'infini;  alors  le  point  M'  décrit  une  infinité  despires  de 
plus  en  plus  petites  et  asymptotiques  au  point  0,  et  le  point  M"  une  infinité  de  spires  dont  l'éloigne- 
ment  grandit  sans  cesse,  jusqu'à  l'infini. 

4"  Envisageons  maintenant  le  cercle  (G)  décrit  sur  M'M"  comme  diamètre  ;  ce  cercle  est  orthogonal 
au  cercle  (r)  (p  =  a)  ;  c'est  donc  le  cercle  variable  indiqué  dans  la  quatrième  partie  ;  par  conséquent 
le  lieu  de  son  centre  est  le  lieu  du  point  I,  c'est  la  spirale     p  =  — -• 

Soient  I  et  I'  deux  points  infiniment  voisins  de  cette  spirale.  Les  cercles  (G)  et  (G')  correspon- 
dants ont  même  puissance  a^  par  rapport  au  point  0,  leur  sécante  commune  passe  en  ce  point  et  est 
perpendiculaire  à  la  tangente  U'  à  la  spirale  au  point  L  De  là  découle  sans  peine  la  construction  géo- 
métrique des  points  caractéristiques  du  cercle  (G). 

On  trouverait  d'ailleurs  sans  aucune  difficulté  l'équation  de  leur  lieu,  c'est-à-dire  l'enveloppe  des 
cercles  (G),  et  cette  courbe  est  aussi  anallagmatique  par  rapport  au  point  0,  avec  une  puissance 
d'inversion  égale  à  a^. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  {Fin.) 


7075.  —  Une  courbe  en  coordonnées  polaires  est  définie  par  les  relations  p  =  f(s),  w=  cp(s),  s  désignant  l'abscisse 
curviligne  du  point  correspondant  de  la  courbe.  Montrer  qu'il  existe  une  relation  entre  /(s)  et  ?(s).  On  mène  la  tangente 
MT  dans  le  sens  positif  des  arcs  ;  déterminer  le  cosinus  et  le  sinus  de  l'angle  que  fait  la  demi-droite  définie  par  l'angle  polaire 
tu  a-vec  la  demi-droite  MT. 
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7076.  —  Déterminer  les  poiats  de  contact  des  tangentes  issues  de  l'origine  à  la  chaînette    y  =  chr. 

2 
7077    —  Rectifier  la  courbe    y-  =  -^x^.     Développante. 

7078.  —  D'un  point  M  d'une  parabole  de  sommet  0  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  la  tangente  au  sommet.  Calculer 
l'aire  OMP. 

7079.  —  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  {x-  -h  y-)-  —  }Jx-  —  y^i  =  0. 

7080.  —  Construire  la  courbe    x  =:  a  cos  3t,    y^  n  cos  2(    et  déterminer  l'aire  de  la  boucle. 

7081.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  son  rayon  de  courbure  soit  coupé  en  son  milieu  par  une  droite  fixe. 

7082.  —  Un  considère  une  courbe  C  rapporti^e  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy.  D'un  point  M  de  la  courbe  on 
abaisse  MP  perpendiculaire  sur  Ox,  et  on  joint  le  point  P  au  point  A  où  la  tangente  eri  M  rencontre  Qy .  Déterminer  la 
courbe  de  telle  manière  que  P-\  soit  perpendiculaire  à  CM. 

7083.  —  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  sous-tangente  est:  1°  constante:  2»  proportionnelle  à  l'abscisse. 

7084.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  bissectrice  de  l'angle  que  fait  la  tangente  avec  Oj:  rencontre  Oy  en  un  point 
fixe. 

7085.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Qx,  Oy.  D'un  point  M  d'une  courbe  C  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur 
Or  et  du  point  P  on  abaisse  PT  perpendiculaire  sur  la  tangente  au  point  M.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  le  point  T 
décrive  une  développante  de  la  courbe  C. 

7086.  —  La  normale  et  la  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontrent  les  axes  Oy  et  Ox  aux  points  N  et  T. 
Déterminer  la  courbe  de  façon  que  l'on  ait  ou  bien    ON.Ui  =  a-,    ou  bien    CM   =  t.ON.OT. 

7087.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  soit  moyenne  proportionnelle  entre  l'or- 
donnée y  et  la  portion  de  Taxe  des  x  comprise  entre  la  normale  et  la  tangente. 

7088.  —  On  considère  une  courbe  rencontrant  Ox  au  point  A.  En  un  point  quel- 
conque M  de  cette  courbe  on  mène  la  normale  qui  rencontre  en  N  la  perpendiculaire  à  OM 
menée  par  le  point  0.  Déterminer  la  courbe  de  façon  que  faire  0.\mS'  soit  proportionnelle 
à  l'angle  ACM. 

7089.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  et  la  normale  divisent  harmonique- 
ment  un  segment  fixe. 

7090.  —  Du  point  0  on  abaisse  OP  perpendiculaire  sur  la  normale  à  une  courbe. 
Déterminer  la  courbe  de  façon  que    OP  cos^  POx    soit  constant,  Ox  étant  une  droite  fixe 

passant  par  le  point  0. 

7091.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  se  projette  sur  Oy  au  point  de  rencontre 
de  cet  axe  et  de  la  tangente  en  M. 

7092.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  projection  sur  Ox  du  centre  de  courbure  en  un  point  M  se  trouve  sur  la 
tangente  en  ce  point. 

7093    —  Trouver  une  courbe  telle  que  l'on  ait    ■ —  =  k,      N  et  T  étant  les  points  de  rencontre  de  la  normale  et  de 

01 
la  tangente  en  un  point  quelconque  avec  Ox,  et  fc  une  constante. 

7094.  —  Etant  donné  un  cercle,  déterminer  une  courbe  telle  que  le  centre  de  courbure  en  un  point  M  soit  s-itué  sur 
In  polaire  du  point  M  par  rapport  au  cercle. 

7095.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  normale  limitée  à  0.t  soit  proportionnelle  à  la  distance  du  point  0  à  la 
tangente. 

7096.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  en  chaque  point  soit  proportionnel  à  la  distance  de 
l'origine  à  la  tangente.  On  considérera  la  courbe  comme  enveloppe  de  la  droite  x  cos  a -r- i/ sin  a — p  =  0,  p  étant  une 
fonction  inconnue  de  a. 

7097.  —  Trouver  une  courbe  telle  qu'un  point  quelconque  de  la  courbe  et  le  centre  de  courbure  en  ce  point  soient 
conjugués  par  rapport  à  un  cercle  donné.  La  courbe  obtenue  est-elle  unicursale'? 

7098.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  la  tangente  et  la  normale  en  chaque  point  rencontrent  Ox  en  deux  points  symé- 
triques par  rapport  au  point  0. 

7099.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d  une  courbe  rencontrent  Ox-  aux  points  T  et  \.  Déterminer  la 
courbe  de  façon  que  le  centre  de  gravité  du  triangle  MNT  se  déplace  sur  une  droite  donnée. 

7iOO.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  rayon  de  courbure  en  un  point  quelconque  soit  inversement  proportionnel  à 
l'ordonnée  de  ce  point. 

OM 
7101.  —  Trouver  une  courbe  telle  ((ue  l'on  ait  en  chaque  point  M      — —  =  k,    MN  désignant  la   longueur  de  la   nor- 

maie  limitée  à  Ox. 

7102.—  La  tangente  en  un  point  M  d'une  courbe  re  ncontre  Ox  au  point  T  et  Oy  au  point  T'.  Déterminer   la    courbe  de 

TM 

façon  que  1  on  ait  -^^   =  k.     Examiner  ce  qui  se  passe  si  on  change  Ar  en    —  k. 

TM 
7103.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  un  point  aux  coniques    o  == —  .     quand  p  Tarie. 
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7104.  —  On  considère  l'équation  \x^ -^- 2Bxy -*- Cy^ -f- iUx  ^  2Ey  ^  F  =:  0  qui  représente  une  ellipse  réelle.  Con- 
dition pour  que  le  point  (To.  yu)  soit  à  l'intérieur  de  cette  ellipse. 

7105.  —  Trouver  l'enveloppe  d'une  corde  d'une  conique  dont  la  projection  ortliogonale  sur  son  diamètre  conjugué  est 
constante. 

7106.  —  Par  un  point  M  d'une  parabole  on  mène  deu\  droites  symétriques  par  rapport  à  la  normale  en  ce  point.  Elles 
coupent  la  parabole  en  deux  points  P  et  Q.  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  PQ. 

7107.  —  Soient  OM  et  OM'  deuxdemi-diainetres  conjugués  d'une  ellipse  ;  trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  U.M.M'. 

7108.  —  Trouver  le  rapport  anliarmoni(iue  des  quatre  sommets  d'une  ellipse. 

t-  -t-  l~  l  1^-^-2 

7109.  —Déterminer  le  centre  de  l'hyperbole  définie  parles  équations  paramétriques    x  = »    y  =    • 

t   -h  i  t  -h  \ 

7110.  —  Equation  générale  des  coniques  homofocales  d'une  conique  donnée. 

7111.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  parabole  y^  —  2px  =  0  deux  normales  également  inclinées  sur  la 
bissectrice  des  axes  de  coordonnées. 

7112.  —  Trouver  l'axe,  le  sommet  et  le  paramètre  de  la  parabole    9x^  —  l2xy  -hiy*-i-2x  =  0. 

7113.  —  Trouver  les  axes  de  la  conique    2(3j;  -f-  iy)-  -+-  3(4x—  3»/)*  —  12  =  0. 

7114.  —  Trouver  les  foyers  de  la  courbe    \x—  a){y  —  b)  =-  k. 

7115.  —  Lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  une  ellipse  qui  tourne  autour  de  son  foyer. 

7116.  —  Enveloppe  des  cordes  d'une  parabole  qui  sont  vues  du  sommet  sous  un  angle  de  45°. 

7117.  —  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  qui  rencontre  les  côtés  d'un  triangle  en  trois  points  tels  que  l'un  d'eux  soit 
le  milieu  des  deux  autres. 

7118.  —  Former  l'équation  réduite  de  la  conique    x^  —2xy  —y'--hx-^y^  0. 

7119.  —  D'un  point  P  on  mène  les  tangentes  PA  et  PB  à  la  parabole  //-  —  2px  =  0.  Les  normales  en  .\  et  B  se  cou- 
pent en  un  point  Q.  Calculer  les  coordonnées  du  point   Q  en  fonction  de  celles  du  point  P. 

x^        y~ 

7120.  —   Déterminer  les  coordonnées  des  points   du   plan  d'une   ellipse 1 1  :=  0     tels  que  les  tangentes 

a^         b^ 

issues  de  ces  points  à  l'ellipse  aient  pour  coefficients  angulaires  m'  et  m" .  En  déduire  les  foyers. 

7121.  —  Trouver  l'enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les  cordes  d'une  parabole  perpendiculaires  à  l'axe. 

7122.  —  Lieu  des  pieds  des  normales  issues  d'un  l'oint  aux  coniques  du  faisceau    x^  —  y^  —  ilxy  —  a-  ^  0. 

7123.  — D'un  point  M  d'une  parabole  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  l'axe  et  .MQ  perpendiculaire  sur  la  tangente 
au  sommet.  Trouver  l'enveloppe  de  PQ  ;  déterminer  le  point  limite. 

7124.  —  On  considère  un  cercle  variable  bitangent  à  une  ellipse,  la  corde  des  contacts  étant  parallèle  au  petit  axe. 
Trouver  le  lieu  des  extrémités  du  diamètre  parallèle  au  petit  axe. 

7125.  —  Trouver  géométriquement  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  une  ellipse. 

7126.  —  Construire  la  courbe  y  =  V/ ■•  Former  l'équation  générale  des  coniques  asymptotes  à  0//  et  ren- 
contrant O.f  aux  points  qui  ont  pour  abscisses  -h  \  et  —  1.  Chaque  conique  rencontre  la  courbe  donnée  en  deux  points  A 
et  B.   Montrer  que  AB  est  parallèle  à  une  direction  fixe. 

7127.  —  Trouver  l'enveloppe  d'un  cercle  orthogonal  à  un  cercle  fixe  et  ayant  son  centre  sur  une  ellipse  donnée. 

7128.  —  Soit  D  la  polaire  d'un  point?  par  rapport  à  une  conique.  Par  le  point  P  on  mène  une  sécante  quelconque 
P.MM',  et  par  les  points  M  et  M'  on  abaisse  MH  et  .M'H'  perpendiculaires  sur  D.  Trouver  une  relation  entre  MH  et  .MH'. 

7129.  —  On  donne  une  parabole,  la  tangente  au  sommet  et  deux  tangentes  fixes.  Une  tangente  variable   rencontre  ces 

ab 

droites  aux  points  a,  b,  c    Démontrer  que  le  rapport est  constant. 

ac 

7130.  —  Enveloppe  du  côté  d'un  angle  droit  dont  l'autre  côté  est  tangent  à  un  cercle  et  dont  le  sommet  décrit  une 
droite. 

7131.  —  Lieu  des  points  d'oi^i  l'on  peut  mener  deux  normales  rectangulaires  à  une  conique. 

7132.  —  Foyer  de  la  conique    x- —  6xy -^^y- -h  2y  =^  0. 

7133.  —  Montrer  que  les  courbes  intégrales  de  l'équation  différentielle  —     =  V/ sont  des  coniques.  Trouver 

dx         V     1-1-  ^••- 
leurs  axes  et  leur  enveloppe. 

7134.  —On  donne  une  parabole  y^--2px  =  0  et  un  point  M  (j^o,  yo)  de  cette  courbe;  former  l'équationde  l'hyper- 
bole équilatère  qui  rencontre  la  parabole  en  quatre  points  confondus  au  point  M. 

7135.  —  On  considère  une  hyperbole  équilatère  et  un  point  M  de  celte  courbe.  Combien  y  a-t-il  de  paraboles  ren- 
contrant l'hyperbole  en  quatre  points  confondus  au  point  M  •.'  Expliquer  le  résultat  et  déterminer  le  foyer  de  la    parabole 

trouvée. 

7136.  —  Trouver  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'une  ellipse  qui  se  projettent  sur  le  grand  axe  aux 
foyers. 

7137.  ^  Etant  donnée  la  parabole  y-  —  2//j"  =  0,  trouver  l'équation  de  la  norniale  dont  le  coefficient  angulaire  est 
égal  à  m.  Lieu  du  point  tel  que  parmi  les  trois  normales  qu'on  peut  mener  de  ce  point  à  la  parabole,  il  y  en  ait  deux  rectan- 
gulaires. 
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7138.  —  On  donne  une  conique,  deux  points  A  et  B  sur  cette  conique  ;  on  mène  les  tangentes  en  ces  points  qui  se 
coupent  au  point  M.  On  joint  un  point  P  de  laconique  aux  points  A  et  B,  et  par  le  point  M  on  mène  une  sécante  qui  ren- 
contre PA  et  PB  aux  points  Cet  I).  Démontrer  que  les  points  C  et  D  sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique. 

7139.—  Soient  AB  et  CD  deux  cordes  d'un  cercle  de  centre  0  faisant  l'angle  6,  et  soit  w  le  centre  de  Thyperhole  équi- 
latère  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  G,  D.  On  abaisse  wP  perpendiculaire  sur  AB  et    OQ  perpendiculaire  sur   CD.    Mon- 

OJP 

trer  que  -7^  =  cos  9. 

7140.  —  La  tangente  en  un  point  M  d'une  parabole  rencontre  l'axe  en  un  point  T.  Lieu  du  point  P  symétrique  de  T 
par  rapport  au  point  M. 

7141 .  —  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  formant  avec  deux  droites  fixes  un  triangle  d'aire  constante. 

7142.  —  Soient  A  et  A'  les  sommets  du  grand  axe  d'une  ellipse  et  C  un  point  quelconque  de  l'ellipse.  Trouver  sur 
l'ellipse  un  point  C  tel  que  le  rapport  anharmonique  (AA'CC)  soit  égal  à  —  1,  et  un  point  D  tel  que    (ACA'D)  =  —  1. 

7143.  —  On  donne  une  ellipse  et  un  point  A.  Déterminer  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  qui  soit  conjugué  par 
rapport  à  l'ellipse. 

7144.  —  Etant  donnée  la  conique  y- ^  2px -\- qx'^ ,  déterminer  le  centre  de  courbure  à  l'origine  et  aux  autres 
sommets. 

7145.  —  Trouver  l'équation  de  l'ensemble  des  asymptotes  de  la  conique    x-  +  Ixy  —  y*  -i-8x  —  1  =  0. 

7146.  —  Démontrer  que  les  équations  a;  =  1  -H  2t  +  3^2^  ^  _  3  _,_  2^  _|_  ^2  représentent  une  parabole.  Coordonnées 
du  sommet  et  du  foyer. 

7147.  —  Lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mener  à  une  parabole  deux  tangentes  faisant  un  angle  donné.  Solutions  ana- 
lytique et  géométrique. 

7148.  —  Soit  MM'  un  diamètre  variable  d'une  ellipse.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  en  .M  et  de  la  nor- 
male en  M'. 

7149.  —D'un  point  P  on  peut  mener  trois  normales  PA,  PB,  PC  à  une  parabole.  Construire  la  résultante  de  ces  trois 
vecteurs. 

7150.  —  Etudier  la  courbe    \/x -h  ^y  —  \/â,    les  axes  de  coordonnées  faisant  l'angle  -^• 

7151.  --  On  considère  une  hyperbole  ayant  pour  axes  Ox  etOy.  Une  tangente  quelconque  rencontre  0/'  au  point  A 
et  0»/  au  point  B.  Lieu  du  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sur  OA  et  OB. 

7152.  —  On  donne  deux  droites  fixes  OL  et  OM  et  un  point  P.  Par  ce  point  on  mène  une  sécante  variable  rencontrant 
les  droites  aux  points  A  et  B.  Lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs  du  triangle  0.\B. 

7153.  —  On  donne  une  droite  D  et  deux  droites  A  et  A'  perpendiculaires  à  D.  On  considère  un  cercle  C  tangent  à  D 
et  A,  et  un  cercle  C  tangent  à  D  et  A',  ces  deux  cercles  étant  tangents.  On  demande  l'enveloppe  de  la  tangente  commune 
au  point  de  contact.  La  courbe  trouvée  est-elle  unicursale  ?  Trouver  sa  polaire  réciproque  par  rapport  à  un  cercle. 

7154.  —  Trouver  l'enveloppe  d'une  droite  telle  que  la  somme  des  carrés  des  distances  des  quatre  sommets  d'un  rec- 
tangle à  cette  droite  soit  constante. 

7155.  —  La  tangente  et  la  normale  en  un  point  M  d'une  ellipse  rencontrent  le  petit  axe  aux  points  T  et  N.  Former 
l'équation  du  cercle  circonscrit  au  triangle  MNT. 

7156.  —  Trouver  l'aire  comprise  entre  les  deux  paraboles    y-  —  Ipx  =  0,    x-  —  2py  =  0. 

7157.  —  Lieu  d'un  point  tel  que  sa  polaire  par  rapport  k  une  ellipse  soit  à  une  distance  constante  dun  point  fixe  du 
grand  axe. 

7158.  —  On  donne  une  conique  et  deux  tangentes  fixes  dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B.  Une  tangente  variable 
rencontre  les  tangentes  fixes  en  a  et  p.  Lieu  du  point  de  rencontre  de  Ap  et  Ba. 

7'159.  —  On  donne  le  grand  axe  d  une  ellipse  en  grandeur  et  en  position  et  une  tangente.  Construire  les  foyers  de 
l'ellipse  et  le  point  de  contact  de  la  tangente. 

7160.  —  On  donne  deux  ellipses  ayant  mêmes  axes  ;  trouver  le  lieu  des  points  d'où  l'on  voit  ces  ellipses  sous  un  mi-me 
angle. 

7161.  —  Etudier  la  nature  de  laconique  //^  =  2px  +  qx-.  Dans  le  cas  où  cette  conique  est  une  ellii»se,  reconnaître 
si  l'origine  est  sommet  du  grand  axe  ou  du  petit  axe. 

7162.  —On  suppose  construite  la  parabole    t/ =  ax- -h  bx -h  c .    Trouver  sur  la  figure  les  quantités  a,  b,  c. 

7163.  —  Trouver  sur  la  parabole  y  =  a.t* -t- bx -r- c  deux  points  symétriques  par  rapporta  la  deuxième  bissectrice 
des  axes,    a?  +  1/  :=  0. 

7164.  —  Propriétés  d'une  tangente  mobile  à  une  parabole  par  rapport  à  deux  tangentes  fixes. 

7165.  —  Soit  M  un  point  quelconque  d'une  ellipse  ayant  pour  foyers  F  et  F';  trouver  la  relation  qui  existe  entre  les 
angles  F  et  F'  du  triangle  MFF'. 

7166.  —Trouver  toutes  les  coniques  qui  coupent  orthogonalement    l'ellipse  — — 1 — '—  —1=0    aux    quatre    points 

de  rencontre. 

7167.  —  D'un  point  M  d'une  ellipse  on  abaisse  MA  et  MB  perpendiculaires  sur  les  axes.  Montrer  que  la  droite  AB  est 
normale  à  une  ellipse  fixe  (*). 


(•)  Voir  Bévue,  n"  de  septembre  ISOS,  p.  295. 
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7168.  —  La  tangente  en  un  point  variable  d'une  hyperbole  équiiatère  rencontre  les  asymptotes  aux  points  A  et  B.  On 
construit  sur  AB  un  triangle  équilatéral  ABC.  Lieu  du  point  C. 

7169.  ~  Trouver  les  foyers  de  la  conique    j/'  =  2p./;  -f  qx'-. 

IV.  —  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 

7170.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  une  droite  A  passant  par  l'origine  et  un  point  P.  On  fait 
tourner  le  point  I'  d'un  angle  droit  autour  de  la  droite  ;  calculer  les  coordonnées  du  point  après  la  rotation. 

7171  — Trouver  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  x  =  y  =  z  et  x  =  y-^i, 
z  =  2y  —  1.     Plus  courte  distance. 

7172.—  On  donne  trois  plans  P=0,  Q  =  0,  B  =  0  ayant  une  droite  commune.  Que  représente  l'équation 
aP  -I-  ?Q  -4-  vl^  =  0  ? 

7173.  —  Distance  d'un  point  à  une  droite.  Exprimer  cette  distance  en  fonction  des  coordonnées  plùckérienneB. 

7174.  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites    x  =  a::  -h  p,    y  =  0,    et    y  =^  bz  -h  q,    x  ^=  Q. 

7175.  —  Trouver  les  bissectrices  des  deux  droites    —  =-^=:— .     -p=— -  =  ^. 

a       p       r      «       P       r 

7176.  —  Perpendiculaire  commune  aux  deux  droites    x  ^  az  -h  p,    y  =  bz  -h  q    et    y  =  0,    ;:  =  0. 

7177.  —  Démontrer  que  les  tangentes  à  la  courbe  x  =  é,  y=e-',  z  =  t<j2  font  un  angle  constant  avec  une  direc- 
tion fixe.  Section  droite  du  cylindre  s'appuyant  sur  cette  courbe  et  parallèle  à  la  direction  fixe. 

7178  —  On  considère  la  surface  x-  —  2py  =  0  et  la  direction  A  qui  a  pour  cosinus  directeurs  sin  a,  0  et  cos  a- 
Trouver  sur  la  surface  des  courbes  telles  que  les  tangentes  fassent  l'angle  i  avec  la  direction  \. 

X         z  y         z 

7179.  —  Que  représentent  les  équations    —  =  —  chf— sh(,      -7-  =  —  sh<-i-ch<  ? 

a         c  b         c 

7180.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  et  la  sphère  qui  a  pour  équations  [x  —aY-^rf  -H  s-  —  R"  =  0  (a  >  R). 
Trouver  la  surface  engendrée  par  une  parallèle  au  plan  des  xy,  rencontrant  O3  et  tangente  à  la  sphère.  Trouver  la  courbe  de 
contact  de  la  sphère  et  de  la  surface.  Calculer  le  volume  compris  entre  la  surface,  le  plan  des  xy  et  la  sphère. 

7181.  —  Plan  osculateur  au  point  [U]  de  la  courbe    x  =  t,    y  =  t'\    s  =  T.     Intersection  du  plan  et  de  la  courbe. 

7182.  —  Etudier  la  surface    y  —  x  tg  ~  ■     Trouver  sur  cette  surface  les  courbes  telles  que  le  plan  osculateur  en   un 

point  soit  tangent  à  la  surface  en  ce  point. 

7183.  —  On  considère  la  courbe  x  =:  rtCOS«?,  y  =  b  sin  9,  z  =  /««p.  Trouver  le  rayon  de  courbure  en  un  point  ; 
interpréter  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression  obtenue.  Calculer  l'arc  de  cette  courbe  et  le  comparer  à  un 
arc  d'ellipse. 

7184.  —  Lieu  des  points  de  l'e.space  par  lesquels  on  peut  mener  à  la  courbe  y  =  x-,  z  =  x^  deux  plans  osculateurs 
rectangulaires. 

7185.  —  On  considère  la  surface  définie  par  les  équations  paramétriques  a;  =  u  cos  u,  y  =  u  sin  m,  z  ^  av  +  ^{ît) 
Plan  tangent  en  un  point. 

7186.  —  Etant  donnée  la  courbe  x—  f{t),  y  =  ç>(/),  z=  <\>{t],  et  deux  points  M  et  M'  de  cette  courbe,  calculer 
l'ordre  infinitésimal  de  la  distance  du  point  M'  au  plan  osculateur  à  la  courbe  au  Douit  M,  l'infiniment  petit  principal  étant 
la  distance  M.M'.  Cas  où  le  plan  osculateur  est  stationnaire. 

7187.  —  Etant  donnée  la  courbe    x  =  t\t),    y  =  o(t),    z—'l/H),    si  l'on  a  quel  que  soit  < 

nt)    f(o    ^'(0 
m   9"{t)  r(t)   =0, 
nt)  ?"'(«)  r'(t) 

la  courbe  est  plane. 

7188.  —  Plan  tangent  en  un  point  de  la  surface    z  —     ^""^^    •      Trouver  sur  cette  surface  les  courbes  telles  que  les 

x-  -+-  y^ 
plans  osculateurs  soient  tangents  à  la  surface.  Projections  de  ces  courbes  sur  le  plan  des  xy. 

7189.  —  Trouver  les  équations  d'un  cercle  de  rayon  R  dont  le  centre  est  sur  la  droite  x  =  y  =  z  et  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  cette  droite.  Former  l'équation  du  cône  ayant  ce  cercle  pour  base  et  dont  le  sommet  a  pour  coor  ton- 
nées at,[J,y. 

7190.  —  Si  le  plan  osculateur  d'une  courbe  passe  par  un  point  fixe,  la  courbe  est  plane. 

7191.  -~  Etudier  les  normales  qu'on  peut  mener  d'un  point  à  une  cubique  gauche. 

7192.  —  Mener  par  un  point  de  l'espace  une  droite  rencontrant  la  courbe     y  =  x*,    z  =  x^    en  deux  pcints. 

7193  .  —  Surface  engendrée  par  un  arceau  de  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base.  Même  problème  pour  un  demi-ar- 
ceau de  cycloïde  tournant  autour  de  la  tangente  en  son  point  de  rebroussement. 

7194.  -  Trouver  le  plan  osculateur  en  un  point  U  de  la  courbe  x  =  t,  y=t-,  z  =  P.  Intersection  de  ce  plan  et  de 
la  courbe. 

7195.  —  On  donne  dans  l'espace  des  points  M,,  Mt,  ...  M»  et  des  nombres  correspondants  mi,  nit,  . . .  m„.  Trouver  le 
lieu  d'un  point  I'  tel  que    ï;miPMi  =  k,    k  étant  un  nombre  fl.xe. 
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7196.  -  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Ov,  un  point  A  sur  Oy  (0.\  =  a),  deux  points  B  et  B'  sur  Ox, 
(0\i  =  OB'  =  b),  et  on  considère  la  parabole  qui  a  pour  sommet  le  point  A,  pour  axe  Oy  et  qui  passe  par  les  points  B  et 
B'.  On  fait  tourner  cette  parabole  autour  de  Oy,  calculer  le  volume  du  paraboloïde  engendré,  limité  au  plan  passant  par  le 
point  0  et  perpendiculaire  à  Oy . 

ABC 

7197.  -  On  considère  la  courbe    x  = y  = r  -     "  = Equation  du  plan  passant  par  trois  points 

t  —  a  t  —  0  t  —  c 

l\,  ti,  t:,.  Plan  osculateur. 

7198.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  rencontrant  0:  sous  un  angle  constant  et  s'appuyant  sur  le 
cercle    2=0.,    x^-hy- —  2ax —  2by  =0. 

7199.  —  Trouver   l'équation   du  cône  de    révolution  ayant    pour   sommet  le   point   [Xa,  i/o,   So),  pour  axe  la  droite 

X  —Xo  y  —  IJo  Z  —  2o        .  ,        .  ,  .    r, 

== -—  = et  pour  demi-angle  au  sommet  6. 

a  p  y 

7200.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  passant  par  une  conique. 

7201.  —  Existe-t-il  des  cordes  d'une  hélice  circulaire  passant  par  un  point  donné  dans  l'espace  ? 

7202.  —  Aire  engendrée  par  une  cycloïde  tournant  autour  de  sa  base. 

7203.  —  Trouver  la  surface  engendrée  par  une  ellipse  tournant  autour  d'un  de  ?es  axes. 

7204.  -  Trouver  l'équation  du  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  (i,  2,  1)  et  pour  directrice  la  courbe  a;  =  i\ 
y  ^  t",    z  =  l. 

7205.  — Des  propriétés  des  différentielles  totales,  déduire  l'équation  du  plan  tangent  en  un  point  de  la  surlace 
f(x,  y,  z)  =  0. 

7206.  —  Soient  x^  -^  y^  +  z- -  2ax-2by  -  2c2  -l-  ft  =  0  et  nx  -h  vy  -+-  wz  ^  p  =  0  les  équations  d'une  sphère  et 
d'un  plan.  On  suppose  que  a,  b,  c,  h,  u,v,io,  p  sont  fonctions  d'un  paramètre  t.  Le  cercle  section  engendre  une  surface  ; 
former  l'équation  du  plan  tangent  à  cette  surface  en  un  point  du  cercle.  Démontrer  que  toute  sphère  passant  par  le  cercle 
touche  la  surface  en  deux  points. 

7207.  —  Étudier  la  surface    z  —      ^^^  „  ■    Équations  générales  des  génératrices. 

X-  -+-  y= 

7208.  —  Projection  stéréograpliique.  Application  à  la  représentation  paramétrique  d'une  sphère. 

7209.  —  On  considère  une  surface  f{x,  y,  s,  a)  =  0  dont  l'équation  renferme  le  paramètre  a.  Montrer  que  chacune 
de  ces  surfaces  est  tangente  à  une  surface  fixe  en  tous  les  points  d'une  certaine  courbe. 

7210.  —  Trouver  l'enveloppe  du  plan h  -:: 1-  -; =  1 . 

A  —  a        K  —  0        A  —  c 

7211  —  Démontrer  que  tout  plan  variable  dépendant  d'un  seul  paramètre  peut  être  considéré  comme  le  plan  oscu- 
lateur en  un  point  d'une  courbe  gauche 

7212.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  de  révolution  engendrée  par  l'axe  Ox  tournant  autour  dune  droite  égale- 
ment inclinée  sur  les  axes  de  coordonnées 

7213.  —  Trouver  sur  une  sphère  les  courbes  qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  grands  cercles  passant  par  un 
diamètre  donné. 

7214.  —  On  donne  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0//,  0;  et  trois  sphères  ayant  pour  centre  le  point  0  et  pour  rayons 
a,  b,  c.  Par  le  point  0  on  mène  une  demi-droite  rencontrant  les  sphères  aux  points  X,  B,  C  ;  par  le  point  A  on  mène  un 
plan  parallèle  au  plan  yO:,  par  le  point  B  un  plan  parallèle  au  plan  zOx  et  par  le  point  C  un  plan  parallèle  au  plan  xOy. 
Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  plans.  Plan  tangent  en  un  point  du  lieu. 

7215.  —  Trouver  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  parallèle  au  plan  des  xy  et  s'appuyant  sur  les 
droites    x  ~  a,    y  ^=  niz,    et    x  =  0,    j/  =  0. 

7216.  —  Que  représentent  les  équations  x  ^=  ch  u  -h  v  sli  n,  y  =  sh  m  -t-  «ch  m,  c  .=  m  -f-  r?  Trouver  le  contour 
apparent  de  la  surface  sur  le  plan  des  xy. 

X         y         z 

7217.  —  Trouver  l'équation  du  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  l'origine,  pour  axe  la  droite     —  =  -'-  =^  — 

et  pour  demi-angle  au  sommet  0. 

7218.  —    Condition  pour   que  le    plan     ux  -hvu-^irz  =  0      coupe  le  cône     — r- -\-  ^, r  =  0     suivant    deux 

i  -1  1  •■'  (j!         ^2         ^.i 

droites  rectangulaires. 

7219.  —  Ktudier  la  nature  des  quiidri(]ues  définies  par  les  équations  : 

X- -h y^  —  z^ -h  2xy  —  ixz  —  iyz  =  ^     (équation  réduite),  {x  —  y){y  —  z)-hz  —  x  =  0    (axe). 

{x  — y){y —:) -h  z—2x  =  0    (sommet),  x*  —  2t/s  =  x -t- «/,  x' —  y»  —  2x  — s  =  0    (génératrices  rectilignes), 

yz  =  x,  x'  —  2yz  =  0    (sections  circulaires),  yz  -h  zx-^xy  =  a,  3  ^  2 j  rt  >/y, 

2x- -+-  2//^  -h  iyz  —  \2x  -h  6y  =  0,  Axy  —  2.r'  -+-  y-  —  3s»  =  1     (axes),  x»  —  2xy  —  y*  —  2x  —2z  =  0, 

x'  —  2xy  -f-  (/'  —  2'  =  0,  2  =  X  -4-  y  ±:  v'x*  —  x,  x»  -+-  y'  -1-  2'  —  2  (x  -(-  y  -f-  2)'  =  0, 

s"  — 2xt/=?H,  (.r  H- t/)»  =  X -I- »/ -t- 2    (plans  principaux),  (y  —  2)*-l- (2  —  x)» -H  (x— j/)' =  1, 

.r»  -+-  6x//  -t-  gy  H-  5x2  -I-  2x  —  m  =  0.  x'  -1-  y»  -  2y2  -)-  2x  —  1  =  0, 

(x-f- y  —  2)^-f-(x  — y-l-z)»  —  2(x-l-y -fr)  =  0    (axe),  4xy -1- 2' —  2y2 -+- 42X  —  4x  =  0, 

x=  —  2xy  —  2'-'  —  2y3  -f-  2x  —  1  =  0,  x"  —  3y»  -t-  42»  —  1  =  0    (sections  circulaires), 

X»  -h  2*  V  2y2  —  3xy  ■+■  4x  h-  3y  =  0,  x»  -h  y»  —  2y2  -1-  3x  ^  0 . 
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7220.  —  Equation  générale  des  paraboloïdes  hyperboliques  aiirnettariL  le  plan  des  xij  comme  plan  directeur.  Peut-on 
simplifier  l'équation  ?  On  considère  une  génératrice  parallèle  au  plan  des  xy.  Trouver  une  génératrice  de  l'autre  système  qui 
lui  soit  perpendiculaire.    Lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  génératrices. 

7221.  —  Le  rapport  anliarmonique  de  quatre  points  d'une  génératrice  d'une  quaiirifiue  est  é-^al  au  rapport  anliar- 
monique  des  quatre  plans  tangents. 

7222. —  Comment  faut-il  projeter  un  ellipsoïde    sur   un  plan  pour  que  sa  projection  ait  la  plus  petite  aire  possible? 

7223.  —  La  normale  en  un  point  d'un  ellipsoïde  rencontre  les  plans  principaux  aux  points  M,  N,  I*.  Lieu  du  centre 
de  gravité  des  trois  points  M,  N,  P. 

7224.  —  On  donne  la  surface  xy  =  s  et  la  droite  D,  x  =  y  =^  z.  On  considère  une  génératrice  quelconque  G  de  la 
surface  et  on  prend  le  pied  M  sur  G  de  la  perpendiculaire  commune  à  D  et  G.  Lieu  du  point  M. 

7225.  —  Deux  quadriques  circonscrites  à  une  même  quadrique  se  coupent  suivant  deux  courbes  planes. 

7226.  —  Si  deux  quadriques  se  touchent  en  trois  points,  elles  sont  circonscrites. 

7227.  —  Trouver  le  volume  d'un  segment  de  quadrique  compris  entre  deux  plans  parallèles. 

7228.  —  Etant  donné  un  ellipsoïde h  ' 1-^  —  1  =  0  et  un  point  (Xa,  Wo,  2o),  trouver  le  lieu  des  droites  passant 

a-        0-         c^ 
par  ce  point  qui  sont  perpendiculaires  à  leurs  conjuguées  par  rapport  à  l'ellipsoïde. 

7229.  —  Lieu  d'un  point  tel  que  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  son  plan  polaire  par  rapport  à  un  ellip- 
soïde passe  par  un  point  fixe.  Former  l'équation  du  cône  ayant  pour  directrice  le  lieu  trouvé  et  pour  sommet  le  centre  de 
l'ellipsoïde. 

x'^         \f"         z'^ 

7230.  —Trouver   l'équation    du  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde     —  +  tt -l r  —1  =  0,  les  génératrices  ayant 

rt-         b^         c- 

pour  paramètres  directeurs  a,  p,  v. 

7231.  —  Lieu  des  points  d'une  quadrique  par  où  passent  deux  génératrices  rectangulaires. 

7232.  —  Etudier  la  surface  définie  par  l'équation 

\  X  y  z 
I  ax  by  cz 
1     m      n      v 

7233.  —  Lieu  des  points  tels  que  la  somme  des  carrés  deleurs  distances  à  trois  plans  fixes  est  constante.  .Montrer  que  les 
plans  tixes  sont  trois  plans  diamétraux  conjugués  de  la  quadrique  obtenue. 

7234.  —  Propriétés  liomographiques  des  génératrices  des  surfaces  du  deuxième  degré. 

7235.  —  Lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  un  paraboloïde  elliptique  trois  plans  tangents  formant  un  trièdre  tri- 
rectangle. 

7236.  — Conditions  pour  que  0;  soit  direction  principale  de  la  quadrique  f(x,y,z):=0.  Résoudre  dans  ce  cas 
l'équation  en   S. 

7237.  —  On  donne  un  point  A  sur  Ox,  un  point  B  sur  Oy  et  un  point  C  sur  0::.  Former  l'équation  de  l'ellipsoïde  admet- 
tant comme  diamètres  conjugués  AD,  AB  et  AC. 

7238.  —     Exprimer    que   la   sphère     x- -h  tj- -h  z'^ -h2xxo -+-2ytjn -^  2zz» -h'k  =  0     est     bitangente     à    l'ellipsoïde 

x-        y-         z- 

—  -+--rr -^  -7 1  =  0. 

a-         b-         c- 

7239.  —  Former  l'équation  d'un  paraboloïde  hyperbolique  passant  par  l'axe  des  z,  par  une  droite  du  plan  des  xy  per- 
pendiculaire à  Ox  et  admettant  comme  plan  directeur  le  plan      y  :=  mz. 

7240.  —  Condition  pour  qu'un  cône  du  deuxième  degré  soit  capable  d'un   trièdre  trirectangle  inscrit  ou   circonscrit. 

7241 .  —  Condition  pour  que  l'équation  générale  du  second  degré  représente  un  cône. 

X^  V' 

7242.  —  Autour  de  quels  axes  faut-il  faire  tourner  l'ellipse  — ^-t-  ~  —  1  =  G,  -  =  0  pour  qu'elle  engendre  une 
quadrique. 

7243.  —  On  mène  par  l'origine  d'un  système  de  coordonnées  rectangulaires  une  droite  quelconque  OD  sur  laquelle 
on  porte  les  longueurs  constantes  OA  =  a^  OB  =  b,  OC  =  c.  Par  les  points  A,  B,  C  on  mène  des  plans  perpendiculaires 
à  OD,  et  on  prend  le  point  Ai  où  le  premier  de  ces  plans  rencontre  Ox,  le  point  Bi  où  le  deuxième  rencontre  Oy,  entin  le 
point  Cl  où  le  troisième  rencontre  Oz.  Montrer  que  le  plan  AiBiCi  est  tangent  à  un  ellipsoïde. 

7244.  —  Trouver  les  génératrices  de  la  surface      — r  +  -r; 1  =0     qui  sont  perpendiculaires  à  la  droite 

a-         h-         c" 

—  —  1.  —  A 

a    -    p   -    Y  ■ 

7245.  —  Lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les  plans  tangents  à  un  ellipsoïde. 

7246.  —  Conditions  pour  que  la  fonction  la  plus  générale  du  deuxième  degré  à  trois  variables  f{x,  y,  z)  "oit  décom- 
posable  en  un  produit  de  deux  facteurs  linéaires. 

7247.  —  Montrer  que  deux  quadriques  qui  ont  une  génératrice  commune  se  touchent  en  deux  points  de  cette  géné- 
ratrice. 

7248.  —  On  considère  l'hyperboloïde  x^  -+-  y-  ~  z-  —  ci^  =  0  et  une  génératrice  G  parallèle  au  plan  des  xz.  On  mène 
la  perpendiculaire  commune  à  cette  génératrice  et  à  une  génératrice  variable  Gi  de  même  système.  Lieu  du  pied  (sur  d) 
de  cette  perpendiculaire. 

7249.  —  Lieu  des  points  d'un  paraboloïde  hyperbolique  par  où  passent  deux  génératrices  faisant  un  angle  a. 
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7250.  —  Lieu  des  sommets  des  cônes  circonscrits  à  un  ellipsoïde  qui  passent  par  un  point,  ou  qui  sont  coupés  par  un 
plan  suivant  un  cercle. 

7251.  —  On  considère  quatre  génératrices  de  même  système  G,,  G2,  G3,  G»  d'un  hyperboloide  à  une  nappe,  qui  rencon- 
trent en  rwi,  m-',  rtii,  irii  une  génératrice  X  de  l'autre  système.  Démontrer  que  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
?Wi,  Mi,  m-s,  riik  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  points  de  rencontre  des  génératrices  Gi,  G2,  G3,  G»  et  d'un  plan  fixe. 

7252.  —  Lieu  de  la  projection  orthogonale  d'un  point  sur  son  plan  polaire  par  rapport  à  une  quadrique  quand  le  point 
se  déplace  sur  la  sphère  de  Monge. 

X^  U~  ''•' 

7253    En  un  point  M  de  l'ellipsoïde 1--^  +  ^^ 1  =  0     on  mené  la  normale  qui  rencontre  le   plan  xOy    au 

a^        b-        c- 
point  N,  puis  on  abaisse  Ml'  perpendiculaire  sur  ce  plan.  Relations  entre  les  coordonnées  des  points  N  et  P.  Si  P  décrit  une 
droite,  quel  est  le  lieu  de  N  ?  Trouver  quatre  points  de  la  surface  Mi,  M2,  M3,  M^  tels  que  le  quadrilatère  NiN-jNsN*  soit  inscrip- 
tible.  Où  sont  alors  les  points  P,,  P2,  Pa,  P\'- 

7254.  —  Lieu  des  points  équidistants  de  deux  droites.  Ce  lieu  est  un  paraboloïde  hyperbolique  équilatère.  Réciproque- 
ment, tout  paraboloïde  équilatère  peut  il  être  défini  de  cette  façon? 

7255.  Lieu  des  milieux  des  cordes  d'une  quadrique  qui  passent  par  un  point  fixe. 

7256.  Déterminer  1  de  façon  que  la  quadrique 

l{x-  +  y-)  —  5x?/  -H  8;"-  —  3s  -4-  4  =  0 
ait  une  ligne  de  centres. 

"V.  —  Géométrie  descriptive. 

yC  7257.  —  On  donne  une  droite  et  un  plan  en  géométrie  cotée,  trouver  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan. 

-f-  7258.  —  On  donne  les    projections  de  deux  droites,  et  on  demande  de  les  faire  tourner  autour  dun  axe  vertical  de 
façon  qu'après  la  rotation  les  projections  verticales  soient  parallèles. 

^  7259.  —  Angle  d'un  plan  de  bout  et  d'un  plan  vertical. 

•#  7260.  —  Couper  un  angle  solide  à  quatre  faces  par  un  plan  de  façon  que  la  section  soit  un  parallélogramme. 

1^7261.  —  Perpendiculaire  menée  par  un  point  à  un  plan  en  géométrie  cotée. 

'    7262.  —  Construire  le  côté  d'un  cube  dont  on  donne  la  projection  orthogonale  sur  un  plan  perpendiculaire  à  une  dia- 
gonale. 
"^    7263.  —  Construire  les  projections  d'un  octaèdre  régulier,  l'une  des  laces  étant  horizontale. 

V7264.  —  On  donne  les  projections  d'un  point  F  et  d'une  droite  D.  Construire  les  projections  de  la  parabole  qui  a  pour 
foyer  le  point  F  et  pour  directrice  la  droite  D. 

^   7265.  —  Construire  les  projections  d'un  cube  dont  Tune  des  diagonales  est  verticale. 

■7«-7266.  —  Trouver  la  projection  horizontale  d'un  carré  situé  dans  un    plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  l'une  des 
diagonales  étant  dirigée  suivant  une  ligne  de  plus  grande  pente. 

^  7267.  —  Construire  le  centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  dont  on  donne  les  projections  des  quatre  sommets. 

A  7268.  —  Construire  la  projection  verticale  d'une  hélice  située  sur  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical. 

yt  7269.  —  Reconnaître  si  deux  droites  définies  par  leurs  projections  cotées  se  rencontrent,  .\ngle  de  deux  droites  qui  se 
rencontrent. 

fl'ÀlQ.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  sachant  qu'il  a  une   arête  de  front,  et  que  les  faces  passant  par  cette  arête 
font  des  angles  égaux  avec  le  plan  horizontal. 

^-7271.—  Construire  un  tétraèdre  régulier  connaissant  une  arête  AB  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  sachant  que  les  deux 
faces  passant  par  AU  font  des  angles  égaux  avec  le  plan  horizontal. 

•f.  7272.  —  On  donne  l'arête  AB  d'un  cube  par  ses  projections.  Construire  ce  cube  sachant  que  l'une  des  arêtes  aboutis- 
sant au  point  A  se  projette  horizontalement  suivant  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

-J-  7273.  —  Trouver  la  distance  d'un  point  du  deuxième  bissecteur  à  une  droite  quelconque  déflnie   par  ses  projections. 
Trouver  les  angles  que  fait  la  perpendiculaire  avec  les  deux  plans  de  projection. 

><  7274.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente  et  deux  points  S  et  F  de  ce  plan  :  ce  sont  le  sommet  et  le  foyer 
d'une  parabole  située  dans  ce  plan.  Construire  la  projection  horizontale  de  cette  parabole. 
V         7275.  —  On  donne  un  plan  i)ar  ses  traces  et  une  circonf.'rence  qui  est  le  rabattement  d'une  circonférence  située  dans 
ce  plan.  Déterminer  le  point  le  plus  à  droite  de  la  projection  horizontale  de  cette  circonférence. 

y.  7276.  —  On  donne  deux  points  A  et  B  par  leurs  projections  et  la  projection  horizontale  c  d'un  point  C.  Déterminer  la 

projection  verticale  sachant  que  AB  et  AC  sont  perpendiculaires. 

yc  7277.  —  Perpendiculaire  commune  à  deux  droites  définies  par  leurs  projections  graduées. 
•f       7278    —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente,  et  dans  ce  plan  un  point  0,  qui  est  le  centre  d'un  cercle  situé 
dans  ce  plan  et  de  rayon   donné,  'l'rouver  la  projection  du  cercle.  Axes,  sommets,  deux  diamètres  conjugués. 

/■7279    —Couper  un  trièdre  trireclangle   dont    l'une  des  arêtes  est  verticale  par    un  plan    de   façon  que    la    section 
soit  un  triangle  de  grandeur  donnée. 

y(  7280    —  On  donne  un  plan  V  jiar  deux  droites,  un  point  0  lumineux  et  une  droite  D.   Trouver   les  rayons   lumineux 
partant  du  point  0  qui,  après  réflexion  sur  le  plan   P,  vont  rencontrer  la  droite  D. 

^  7281 . —  Construire  un  tétraèdre  SABG  connaissant  la  base  ABC  dans  le  plan  horizontal,  les  longueurs  SA,  SB  et  le  diè- 
dre BC. 


ÉCOLK  POLYTRClINIOUli  (EXAMENS  ORAUX,   11)01))  363 

"^  7282.  —  Construire  un  tétraèdre  SABC  connaissant  les  faces  SAB,  SAC  et  le  dièdre  BC.  Construire  la  perpendiculaire 
commune  aux  arêtes  SAetBC. 

>'7283.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente.  .Mener  dans  ce  plan  par  un  point  de  ce  plan  une  droite  de 
pente  donnée. 

7284.  —  Mener  par  une  droite  graduée  un  pian  de  pente  donnée.  On  donne  trois  droites  graduées  passant  par  un 
même  point.  Déterminer  les  éléments  du  trièdre  ainsi  formé. 

X  7285.  —  On  donne  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  une  droite  quelconque.  Trouver  la  symétrique  de  la  droite 
par  rapport  au  plan. 

V  7286.  —  Construire  un  dodécaèdre  régulier. 

y^  7287.  —  On  donne  un  cône  ayant  pour  base  un  cercle  horizontal.  Déterminer  la  trace  horizontale  ilu  cône  supplé- 
mentaire. 

7288.   —  Normale  commune  à  un  cône  oblique  à  base  circulaire  et  k  une  droite. 
V    7289.  —  Mener  par  un  point  une  droite  tangente  fi  deux  cônes. 

7290.  —  On  donne  deux  points  0  et  S.  Trouver  les  contours  apparents  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  S  et  pour 
base  le  cercle  de  centre  0  et  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Contours  apparents  du  cône  supplémentaire. 

7291.  —  On  donne  un  cône  défini  par  son  sommet  et  par  la  projection  horizdntalede  sa  base  située  dans  un  plan  donné 
par  deux  droites  qui  se  coupent.  On  se  donne  la  projection  horizontale  d'un  point,  trouver  la  projection  verticale.  Contours 
apparents. 

7292.  —  On  donne  un  cône  défini  par  sa  base  qui  est  un  cercle  du  plan  horizontal  et  par  les  projections  d'une  géné- 
ratrice Sa,  S'(('.  \]n  plan  sécant  est  défini  par  sa  trace  horizontale  A  et  par  le  point  d  où  il  coupe  Sa.  Construire  la  pro- 
jection horizontale  de  l'intersection.  Tangentes  parallèles  à  une  direction  donnée. 

7293.  —  Section  plane  d'un  cône  dont  la  directrice,  située  dans  un  plan  donné  par  deux  droites,  a  pour  projection 
horizontale  un  cercle 

7294.  —  Trouver  le  sommet  de  la  section  plane  d'un  cylindre  parabolique. 

7295.  —  Sections  cycliques  d'un  cône  à  base  circulaire  horizontale,  ou  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  deuxième 
bissecteur. 

7296.  —  Trouver  les  sections  planes  d'un  cône  ii  bise  circulaire  horizontal  qui  se  projettent  horizontalement  suivant 
des  cercles. 

7297.  —  Section  parabolique  d'un  cône;  sommet. 

7298.  —  Deux  cônes  ont  pour  bases  deux  cercles  égaux  tangents  à  la  ligne  de  terre,  l'un  dans  le  plan  vertical,  l'autre 
dans  le  plan  horizontal.  Chaque  cône  a  pour  sommet  le  centre  du  cercle,  base  de  l'autre.  Intersection  des  deux  cônes. 

•  7299.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  hyperboles  équilatèies  dont  l'une  a  une  asymptote  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  et  dont  l'autre  a  un  axe  parallèle  à  cette  droite.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont  de 
front  et  font  45°  avec  la  ligne  de  terre.  Intersection  des  deux  cylimlres. 

■  7300.  —  Intersection  de  deux  cônes  ayant  pour  base  commune  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  dont  les  sommets 
se  projettent  horizontalement  sur  le  cercle.  Traiter  la  question  par  le  calcul. 

-7301.  —  Intersection  de  deux  cônes,  ayant  pour  base  commune  un  cercle  de  rayon  donné  situé  dans  le  deuxième 
bissecteur. 

-  7302.  —  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cyhndre  ayant  un  plan  tangent  commun. 

N7303.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  concentriques.  Par  leur  centre  commun  on  mène  une  droite 
(A,  A')  sur  laquelle  on  prend  un  point  (s,  s')  sommet  d'un  cône  ayant  le  petit  cercle  pour  base.  Un  cylindre  a  pour  base  le  grand 
cercle  et  ses  génératrices  sont  parallèles  à  (A,  A').  Trouver  l'intersection. 

-7  7304.  —  On  donne  deux  cercles  tangents  extérieurement  dans  le  plan  horizontal  au  point  a,  la  tangente  commune  étant 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  sur  la  verticale  du  point  a.  Trou- 
ver l'intersection  de  ces  cônes. 

«'7305.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  front  ayant  mêm'î  trace  horizontale 
que  le  cône.  Cas  où  la  projection  des  génératrices  du  cylindre  est  parallèle  à  une  des  génératrices  de  contour  apparent  verti- 
cal du  cône. 

^7306.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  une  hyperbole  et  un  cercle  passant  par  le  centre  de  l'hyperbole  et  ayant  son 
centre  sur  l'axe  transverse.  L'hyperbole  est  la  base  d'un  cylindre  ;  le  cercle  est  la  base  d'un  cône  ayant  une  génératrice  commune 
avec  le  cylindre.  Intersection  des  deux  surfaces. 

v^'  7307 .  —  Intersection  des  deux  cylindres  dont  l'un  a  pour  base  un  cercle  dans  le  plan  horizontal  et  ses  génératrices  de  front, 
et  l'autre  un  cercle  dans  le  plan  vertical  et  ses  génératrices  horizontales.  Y  a-t-il  arraciiement  ou  pénétration  ? 

V  7308.  —  On  donne  deux  cercles  tangents  intérieurement  au  point  a  dans  le  plan  horizontal,  soit  w  le  petit  et  0  le 
grand.  On  demande  l'intersection  du  cylindre  qui  a  le  cercle  0  comme  section  droite  et  du  cône  qui  a  pour  base  le  cercle 
w  et  pour  sommet  un  point  situé  sur  la  verticale  du  point  a. 

■'  7309  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  une  parabole  qui  est  la  directrice  d'un  cylindre  et  un  cercle  qui  est  la 
directrice  d'un  cône.  Trouver  l'intersection  des  deux  surfaces  sachant  que  le  cône  a  une  génératrice  parallèle  aux  généra- 
trices du  cyhndre. 

"«<'  7310.  —  On  donne  deux  hyperboles  équilatères  égales,  ayant  même  axfî  imaginaire  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et 
situées  dans  le  plan  horizontal.  Ce  sont  les  bases  de  deux  cônes  dont  les  sommets  sont  situés  dans  l'un  des  plans  de  front 
ayant  pour  trace  horizontale  une  tangente  commune  parallèle  à  la  ligne  de  terre-  Intersection  des  deux  surfaces. 
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^  7311.  Trouver  l'intersection  d'un   cône  à  base  circulaire  horizontale  avec    son  symétrique  par  rapport  au  deuxième 
bissecleur. 

~^  7312.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  égaux  dont  les  axes  sont  verticaux. 

-y  7313.  —   Intersection  d'un  cône  oblique  à  base  circulaire  horizontale  et  du  cône  supplémentaire  ayant  pour  sommet 
f un  point  donné. 

7314.  —  On  donne  deux  sphères  concentriques  et  une  droite.  Parla  droite  on  mène  un  plan  tangent  à  la  plus  petite 
des  deux  sphères,  et  on  demande  la  section  de  l'autre  sphère  par  le  plan. 

7315.  —  Droite  conjuguée  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  une  sphère. 

7310.  —  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre,  et  on  l'éclairé  par  des  rayons  lumineux  à  43". 
Ombre  portée  par  la  sphère  sur  une  droite  donnée. 

7317.  —  Mener  par  une  droite  du  second  bissecteur  des  plans  tangents  à  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  ligne  de  terre. 

7318.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'une  droite  de  profil.  Ponctuer  la  droite. 

7319.  -  Ombre  à  43°  portée  par  une  droite  sur  une  sphère. 

7320.  —  Construire  une  sphère  passant  par  quatre  points,  dont  deux  sont  sur  une  horizontale  et  deux  sur  une  frontale. 

7321.  —  Intersection  d'une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  ligne  de  terre  et  d'une  droite  du  second  bissecteur.  Déter- 
miner la  droite  commune  aux  deux  plans  tangents  aux  points  d'intersection. 

7322.  —  Mener  par  un  point  une  droite  à  des  dislances  données  de  deux  points  donnés. 

7323.  —  Mener  par  un  point  un  plan  à  des  distances  données  de  deux  points  donnés. 

7324.  —  Construire  une  sphère  ayant  pour  diamètre  AB  et  tangente  à  une  droite  D. 

7325.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite  horizontale  passant  par  son  centre.  Construire  la  section  de  la  sphère  par 
un  plan  passant  par  la  droite  et  faisant  45"  avec  le  plan  horizontal. 

732().  —  On  donne  une  sphère  par  ses  contours  apparents,  une  droite  A  dans  le  plan  horizontal  et  un  point  M  sur  la 
verticale  du  centre.  Section  de  la  sphère  par  le  plan  MA  ;  point  le  plus  à  gauche. 

7327.  —  Construire  la  normale  en  un  point  d'une  surface  de  révolution  définie  par  une  courbe  tournant  autour  d'un 
axe  quelconque. 

•  7328.  —  Trouveriez  contours  apparents  du  paraboloïde  engendré  par  une  parabole  tournant  autour  de  son  axe  et  dont 
on  donne  le  sommet  et  le  foyer  par  leurs  projections.  On  limitera  le  paraboloïde  à  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe. 

7329.  —  Ombre  propre  (en  lumière  à  43»)  de  la  surface  engendrée  par  un  cercle  tournant  autour  d'une  de  ses  cordes 
supposée  verticale. 

'    7330.  —  Mener  à  un  tore  dont  l'axe  est  vertical  des  plans  tangents  p  ualléles  à  une  droite  de  front. 

y  7331.  —  Ombre  au  flambeau  d'un  tore  à  axe  vertical. 

7332.  —  Intersection  d'un  tore  par  un  plan  bitangent. 

7333.  —  Mener  par  un  point  une  droite  située  à  des  distances  données  de  deux  droites  dont  l'une  est  horizontale  et 
dont  l'autre  est  située  dans  le  deuxième  bissecteur. 

7334.  —  Etant  donnée  la  projection  horizontale  d'un  point  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  de  front,  trouver  la  pro- 
jection verticale  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

7335.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  cylindre  de  révolution  à  axe  quelconque. 

7330.  —  Un  rayon  lumineux  tombe  sur  un  cylindre  de  révolution  dont  l'axe  est  horizontal.  Trouver  le  rayon  réfléchi. 

7337.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  passant  par  un  point  et  tangent  à  deux  plans. 

7338.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet,  ayant  l'un  un  axe  vertical  et  l'autre  un  axe  debout. 

7339.  —  Mener  par  un  point  (a,  a')  un  plan  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 
>^73'i0.  —  Construire  un  cône  de  révolution  connaissant  trois  génératrices. 

7341.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  la  ligne  de  terre  et  située  à  une  distance 
donnée  d'une  droite  donnée. 
'^   7342.  —  Mener  par  un  point  un  pian  faisant  des  angles  égaux  avec  trois  droites  données  quelconques. 

7343.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  les  plans  de  projection. 

7344.  —  Section  plane  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  un   plan  debout.  Foyers  de  la  section. 

7345.  —  Mener  un  plan  tangent  commun  à  deux  cônes  de  révolution  de  même  sommet,  de  même  angle  au  sommet, 
ayant  pour  axes  une  frontale  et  une  horizontale. 

7340.  — On  donne  deux  droites  qui  se  coupent  ;  trouver  les  contours  apparents  du  cône  de  révolution  engendré  par 
l'une  d'elles  tournant  autour  de  l'autre. 

7347.  —  Heprésenter  par  ses  projections  un  tronc  de  cône  coimaissant  les  projections  des  centres  des  bases  et  les  rayons 

de  ces  bases. 

7348     —  Section  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente. 

-j-    7349.  —  Trouver  une  horizontale  rencontrant  deux  droite*  données  sous  des  angles  égaux. 

7350.  —  Déterminer  un  cône  de  révolution  connaissant  son  axe,  son  sommet  et  sachant  qu'il  est  tangent  à  une  droite 
verticale  donnée. 

'    7351 .  —  Trouver  les  contours^apparents  d'une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  droite  quelconcjue  tour- 
nant autour  d'un  axe  de  front. 
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7352.  —  Ombres  propres  et  portées  sur  le  plan  horizontal  d'une  surface  gaiichfî  de  révolution  à  axe  vertical.  Asymp- 
totes de  l'ombre  portée.  Les  rayons  lumineux  sont  parallèles. 

7353.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  par  son  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front.  Mener  par  une 
droite  horizontale  un  plan  coupant  la  surface  suivant  une  parabole. 

—  7354  —  On  donne  deux  cercles  concentriques,  le  premier  de  rayon  2  situé  dans  le  plan  liorizontal,  le  deuxième  de 
rayon  5  situé  dans  le  plan  de  cote  3.  Le  premier  est  le  cercle  de  gorge  d'une  surface  gauche  de  révolution,  et  le  deuxième  un 
parallèle  de  la  surface.  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  surface,  trouver  la  cote.  Mener  par  une  droite 
rencontrant  l'axe  des  plans  tangents  à  la  surface. 

7355.  —  Ombre  propre  d'une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  la  ligne  de  terre  tournant  autour  d'un  axe 
horizontal. 

7356.  — On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  engendrée  par  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre  dont  les  projections 
sont  confondues,  tournant  autour  d'une  horizontale.  Trouver  son  intersection  avec  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

7357.  —  Droite  conjuguée  d'une  droite  donnée  par  rapport  à  une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical. 

7358.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  avec  une  droite  parallèle  à  une  génératrice.  Mener  par  cette 
droite  des  plans  tangents  à  la  surface. 

7359.  —  Trouver  la  trace  horizontale  d'un  cône  qui  a  pour  directrice  la  section  par  un  plan  de  bout  d'une  surface 
gauche  de  révolution  à  axe  vertical. 

7360.  —  Construire  le  plan  diamétral  conjugué  d'une  direction  donnée  par  rapport  à  une  surface  gauche  à  axe  vertical. 

7361.  — On  considère  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal. 
Déterminer  :  1°  le  sommet;  2°  les  asymptotes  d'une  section  hyperbolique  ;  3"  le  sommet  d'une  section  parabolique  ;  4»  la  pro- 
jection verticale  d'un  point  dont  on  donne  la  projection  horizontale  ;  5"  la  section  par  une  droite  de  front  ;  6°  les  plans  tangents 
par  une  droite. 

7362.  —  On  donne  un  paraboloide  hyperbolique  défini  par  une  verticale,  une  droite  quelconque  et  ayant  un  plan  direc- 
teur horizontal.  Mener  k  ce  paraboloide  un  plan  tangent  parallèle  au  deuxième  bissecteur. 

7363.  —  On  donne  un  carré  ÂBCD  et  on  considère  les  quatre  droites  qui  ont  pour  projections  cotées  A(0)B(50), 
B(0)C(50),  C(0)D(oO).  D(0)A(50).  On  les  coupe  par  un  plan  horizontal,  et  en  joignant  les  points  d'intersection,  on  forme  un 
carré.  Lieu  des  côtés  de  ce  carré  quand  le  plan  horizontal  se  déplace.  Contours  apparents  des  surfaces  obtenues. 

>^  7364.  —  Contours  apparents  d'un  hyperboloïde  défini  par  trois  génératrices.  Cas  où  l'ime  d'elle  est  verticale. 
^'  7365.  —  Construire  une  droite  rencontrant  quatre  droites  données  de  profil. 

7366.  —  Intersection  de  deux  paraboloides  hyperboliques  ayant  un    plan  directeur  commun. 

7367.  —  Etant  donné  un  cône  circonscrit  cà  une  sphère,  trouver  les  sections  planes  de  ce  cône  qui  se  projettent  hori- 
zontalement suivant  des  cercles. 

7368.  —Intersection  d'un  paraboloide  de  révolution  cà  axe  vertical  et  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  dans  le 
plan  de  front  de  l'axe  du  paraboloide. 

7369.  —Trouver  les  contours  apparents  d'un  paraboloide  de  révolution  connaissant  l'axe,  le  sommet  et  le  foyer.  Inter- 
section de  la  surface  et  d'une  droite  quelconque. 

7370.  —  On  considère  un  ellipsoïde  à  axes  inégaux  dont  les  axes  sont  respectivement  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
vertical  et  de  bout.  Connaissant  les  longueurs  de  ces  axes,  construire  un  point  de  la  surface  et  le  plan   tangent  en  ce  point. 

^  7371.  —  On  donne  une  verticale  V  et  une  frontale  F  rencontrant  V,  F  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  V  est  une 
génératrice.  Une  autre  frontale  Fi  parallèle  à  F  est  l'axe  d'un  hyperboloïde  de  révolution  dont  une  génératrice  est  une  autre 
verticale  Vi.  Intersection  des  deux  surfaces. 

7372.  — Menerpar  une  droite  un  plan  tangent  à  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical. 
V.   7373.  —  Ombres  à  l'intérieur  d'une  demi-sphère  creuse. 
•<■       7374.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical,  les  cercles  méridiens  étant  tangents  à  la  ligne  de  terre.  Un  cylindre  a  pour  base 
l'un  des  cercles  méridiens  et  ses  génératrices  sont  horizontales  et  font  43"  avec  la  ligne  déterre.  Intersection  des  deux  surfaces. 
Traiter  la  question  par  le  calcul 

7375.  —  Ombres  au  soleil  du  solide  formé  par  deux  cylindres  de  révolution  de  rayons  différents,  ayant  môme  axe 
vertical. 

•    7376.  —  On  donne  dans  un  plan  de  front  une  ellipse  et  une  parabole  ayant  un  loyer  commun.  Intersection  des  surfa- 
ces engendrées  par  ces  coniques  tournant  autour  de  leur  axe  focal. 

7377.  —  On  donne  dans  le  deuxième  bissecteur  un  cercle  défini  par  son  centre  et  son  rayon.  Déterminer  l'intersection 
de  la  sphère  ayant  ce  cercle  comme  grand  cercle  et  d'un  cône  passant  par  ce  cercle  et  ayant  son  sommet  en  un  point  donné. 
'"    7378.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  et  d'un  paraboloïde  de  révolution  dont  les  axes  sont  verticaux. 

7379.  —  Un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  a  sa  base  inférieure  tangente  a.  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  la 
ligne  de  terre.  Trouver  l'ombre  de  ce  cylindre  sur  la  sphère. 

7380.  —  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical 

•^  7381.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  génératrice  de  front  C.  Un  paraboloïde  à  plan 
directeur  horizontal  est  défini  par  la  génératrice  G  et  par  une  autre  droite  de  front  Gi .  Intersection  des  deux  surfaces.  Points 
situés  sur  la  génératrice  commune.  Points  à  l'infini. 

;>  7382.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  et  on  considère  l'un  des  points  A  de  ce  paraboloïde 
situé  sur  le  contour  apparent  vertical  et  dans  le  plan  horizontal  du  foyer.  Trouver  l'intersection  du  paraboloïde  et  de  la 
sphère  qui  a  pour  centre  le  point  A  et  qui  passe  au  sommet  du   paraboloïde. 
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^  7383.  —  On  donne  un  paraboloïde  de  révolution  à  axe  vertical,  tournant  sa  concavité  vers  le  haut,  et  creux.  Ombres  à 
l'intérieur. 
■   7384.  —  Trace  horizontale  d'un  cylindre  circonscrit  à  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical. 

V  7385.  —  Un  paraboloïde  a  pour  plans  directeurs  les  deux  plans  de  projection.  On  donne  son  sommet  (o.  o')  et  un  point 
(W,  m!)  de  la  surlace.  Trouver  l'intersection  de  ce  paraboloïde  et  dune  sphère  de  centre  (o,  o')  et  passant  par  le  point  [m,  m'). 

73j<6    _  Ombre  propre  en  lumière  à  45°  d'un  solide  en  forme  d'œuf  constitué  par  une  portion  de  paraboloïde  de  révo- 
lution et  la  portion  de  la  sphère  inscrite  au  paraboloïde. 

7387.  —  On  donne  une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  0  ;  soit  S  le  point  le  plus  à  gauche  de  la  sphère  et  A  le  point 
le  plus  bas.  Trouver  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cône  de  révolution  engendré  par  la  droite  SO  tournant  autour  de  SA. 

7388.  —  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  à  plan  directeur  horizontal  et  d'uo  cône  ayant  pour  base  un  cercle 
horizontal  et  une  génératrice  commune  avec  le  paraboloïde.  Points  <à  l'infini.  Asymptotes. 

7389.  —  Intersection  d'un  hémisphère  dont  la  base  est  horizontale  avec  un  cylindre  passant  par  cette  base. 

J  7390.  —  On  considère  vm  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est  de  bout  dans  le  plan  horizontal.  Sur  une  généra- 
trice horizontale  on  prend  un  point  (.s,  s')  qui  est  le  sommet  d'un  cône  ayant  pour  directrice  un  cercle  situé  dans  le  plan  du 
cercle  de  gorge  et  tangent  à  ce  cercle.  Intersection  des  deux  surfaces. 

7391.  —  Condition  pour  qu'on  puisse  faire  passer  un  cône  par  deux  cercles.  On  donne  les  projections  de  quatre  points  A, 
B,  C,  I).  Trouver  les  sommets  des  cônes  passant  par  les  cercles  circonscrits  aux  triangles  ABC  et  ABD. 

-  7392.  —  Intersection  des  deux  surfaces  engendrées  par  une  droite  tournant  autour  d'une  verticale  et  d'une  ligne  de  bout. 
7393.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  de  sommet  (S,  S')  et  engendré  par  la  rotation  du  segment  (Sa,  S'a')  autour 
de  la  verticale  du  point  (S,  S').  Intersection  de  ce  cône  et  de  la  sphère  qui  admet  ce  segment  comme  diamètre. 
J>  7394.  —  On  donne  une  surface  gauche  de  révolution  et  une  génératrice  de  front.  Un  cône  passant  par  cette  génératrice 
est  défini  par  son  sommet  et  par  sa  base  qui  est  un  cercle  dans  le  plan  du  cercle  de  gorge.  Intersection  des  deux  surfaces  ; 
points  sur  la  génératrice  commune  ;  tangentes  en  ces  points. 

7395.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  une  sphère  qui  a  son  centre  sur  l'axe  du  cône  et  son  point  le 
l)lus  bas  au  sommet  du  cône.  Ombres  en  lumière  à  45". 

7396.  —  On  donne  une  sphère  ayant  son  centre  sur  la  ligne  de  terre  et  un    plan   de  bout  passant  par  le  centre.  On 
demande  l'intersection  de  la  sphère  et  d'un  cône  ayant  pour  base  la  section  de  la  sphère  par  le  plan  de  bout. 

7397.  —Intersection  de  deux  surfaces  gauches  de  révolution  engendrées  par  une  même  droite  tournant  autour  de  la 
ligne  de  terre  et  autour  d'une  verticale  rencontrant  la  ligne  de  terre. 

7398.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  de  révolution  à  axe  vertical  et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe 
une  génératrice  de  front  de  l'hyperboloïde. 

V     7399.  —  On  coupe  une  surface  gauche  à  axe  vertical  par  un  plan,  et  on  considère  un  cône  ayant  pour  base  la   section 

plane.  Construire  la  section  de  ce  cône  par  un  plan  horizontal. 

7400.  —  On  donne  une  verticale  AA'  dans  le  plan  vertical  de  projection  et  une  frontale  BB'  faisant  45"  avec  le  plan 
horizontal  et  on  considère  le  paraboloïde  engendré  par  une  horizontale  s'appuyant  sur  ces 
deux  droites.  Trouver  l'intersection  de  ce  paraboloïde  et  du  cylindre  qui  a  pour  base  dans  le 
plan  vertical  un  cercle  de  centre  A  et  dont  les  génératrices  sont  de  bout.  Mettre  l'épure  en 
équation. 

7401 .  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  définie  par  son  cercle 
de  gorge  horizontal  et  une  génératrice  de  front  Intersection  de  cette  surface  et  du  tore 
engendré  par  le  cercle  de  gorge  tournant  autour  dune  ligne  de  bout  située  dans  son  plan. 
Traiter  la  question  par  le  calcul . 

7402.  —  Intersection  d'un  tore  et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  leurs  axes  paiallèles. 
^     7403.  —  Intersection  d'une  surface  gauche  à  axe  vertical  et  d'un  cône  ayant  pour  base 

~~^~  le  cercle  de  gorge  et  pour  sommet  un  point  d'une  génératrice  de  front. 

7404    Trouver  les  ombres  propres  et  portées  d'un  demi-cylindre  creux  de  révolution  à  axe  horizontal. 

V  7405.  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal,  et  on  considère  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  le 
plus  h  gauclK!  de  la  sphère  et  pour  base  un  cercle  du  plan  horizontal,  coïncidant  avec  le  contour  apparent  horizontal  de  la 
sphère.  Intersection  des  deux  surfaces. 

A    7406.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  dont  l'axe  est  de  front. 

y     7407.  —  On   donne  un  ellipso'ide  de  révolution  à  axe  vertical  ;  on  enlève  la  moitié  supérieure,  et   on  suppose  que  le 

MSte  est  creux.  Ombres  propres  et  portées  en  lumière  à  45». 


VI.  —  Cinématique. 

7408.  —  Ktudier  le  mouvement  d'un   point  dans  leciucl    l'accélération   totale    est  constamment   perpendiculaire  et 
proportionnelle  à  la  vitesse. 

7409.  —  Un  point  décrit  une  hélice  d'un  mouvement  uniforme;  calculer  l'accélération.  Hodographe. 

7410.  —  Ktudier  le  mouvement  d'un  point  sur  une  ellipse,  connaissant  la  projection  du   mouvement  sur   le   grand 
axe.  Vitesse,  accélération. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  (EXAMENS  ORAUX,  1900)  367 


7411.  —  Trouver  le  mouvement  d  un  point  qui  se  meut  de  telle  sorte  que  sa  vitesse  soit  en  raison  inverse  de  sa 
distance  au  pôle  0,  et  que  la  vitesse  angulaire  — -  soit  égale  à  une  constante  w.  Construire  la  trajectoire  du  point. 

7412.  —  Un  point  M  décrit  un  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  II  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  u. 
Sur  la  tangente  au  point  M  et  dans  le  sens  inverse  du  mouvement  on  prend  une  longueur  .MP  égale  à  laïc  AM,  A  étant  un 
point  fixe  du  cercle.  Etudier  le  mouvement  du  point  P. 

7413.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  M  dont  les  coordonnées  sont  x  =  acos\t,  y  =  asïn'kl,  z  =  hsïn2\t. 
Vitesse,  accélération  totale,  accélération  tangentielle.  Comparer  le  vecteur  accélération  avec  le  vecteur  OM. 

7414.  -  On  lance  du  point  0  un  mobile  pesant  avec  une  vitesse  Vo  faisant  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal.  Ce 
mobile  décrit  une  parabole.  On  coupe  cette  trajectoire  par  un  plan  horizontal  sur  lequel  on  suppose  que  le  mobile  se 
réfléchit.  Etudier  le  mouvement  après  réflexion. 

7415.  —  Etudier  le  mouvement  rectiligne  dans  lequel  l'accélération  y  et  la  vitesse  V  sont  liées  par  la  relation 
1'=:  —  ffllH ■)'     g  et  a   étant  des  constantes  positives. 

7416.  —  Etudier  le  mouvement  défini  par  les  équations 

1  ,-  1  -  1 

a:  =  —  (1 +sin  w(  — \/3  cos  C.4),  ?/ =  —(1  4- sin  w«  +  v'3  cos  (o«),  s  =  — (1  +  2  sin  (,4). 

»5  o  3 

Etudier  la  nature  de  la  trajectoire. 

7417.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  un  cercle  dans  le  plan  des  xz  et  un  cercle  dans  le  plan 
des  xy.  Ces  deux  cercles  sont  parcourus  avec  la  même  vitesse  angulaire  constante  w  par  deux  mobiles  M  et  Mi.  Etudier  le 
mouvement  de  l'extrémité  de  la  résultante  des  vecteurs  OM  et  OMi. 

7418.  —  Un  point  mobile  se  déplace  de  façon  que  ses  projections  sur  trois  axes  de  coordonnées  aient  des  mouvements 
uniformément  variés;  étudier  la  trajectoire. 

7419.  —  Trouver  le  mouvement  d'un  point  M  tel  que  le  rapport  de  ses  vitesses  aréolaires  par  rapport  à  deux  points 
fixes  0  et  0',  soit  :  1°  constant;  2°  égal  au  rapport  — ; 

7420.  —  Etudier  le  mouvement  défini  par  les  équations    x  =  L  tg  — .         )j  =  sin  t. 

7421.  —  Un  cercle  qui  a  un  mouvement  de  translation  rectiligne  et  uniforme  est  parcouru  par  un  point  qui  a  un 
mouvement  uniforme  sur  le  cercle.  Etudier  la  trajectoire  du  point. 

7422.  —  Un  point  M  se  déplace  sur  une  courbe  suivant  une  loi  quelconque.  A  l'instant  t  on  porte  sur  la  tangente  en 
M  un  vecteur  MH  =  vàt,  et  on  joint  le  point  H  au  point  M',  position  du  mobile  à  l'instant  t  +  M.  Calculer  les  pro- 
jections du  vecteur  HM'. 

7423.  —  On  donne  un  axe  ûxe  autour  duquel  tourne  une  droite  parallèle  A,  d'un  mouvement  uniforme.  Soit  M  le  pied 
sur  A  delà  perpendiculaire  commune  à  A  et  à  une  droite  fixe  D.  Etudier  le  mouvement  du  point  M. 

7424.  —  Deux  points  de  masses  égales  parcourent  deux  cercles  situés  dans  des  plans  parallèles  avec  des  vitesses  angu- 
laires égales,  mais  en  sens  contraires.  Etudier  le  mouvement  du  centre  de  gravité. 

7425.  —  Un  point  M  décrit  un  cercle  G  de  cenlre  0  d'un  mouvement  uniforme  avec  la  vitesse  angulaire  u.  Un  point 
P  décrit  un  cercle  Ci  ayant  pour  centre  le  point  M  et  entraîné  avec   ce   point  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  —  • 
A  l'instant  initial  les  points  0,  M,  P  sont  en  ligne  droite.  Etudier  la  trajectoire  du  point  P. 

7426.  —  Etudier  les  mouvements  rectilignes  où  l'accélération  y  est  proportionnelle  au  carré  v  de  la  vitesse.  Cas  où 
l'on  a    y  =  av'^  -+-  b. 

7427.  —  Un  point  mobile  M  parcourt  un  cercle  d'un  mouvement  uniforme.  Un  point  P  se  déplace  sur  un  diamètre  de 
ce  cercle  de  façon  que  la  longueur  MP  soit  constante.  Etudier  le  mouvement  du  point  P. 

7428.  —  Une  parabole  tourne  autour  de  son  foyer  d'un  mouvement  uniforme.  Comment  doit  se  déplacer  un  point  M 
sur  la  parabole  pour  que  sa  vitesse  absolue  soit  dirigée  à  chaque  instant  suivant  le  diamètre  passant  par  M  ? 

7429.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  qui  décrit  la  parabole  !/-  —  2px  —  0,  sachant  que  la  projection  du  point 
sur  la  tangente  au  sommet  est  définie  par  l'équation    y  ^  a  sin  (lot  -+-  a). 

VII.  —  Dynamique. 

7430.  —  Un  point  mobile  {x,  y)  soumis  à  l'action  de  la  force  X  =  ax-  -t-  by,  Y  =  by-  —  ax  décrit  un  cercle  ayant 
pour  centre  l'origine.  Evaluer  le  travail  delà  force  quand  le  point  décrit  complètement  la  circonférence. 

7431.  —  Un  point  mobile  sur  un  demi-cercle  est  attiré  par  un  point  fixe  proportionnellement  à  la  distance.  Calculer 
le  travail  total  quand  le  point  décrit  le  demi-cercle. 

7432.  —  On  donne  deux  points  0  et  A  dans  un  plan  vertical  ;  du  point  0  on  lance  un  point  pesant  avec  une  vitesse  Uo 
faisant  l'angle  a  avec  l'horizontale.  A  quel  instant  doit-on  abandonner  du  point  A  un  autre  point  pesant  (sans  vitesse 
initiale)  pour  qu'il  rencontre  le  premier  ? 

îj2  2;/ 

7438.  —  Travail  de  la  force    X  =  a Y  =  -^  .     Potentiel  ;  surfaces  de  niveau  ;  lignes  de  foices. 
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7434.  —  Un  point  est  soumis  à  la  force    X  =  1,    Y  =     ,_  Equations  du  nnouvement;  lignes  de  niveau. 

\/y^  —  a* 

7435.  —  Un  point  pesant  tombe  sur  un  plan  horizontal,  rebondit  avec  une  vitesse  moitié  de  celle  qu'il  avait  en  arri- 
vant sur  le  plan.  Etudier  les  bonds  successifs. 

7436.  — Un  point  matériel  M  décrit  une  parabole  sous  l'action  d'une  force  émanant  du  foyer.  Calculer  cette  force  en 
la  supposant  fonction  de  la  distance. 

7437.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  repoussé  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

7438.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  assujetti  à  se  déplacer  avec  frottement  sur  une  hélice  tracée  sur  un 
cylindre  de  révolution  horizontal. 

7439.  —  Etudier  le  mouvement  rectiligiie  d'un  point  soumis  à  l'action  d'une  force  proportionnelle  au  cube  de  la 
■vitesse . 

7440.  —  Etudier  le  mouvement  parabolique  des  planètes. 

7441.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance. 

7442.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  matériel  pesant  placé  sans  vitesse  initiale  sur  une  sphère  parfaitement 
polie. 

7443.  —  Calculer  le  travail  élémentaire  d'une  force  dans  un  mouvement  de  rotation. 

^•2 yi  _|_  ^2  2W 

7444.  —  On  considère  le  champ  de  forces   X  = .     Y  =  -^^  •     Y  a-t-il  une  fonction  des  forces  ? 

X-  X 

7445.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance,  la  vitesse  initiale 
étant  nulle. 

7446.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  ellipse  à  axe  vertical. 

7447.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  lancé  verticalement  vers  le  haut  dans  un  milieu  dont  la  résistance  est  propor- 
tionnelle à  la  )i°  puissance  de  la  vitesse.  Jusqu'à  quelle  hauteur  montera  le  mobile  ?  Cas  particulier  :  ji  =  2. 

7448.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloïde  tournant  sa  concavité  vers  le  haut. 

744Î).  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Or,  0?/  et  un  point  A  sur  Oy.  Ktudier  le  mouvement  d  un  point  assujetti 
à  décrire  Qx  et  attiré  par  le  point  A  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

7450.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  avec  frottement. 

7451.  —  Un  point  matériel  est  soumis  à  l'action  d'une  force  centrale,  fonction  de  sa  distance  au  centre  fixe.  Peut-on 
choisir  les  conditions  initiales  telles  que  le  point  décrive  un  cercle  ? 

7452.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  en  raison  inverse  du  cube  de  la  distance.  On 
supposera  la  vitesse  initiale  perpendiculaire  au  rayon  vecteur  initial. 

P 

7453.  —  Un  mobile  parcourt  suivant  la  loi  des  aires  la  conique  ?  =  .  Trouver  la  force. 

1  -4-  e    COS   w 

7454.  —  Un  point  mobile  M  se  déplace  sur  un  cercle  vertical  avec  frottement  sous  l'action  de  son  poids.  Déterminer  la 
vitesse  de  ce  point  à  un  instant  quelconque  en  fonction  de  sa  position  sur  le  cercle. 

7455.  —  Un  point  décrit  une  lemniscate  sous  l'action  d'une  force  centrale,  émanant  du  point  double  et  fonction  de 
sa  distance  au  point  double.  Déterminer  la  loi  de  la  force. 

7456.  —  Trouver  l'expression  du  rayon  vecteur  en  fonction  du  temps  dans  le  mouvement  planétaire. 

7457.  —  Mouvement  d'un  point  sous  l'action  d'une  force  centrale  répulsive,  inversement  proportionnelle  à  la  dis- 
tance. 

7458.  —  Un  point  décrit  un  cercle  sous  l'action  d'une  force  centrale  fonction  de  sa  distance  au  centre  des  forces. 
Calculer  la  force. 

745Î).  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  qui  se  déplace  dans  le  plan  de  deux  axes  rectangulaires  Or.  0//  sous  l'ac- 

3 
tien  d'une  force  perpendiculaire  <à  Or  et  proportionnelle  à  la  puissance    —    de  sa  distance  à  0//. 

7460.  —  On  donne  une  ellipse  à  axe  vertical,  et  on  considère  un  diamètre  OM  situé  au-dessous  de  l'axe  horizontal.  On 
abandonne  un  mobile  i)esant  en  0  et  on  l'assujettit  à  décrire  le  diamètre  OM.  Déterminer  le  point  M  de  l'ellipse  de  façon 
que  le  mobile  décrive  OM  dans  le  temps  minimum. 

7461.  —  On  abandonne  sans  vitesse  initiale  sur  une  chaînette  un  point  pesant  assujetti  à  décrire  la  courbe.  Au  bout  de 
combien  de  temps  arrivera-t-il  au  sommet? 

7462.  —  Un  point  matériel  se  déplace  sur  une  spire  d'hélice  ayant  pour  axe  0:  ;  il  est  soumis  à  une  force  dont  les  pro- 
jections sont    X  —  y-,    Y  =  x''  —  2xy,    Z  =  0.     Evaluer  le  travail  de  cette  force. 

7463.  —  Un  point  est  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  h  la  distance,  l'eut-on  choisir  les  conditions  ini- 
tiales pour  que  la  tiajectoiic  soit  un  cercle  ? 

7464.  —  On  considère  un  triangle  ABC  rectangle  en  A,  le  côté  AH  étant  horizontal  et  .\('.  vertical,  et  l'on  prend  u\\ 
point  M  qu(;Iconque  sur  DC.  In  point  pesant  abandonné  on  A  sans  vitesse  initiale  glisse  sur  AM  sans  frottement.  Détermi- 
ner le  point  M  (le  facjon  que  le  temps  mis  à  parcourir  AM  soit  minimum. 

7465.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  suivant  la  loi 1 

7466.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  lancé  suivant  une  direction  quelconque  dans  un  milieu  dont  la 
résistance  est  proportionnelle  ?i  la  vitesse. 
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7467.  —  On  considère  le  champ  de  forces    X  =  — .     Y  =  — ,     z  —  _ .     Y  a-t-il  une  fonction  des  forces  ?    Surfaces 

X  y  z 

de  niveau.  Le  point  mobile  part  sans  vitesse  du  point  (xo,yo,Zu)  ;  avec  quelle  vitesse  arrive-t-il  au  point  (Xx,yi,Z\)  ? 

sin-  6 

7468.  —  La  courbe    r  ^  a est  parcourue  par  un  mobile  suivant  la  loi  des  aires.  Trouver  la  force  qui    le 

sollicite. 

7469.  —  Un  point  M  décrit  une  parabole  en  étant  soumis  à  deux  forces  :  l'une  dirigée  suivant  le  rayon  vecteur  qui  part 
du  foyer  et  égale  à  ce  rayon  vecteur,  l'autre  de  grandeur  inconnue  et  dirigée  suivant  une  parallèle  à  l'axe.  Déterminer  la 
valeur  de  cette  force. 

7470.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloide.  Réaction. 

7471.  —  On  écarte  un  pendule  de  sa  position  d'équilibre  et  on  le  renvoie  vers  le  bas  avec  une  vitesse  Vn.  Quelle  doit 
être  cette  vitesse  pour  qu'il  arrive  au  point  le  plus  haut  du  cercle  ? 

7472.  —  On  donne  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oij,  un  point  A  sur  Ox  et  un  point  B  sur  Oy.  Un  mobile  M,  attiré 
par  le  centre  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance,  est  lancé  du  point  A  avec  une  vitesse  Va  faisant  un  angle  a  avec  Ox. 
Déterminer  a  de  façon  que  le  mobile  passe  au  point  B. 

7473.  —  Un  mobile  décrit  une  circonférence  suivant  la  loi  des  aires  par  rapport  a.  un  point  pris  sur  la  circonférence. 
Déterminer  la  force  qui  produit  ce  mouvement. 

7474. —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  axe  fixe  proportionnellement  î*  sa  distance  à  cet  axe.  La  vitesse  initiale 
est  supposée  dans  un  même  plan  avec  l'axe. 

7475.  —  On  donne  un  demi-cercle  vertical  situé  au-dessous  de  son  diamètre  AB  supposé  horizontal.  Soit  OC  le  rayon 
vertical  et  O.M  un  rayon  faisant  l'angle  a  avec  OC.  Un  point  mobile  assujetti  à  décrire  0.\1  est  abandonné  en  0  sans  vitesse 
initiale.  Déterminer  a  de  façon  qu'il  arrive  au  point  M  avec  une  vitesse  moitié  de  celle  qu'il  aurait  au  point  C  s'il  tombait 
suivant  la  verticale  OC. 

7476.—  Un  point  matériel  décrit  une  hyperbole  équilatère  sous  l'action  d'une  force  parallèle  à  une  asymptote.  Calculer 
cette  force  et  étudier  le  mouvement. 

7477.  —  Un  point  matériel  est  mobile  sur  une  hélice  ;  il  est  attiré  par  une  force  passant  par  un  point  fixe  de  Taxe  et 
égale  à  sa  distance  au  point  fixe.  Calculer  le  travail  de  cette  force  quand  le  point  décrit  une  spire  d'hélice. 

7478.  —  On  donne  un  triangle  ABC  rectangle  en  \,  AB  étant  horizontale  et  AC  verticale.  Trouver  sur  l'hypoténuse  BC 
un  point  M  tel  qu'un  point  pesant  décrive  AM  et  AC  dans  le  même  temps. 

7479.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloide. 

7480.  —  On  considère  le  champ  de  forces   X  =  —  ay,  Y  =  [jlx,   Z  =  \3.li.  Trouver  les  lignes  de  force. 


VIII.  —  Statique. 

7481.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  assujetti  à  rester  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  horizontal. 
Il  y  a  frottement. 

7482.  —  Dans  un  plan  vertical  on  donne  un  disque  circulaire  pesant  reposant  sur  une  horizontale.  En  deux  points  A  et  B 
du  contour  sont  appliqués  des  points  P  et  Q.  Position  d'équilibre  du  disque. 

7483.  —  Une  tige  rigide  AD  est  articulée  en  A  sans  frottement  et  mobile  dans  le  plan  du  tableau.  Au  milieu  B  de  AD 

AD 
est  articulée  sans  frottement  une  autre  tige  BG  =  -—~>     dont  l'extrémité  C  est  mobile  avec  frotlement  sur  la  verticale  du 

point  A.  EquiUbre  du  système  quand  on  applique  en    D  un  point   P.  On  négligera  le  poids  des  tiges. 

7484.  —  Equilibre  d'une  poulie  infiniment  petite  supportant  un  poids  p  et  mobile  le  long  d'un  fil  attaché  par  ses  extré- 
mités en  deux  points  à  des  niveaux  différents. 

7485.  —Centre  de  gravité  d'un  segment  de  parabole. 

7486.  —  frouver  le  centre  de  gravité  de  la  surface  d'un  tétraèdre. 

7487.  —  Réduire  un  système  de  forces  à  une  force  et  un  couple,  l'angle  de  la  force  et  de  l'axe  du  couple  étant  donné. 

7488.  —  Equilibre  d'un  point  pesant  avec  frottement  sur  un  paraboloïde  elliptique  à  axe  vertical. 

7489.  —  On  construit  sur  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  des  carrés  en  dehors  du  triangle.  Trouver  le  centre  de  gravité 
de  l'aire  formée  par  le  triangle  et  ces  carrés. 

7490.  —  Etant  donné  un  axe  de  moment  nul  par  rapport  à  un  système  de  forces,  on  peut  réduire  ce  système  à  deux 
forces  appliquées  en  deux  points  de  l'axe. 

7491.  —  Montrer  que  la  résultante  de  deux  forces  situées  dans  un  même  plan  passe  par  un  point  fixe  quaiJ  les  forces 
tournent  d'un  même  angle  autour  de  leurs  points  d'application. 

7492.  —  Axe  central  d'un  système  de  trois  forces. 

7493.  —  Un  point  matériel  pesant  repose  sur  un  plan  horizontal,  attaché  à  un  lil  élastique  dont  l'autre  extrémité  est 
fixe  sur  le  plan.  On  suppose  que  la  tension  du  fil  est  proportionnelle  à.  son  allongement.  Trouver  les  plages  d'équilibre  du 
point,  en  supposant  qu'il  y  ait  frottement. 

7494.  —  Démontrer  que  tout  système  de  forces  peut  être  remplacé  par  six  forces  dirigées  suivant  les  arêtes  d'un 
tétraèdre  et  que  cette  décomposition  n'est  possible  que  d'une  seule  manière. 
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7495.  —  Trouver  les  positions  d'équilibre  d'une  barre  pesante  AB  dont  les  extrémités  reposent  sur  un  cercle  situé 
dans  un  plan  vertical.  On  suppose  qu'il  y  a  frottement  en  l'une  des  extrémités  seulement. 

7496  —  On  consiiière  une  échelle  AU  appuyée  en  A  sur  le  plan  horizontal  et  en  B  sur  un  mur  vertical.  Une  corde  AC 
est  attachée  à  la  partie  intérieure  A  de  l'échelle  et  au  mur.  Calculer  la  tension  de  la  corde  en  fonction  de  la  position  dune 
personne  sur  l'échelle. 

7497.  —  Peut-on  réduire  un  système  de  forces  h  deux  forces  rectangulaires"? 

7498.  —  Un  corps  solide  est  soumis  à  un  système  de  forces.  On  veut  le  maintenir  en  équilibre  en  fixant  deux  points. 
Comment  faut-il  choisir  ces  deux  points  ? 

Une  barre  pesante  OA  tourne  autour  du  point  0  dans  un  plan  vertical.  L'extrémité  mobile  A  est 
attachée  à  un  fil  qui  passe  sur  une  poulie  infiniment  petite  située  sur  la  verticale  du  point  0  en  un  point  B 
tel  que    OB  =  OA.     A  ce  fil  est  attaché  un  poids  P.  Calculer  ce  poids  pour  qu'il  y  ait  équililire. 

7499.  —  Centre  de  gravité  d'un  arc  d'hélice,  d'un  arceau  de  cyclo'ide. 

7500.  —  Trouver  les  conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide  assujetti  à  toucher  une  droite  fixe  en  un 
point  fixe- 

7501.  — Sur  un  fil  attaché  en  deux  points  A  et  15  glisse  un  anneau  G  auquel  est  suspendu  un  poids 

P.  Trouver  la  position  d'équilibre. 

X  —  Xo  y  —  !/o         •î  —  «0 

7502.  —Trouver  le  moment  de  la  force  (X,Y,Z)  par  rapport  à  la  droite    ^=  — r-^ —  = . 

a  P  Y 

7503.  —  On  connaît  le  moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  un  point  0,  trouver  le  moment  du  même  vecteur  par  rap- 
port à  un  autre  point  0'. 

7504.  —  On  donne  un  polygone  plan  ou  gauche  ABC...L  sur  les  côtés  duquel  sont  appliquées  des  forces  représentées 
par  les  vecteurs  AB,  BC,  ...  LA.  Faire  la  réduction  de  ce  système  de  forces. 

7505.  —  Trouver  la  position  d'équilibre  d'une  barre  pesante  AB  dont  les  extrémités 
reposent  sur  les  côtés  d'un  angle  xOy  situés  dans  un  plan  vertical  et  faisant  les  angles  a  et 
â  avec  l'horizontale. 
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1828.  —  On  considère  trois  coniques  G,  G'  et  G"  ayant  deux  tangentes  comnnunes  a  et  &  et  on  demande  : 
1»  L'enveloppe  des  droites  A  telles  que  leurs  pôles  par  rapporta  G,  G',  G"  soient  en  ligne   droite.     Soit    Ai 

cette  droite. 

2°  On  demande  aussi  l'enveloppe  des  droites  Ai,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  A  avec  A). 

30  On  demande  en  outre  l'enveloppe  de  l'enveloppe  de  A  et  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  A  et  Ai  quand 
G  et  (7  restant  fixes,  G"  varie. 

LiTON. 

1829.  — Une  droite  mobile  MM'  s'appuie,  en  M  et  en  .M',  sur  deux  droites  fixes,  D  et  D',  et  reste  perpen- 
diculaire k  la  droite  D.  Montrer,  qu'en  désignant  par  V  l'angle  des  deux  plans  DMM'  et  D'M'M,  on  a 

MM'  tg  V  =  c'°. 

J,   Haag. 

1830.  —  Une  horloge  est  commandée  par  un  balancier  formé  d'une  tige  cylindrique  en  acier,  non 
aimantée,  de  longueur  2a  =  loOcm,  suspendue  par  une  de  ses  extrémités  et  oscillant  dans  le  plan  du  méri- 
dien magnétique.  L'horloge,  dans  ces  conditions,  a  une  marche  exacte.  On  donne  au  balancier  une  aimantation 
longitudinale  d'intensité  I  ==  2!j0  G.  G.  S.,  pôle  sud  en  haut,  pôle  nord  en  bas.  De  combien  l'horloge  avance- 
l-eile  maintenant  par  jour? 

Iticidemmenl,  on  calculera  l'angle  que  la  nouvelle  position  d'équilibre  du  balancier  fait  avec  la  verticale  ; 
cet  angle  est  petit  ;  on  négligera  les  quantités  qui  sont  de  l'ordre  de  son  carré. 
Composante  horizontale  du  champ  magnéti(|uc  terrestre  :     H  =  0,20. 
Composante  verlicale  :     7-  =  0,42. 
Accélération  de  la  pesanteur  :    g  ■=.  98i. 
7200 


Densité  de  l'acier 


98  i 
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1755.  —  On  considère  la  fonction 

sin  x 

y  = ' 

X 

et  on  demande: 

1°  De  former  Véquation  différentielle  linéaire  du  second  ordre  à  laquelle  elle  satisfait,  puis   d'intégrer 
celle  équation  différentielle  ; 

2°  De  former  le  faisceau  des  courbes  intégrales  qui  passent  au  point     x  =  tc,     y  =  —  1 ,     et  de  trouver 

sin  X 
le  lieu  des  points  d'inflexion  de  ces  courbes.   Montrer  que  ceux  de  la  courbe      y  =  ■     sont  sur  une 

courbe  algébrique  du  sixième  degré. 
3°  Trouver  les  séries  de  la  forme 

h  «0  +  ^1^  +  ^a^    +  ■  •  ■  H-  anX"  -\ 

qui  satisfont  à  l'équation  différentielle  et  expliquer  le  résultat  obtenu. 

sin  X 

1.  Si  on  pose     j/  =  '     on  en  déduit    xy  =  sinx,     et,  par  suite 

d^(xy) 

— r-~   =  —  Sin  X  ; 
dx^ 

ceci  nous  donne 

xy"  -I-  2y'  =  —  xy  ou  xy"  4-  2y'  -\-  xy  =  0. 

Telle  est  l'équation  diOerentielle  demandée. 

Le  calcul  même  que  nous  venons  de  l'aire  nous  montre  que 

d'ixy) 

est  une  des  (ormes  de  l'équation  différentielle  ;   donc,  en  posant      u  =  xy,      nous  avons   à   intégrer 
l'équation  différentielle  bien  connue 

d-'u 

celle-ci  admet  la  solution  générale 

u  =  A  cos  X -+- B  sin  a;, 

et  l'intégrale  générale  de  l'équation  envisagée  est 

AcosxH-B  sinx" 

?/  = ' 

x 

A  et  B  étant  deux  constantes  arbitraires. 

2.  Pour    a;  =  TT,     nous  avons 

A 

î/  =  — —  ; 
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si  donc     y  —  —  1,     la  constante  A  est  égale  à  r  et  l'on  a 

•71  coso;-!-  )-sin  x 

y  = ' 

x 
l  étant  une  constante  arbitraire.  En  un  point  d'inflexion,  on  a   y"  =  0,    c'est-à-dire    ^i/ -\-xy  =  0;    or 

a;(Acosa?  —  Trsinx)  —  ttcosx  —  X  sin  x 

y'  =  L. , 


y'  = 


Xcosa? — TTsina-        y 


X  X 

Nous  déduisons  de  là,  en  annulant  2t/'-+-  xy^ 

2X  cos  X  —  ÎTT  sin  a?  —  2?/  H-  ^'^y  =  0, 


et,  comme 


XXj 


-  cos  X 


sm  X 


nous  avons  immédiatement  l'équation  du  lieu  des  points  d'inflexion 

2  cotg  a:(a!.-y  —  Kcosar)  — Stt  sin  x-^y{x-  —  "i)  =  0, 


y  = 


(ï^ —  2)  sin  X  -\-'2x  cos  x 

Pour  construire  cette  courbe,  il  faut  étudier  la  fonction  qui  est  au  dénominateur  de  y 

z  =  (x-  —  2)  sin  j^  -H  2x  cos  X . 
Cherchons  d'abord  les  raci- 
nes de  cette  fonction,  c'est-à-dire 
les  racines  de  l'équation 
-2a- 


1 

y 

1 . 

1 

.'  i 

i] 

l/f 

1 

i! 

1        '           1 

J 

/ 

1 

1              / 

!         / 
/ 

1      / 

'  ! 
1 

1/          1 

/ 

1  /' 

! 

1       / 
1       / 
1      / 
1      / 

1    1 

1                     2    I 

/// 
(  1 

il 

1 1 

1 1 
1 1 

0 

v^ 

!  Tl 
1  2 

!        / 

/ 

1      1 

1     ( 

/m 

/      i 
/        1 

1  3K 

1 
1 

'        1 
1       / 
1       / 

1     , 

1               '  I 

1               1 1 
I               1 1 

1                         M 

1 
1 

f 

/      j 

1   ; 
1  / 

1  ' 
1  ' 

I  • 

11 

I I 
II 
i| 
II 
II 

igx  = 


2  —  .r"' 

La    courbe      y  =  Igx      se 
construit  immédiatemenl  ;  reste 
à  construire  la  courbe 
'■>x 


y 


2  —  x'' 
La  dérivée  de  celte  fonction 


est 


y 


2(1 


(2  -  xy 
elle  est  toujours  positive,  la 
fonction  est  toujours  croissante  ; 
elle  est  nulle  pour  x  =  =fi  oo 
et  pour  X  =  0,  la  tangente  à 
'*''^'-  Porigine   est  la  droite      y  =  x; 

enlin  la  fonction  est  infinie  pour    x  =  ±  /î. 

En  remarquant  en  outre  que  l'origine  est  un  centre  de  la  courbe,  on  peut  tracer  celte  courbe  avec 
une  approximation  suffisanlc  :  elle  est  en  trait  plein  sur  la  fiirure,  et  la  courbe  //  =  tg.r  en  trait 
pointillé  ((ig.  I). 

Nous  voyons  de  suite  (|ue  les  doux  courbes  se  coupent  en  une  infinité  de  points:  pour     .r  =  0, 

-  -'^ 

entre   —  et  r.     —  et  27t,  (>lc. 
2  ^ 
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Nous  allons  d'ailleurs  retrouver  autrement  tous  ces    résultats   en    étudiant  les  variations   de  z. 

Nous  avons 

z'  =  X^  COS  X, 

et  nous  voyons  de  suite  que  cette  quantité  change  de 
signe  aux  points 

TT  -K  3- 


elle  est  positive  de 


négative  de  —   à 


etc. 


Fig.  2. 


La  courbe  est  figurée  à  côté  ;  on  voit  de  suite  que 
les  valeurs  numériques  des  ordonnées  aux  points  maxi- 
mums et  minimums  vont  en   croissant  très  rapidement  et  que  les  zéros  de  la  fonction  sont  dans  les 
intervalles  signalés. 

9- 

La  fonction     y  =  -^^    varie  alors  en  sens  contraire  de  la  fonction;;  elle  a  une  infinité  d'asymp- 
totes parallèles  à  Oj/  et  ses  ordonnées  maximums  et  minimums  vont  en   diminuant  rapidement  (fig.  3). 

Si  on  remplace  u  par  zéro  et  X  par  1  dans  les 
calculs  précédents,  on  obtient  les  points  d'inflexion 

sin  X 

de  la  courbe    y  = On  trouve  ainsi 

^  X 

[x^  —  2)  sin  X -h'ix  cos  x  =  0, 

et,  comme  sin  x  =.  xy, 

y 


Fis.  3. 


Ecrivons  que 


nous  aurons 


y(a?2  —  2)  -H  2  cos  x  =  0. 
sin^  X -+-  cos^  X  ^  i, 


Fi;?-  4. 


x'y- 


y%x^  —  2Y 


ou  iy"(x'^  -4-  4)  =  4. 

Telle  est  la  courbe  algébrique  du  sixième  degré  qui  porte  les  points  d'inflexion  de  la  courbe 


sm  X 


y  = 


Elle  se  construit  immédiatement  (fig.  4). 


3.  Pour  traiter  la  deuxième  partie,  il  suffit  de  remplacer  y,  y'  et  y"  par 


Uq  -h  UiX  -\-  UiX^ 


a„x» 
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r  +  "i  +  'ia^x-\ hna„x"-*H , 


2g_, 


2a, 


n(/(  —  l)a„x"" 


dans  l'équation  différentielle 

xy"  H- 2y' -f- xy  =  0, 

et  d'annuler  identiquement  les  coefficients  des  différentes  puissances  de   x.   On  trouve  ainsi  successi- 
vement 2a_,  —  2a_,  =  0, 

2ai  4-  a_,  =  0, 

6a2  -I-  Og  =  0, 


on  en  déduit  de  suite 

a— 

a<  =  — 


(n  +  l)(n  +  2)a„+,  +  a„_^  =  0, 


02  =  — 


a,  = 


1.2  "^  1.2.3  "'       1.2.3.4 

et,  par  suite,  la  solution  générale  de  l'équation  différentielle  est 


04   = 


1.2.3.4.5 


1  X 

a_,[ 


X        1.2        1.2.3.4 


^Oo      1  — 


1.2.3        1.2.3.4.5 


c'est  bien 


cosa?  sm  x 


c'est-à-dire  la  solution  générale  déjà  trouvée. 

L.  SIMON,  à  Cliâlons-sur-Marne,  et  AMBLARD,  à  Ruines. 

Bonnes  solutions  :  MM.  G.  Graimh  ;   A.   Ddby,  à  Dijon  ;  A.  Gandoii»;  J.  Fittb,  à  Azllle  :  J .  Bing,  à  Toul  :   Mika.ntk,  à  Alger  ; 
G.  Lach,  ;'i  Denain  ;  J.-D.  Dukaut,  à  l'oitiers  ;  G.  Foucry,  à  Keims;  H.    Jangis. 
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1764.  —  On  considère  une  courbe  (C)  rapportée  à  deux  aces  rectangulaires  Ox  et  Oj/,   un  point  M  de 
.|.       cette  courbe  et  la  normale  en  M,  qui  rencontre  l'axe  des  x  au  point  N;  on  considère  en 
outre  le  centre  de  courbure  C  et  la  parallèle  GT  à  Oy,  qui  rencontre  la  tangente  en  T. 
1"  Déterminer  les  courbes  (G)  de  façon  que  l'on  ait  toujours 

20N  =  GT. 
2°  Trouver  les  lieux  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  par  le  point  0  aux 
coutbes  (G). 

3'  Ces  lieux  constituent  une  famille  de  courbes  à  un  paramètre,  dont  on  demande 
les  trajectoires  orthogonales. 

i°  Soit    X  cos  a  -h  (/  sin  a  —  /;  =  0,     où  p  désigne  une  fonction  de  a,  l'équation  de  la  tangente  à  la 
courbe  proposée. 
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La  normale  a  pour  équation 

—  X  sin  a  4-  y  cos  a  —  p'  =  0, 
et  la  normale  à  la  développée, 

—  X  cos  a  —  ?/  sin  a  —  2?"  =  0. 

Les  coordonnées  du  centre  de  courbure  sont  donc 

(G)  xc  =  —  p'  sin  a  —  p"  cos  a,  ]jc  =  p'  cos  a  —  p"  sin  a. 

j9   jr^p    COS    2t 

D'autre  part,  l'y  du  point  Testdonné  par     j/r  =  -^- ^ 1     et  le  segment  CT,  r/x  —  ?/c,  estégal 


p— xccosa  p  +  p  .  ,  nxT         ■"? 

^  î/c  =  -^— : — —  '  en  outre  ON  — 


sm  a  sm  a  sm  a 

La  relation     2  ON  =  GT  se  réduit  donc  à 

p"  H- 2p' H- p  =  0, 
et  la  solution  générale  de  cette  équation  différentielle  est 

p  =  (Xa  +  ii)e-'', 
A  et  fx  étant  des  constantes  arbitraires. 

La  podaire  de  la  courbe  par  rapport  à  l'origine  a  donc  pour  équation  générale,  en  coordonnées 
polaires, 

p  =  (X(o  H-  n)e-'^, 

et  les  équations  paramétriques  de  la  courbe  proposée  sont 

X  =  p  cos  a  —  p'  sin  a,  y  =  P  si'^  '^  +  p'  cos  a, 

ou 

X  =  [(^3t-h  [jt)  COSa  +  (Xa  H-  [Ji  — X)  sinaJe-%  y  =  [(Xa-H  fJi)  sin  a  —  (Xa -f- [i.  —  X)  cos  a]e~^. 

2»  Pour  que  la  tangente  passe  à  l'origine,  il  faut  que    p  =  0,     (î'est-à-dire     a  = — ,    et  1  a;  et 

A 

Vy  du  point  M  sont 

X  =  —  X  sin  a  e~~^,  y  =  X  cos  a  e~", 

où   X   désigne  une  constante  arbitraire  et  a  le  paramètre  du  point  M  qui  décrit  le  lieu.   En  posant 
w  =  a  -h  —  5     les  équations  du  lieu  s  écrivent 

-"--10  ^  .  -^-0) 

X  =  k  cos  (.0  e  -       ,  y  =  X  sin  w  e  - 

Ge  lieu  est  une  spirale  dont  l'équation  polaire  est 

p  =Xe^"". 

On  trouve  donc  ainsi  une  intinité  de  spirales  logarithmiques   homothétiques  par  rapport  à  l'ori- 
gine, dont  l'équation  est 

p  =:  Ge~'^ 

L'équation  différentielle  de  ces  spirales  est  p  h-  p'  =  0. 

0  o' 

3°  Nous  passerons  à  l'équation  différentielle  des  courbes  orthogonales  en  changeant    -^  en —  -^— > 

?  ? 

ce  qui  nous  donne 

p'  —  p  =  0  ; 
d'où 

P  =  Ce^. 
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Ce  sont  des  spirales  symétriques  des  précédentes  par  rapport  à  Oj:.  Ce  dernier  résultat  était  d'ailleurs 
évident  une  fois  le  second  connu. 


Solutions  satisfaisantes  :  MM-  Honnêteté,  à  Dinan  :  P.  Névéjans,  à  Douai. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1831.  —  1°  Montrer  que  la  tonction    y  ^  ch  nt    de    a;  =  eh  t    satisfait  à  l'équation  différentielle 

I''-')  ^--è -»""  =  «• 

Transformer  cette  équation  par  la  substitution    x=cht    et  intégrer. 

20  ch  nt  est  un  polynôme  entier  en  x  et  de  degré  n.  Trouver  ce  polynôme  à  l'aide  de  l'équation  différentielle 

précédente.  Montrer  que  ce  polynôme  en   a;  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre 

—  J  et4-  1.     Calculei'  ces  racines. 

1832.  —  Etant  donnés  deux  cercles  tangents  en  0  el  de  centres  C  et  C ,  on  mène 
deux  droites  OA  et  OB,  également  inclinées  sur  CC  et  rencontrant  le  premier  cercle  en 
A  et  le  second  en  B. 

1'  Lieu  du  milieu  de  AB  quand  on  fait  varier  l'inclinaison  commune  de  OA  et  08 
sur  ce. 
2»  Enveloppe  de  la  droite  AB.  V.  H. 

1833.  —  Un  mélange  de  chlorures  de  phosphore  et  d'arsenic  pesant  9^,84  est  dissous  dans  un  excès  d'eau. 
De  la  liqueur  ainsi  obtenue  on  fait  deux  parts  égales. 

La  première  part  sert  à  déterminer  la  composition  du  mélange.  A  cet  effet,  on  la  colore  avec  quelques 
gouttes  d'hélianthine  et  on  y  verse  une  dissolution  titrée  de  soude  jusqu'à  virage  qui  se  produit  quand  on  a 
employé  120  millimoiécules  de  soude  ;  puis  on  ajoute  de  la  phtaléine  et  on  continue  de  verser  de  la  soude  jus- 
qu'à nouveau  virage  qui  se  produit  quand  on  a  employé  encore  20  millimoiécules.  Comme  contrôle,  on  verse 
encore  une  dissolution  acide  de  permanganate  de  potassium  qui  cesse  de  se  décolorer  quand  on  en  a  versé 
10  millimoiécules. 

Etant  maintenant  f\\é  sur  la  composition  de  la  liqueur,  on  ajoute  à  la  deuxième  part  un  excès  d'azotate 
d'argent;  il  se  forme  un  précipité,  quelle  est  sa  nature  et  son  poids?  Dans  la  liqueur  filtrée,  on  ajoute  peu  à 
peu  et  indéfiniment  de  l'ammoniaque.  Quelles  sont  les  actions  successives  qui  se  produisent? 


nAP-LK-nrc.  —  imp.  coMTK-jACoofcT  Lr  l{édactevr-Gér(int  :  II.  VL'IBEKT. 
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5  I. 


COURBES  GAUCHES. 


Formules  de  Frenet.  —  1.  —  Considérons  une  courbe  gauche  et  prenons  comme  variable  l'arc  s  de  la 
courbe.  Les  coordonnées  x,  y,  z  d'un  point,  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  en  ce  point  a,  p,  y;  ceux  de 
la  normale  principale  ou   normale  du  plan   osculateur    a',  ^',  y'  ;    ceux  de    la    binormale   ou    normale    au 

plan   osculateur  a",  6",  y'  sont  des   fonctions  de   6-.   On  a  d'ailleurs  immédiatement    a  zr  —,     B  =  --^, 

ds  ds 

Y  =-T--     Le  rapport  de  l'arc  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins  à  langle  des  tangentes  en  ces  points 

s'appelle  rayon  de  courbuio,  R.  On  sait  d'autre  part  que  ce  rayon  de  courbure  est  porté  sur  la  normale  princi- 
pale dans  un  sens  convenable,  ce  qui  permet  de  définir  le  centre  de  courbure,  et  est  donnéen  valeur  absolue  par 

R2  ~  \  ds')         \  ds  )         \ds)   ~  Ws2  ;   ^  \   ds-^  )   "^  \  H^)  ■ 
Le  rapport  de  l'arc  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins  à  l'angle  des  plans  osculateurs  en  ces  points, 
ou  si  l'on  veut,  à  l'angle  des  binormales,   s'appelle  rayon  de  torsion  T.  On  a   donc,  par  un  calcul  analogue  au 
précédent, 

1  _  (  ^f^Y    ( _^p"  Y    ^  ^^^'" 

T2"  ~  ['dT)    "^  \d7) 

2.  —Il  existe  pour  calculer  les  dérivées  par  rapporta  s  des  neuf  cosinus  directeurs  a,  p,  ...  y"  des  formules 
simples  que  nous  allons  établir. 

Remarquons  d'abord  que,  d'après  l'équation  du  plan  osculateur  mise  sous  sa  forme  habituelle  de  détermi- 
nant, a",  P",  y"  sont  proportionnels  aux  trois  déterminants  tels  que 

dy         dz 

dy    d^z  _  dz_  d^  —  r.  Al  _ .,  !!ï. 
ds    ds"         ds     ds'  as        '    ds 


±CY 

ds  I 


ds 

dhj 


On  a  alors  pour 


ds- 
ds 


ds 
d^z. 

ds' 


Al 

ds 


(en  désignant  par  1  la  somme  de  trois  teimes  analogues  au  premier) 
do 

V   . 

"^  ds 
doL 
ds 


Cette  dernière  relation  se  déduit  par  dérivation    de  a^-i-fi- 

dy 


1.     Ces  formules   sont  aussi   vérifiées 


si  l'on  substitue  a',  ji',  y'  à     —  ,     — ■-,     -^  ,     car  elles  expriment  que  la  normale  principale  est  perpendicu- 
laire à  la  binormale  et  à  la  tangente.  On  en  déduit 


da 

d^^ 

dy 

ds 

ds 

ds 

a' 

-     'p'    - 

i 

{')  Nous  avons  pensé  qu'il  ne  serait  pas  inutile  de  grouper,  pour  les  élèves  de  Matliématiques  spéciales,  tout  ce  qui,  dans 
leur  programme,  concerne  les  propriétés  infinitésimales  des  combes  gauches  et  des  surfaces.  M.  A.  Sainte-laguë  a  bien  voulu 
se  charger  de  cet  article  et  nous  nous  empressons  de  le  publier.  iV.  d.  l.  li. 
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on,  en  élevant  au  carré  et  ajoutant  les  numérateurs  entre  eux  et  les  dénominateurs  entre  eux,  on  trouve  pour 
valeur  commune  de  ces  rapports  ±  y -jp-  =  ±  — •  En  portant  sur  la  normale  principale  un  sens  conve- 
nable on  peut  prendre  le  signe  +,  et  Ton  trouve  alors 

_(/a   _   o^  d^   _   ^'  dj  _  Y 

ds    ~  'r'  "rfT^R"'  Is  ~  h' 

Ce  sont  là  les  trois  premières  formules  de  Frenet. 

Dérivons  maintenant  les  deux  formules    Sa"^  =  i     et    ï!a"  a  =  0,     on  obtient 

„  da."   _  ^  „  di        ^     do!'  _ 

ds  '  ""      ds        ""     ds 

iMais  la  deuxième  s'écrit,  d'après  les  formules  de  Frenet  déjà  obtenues, 

^  n  *'  do!'        ^     do!' 

Sa h  Xa =  Za  —   =  0, 

R^  ^     ds  ds 

et  l'on  en  déduit,  par  des  rapports  analogues  à  ceux  qui  ont  déjà  été  écrits. 

da!'         rfâ"        _Jf' 

ds  ds  ds 

et  par  suite 

da"  _   a'  d'^"         fî'  dy"   _    y' 

'ds~  ~  T'  ~di—Y'  IT  ~  Y' 

second  groupe  de  fonmdes  de  Frenet. 

Quant  aux  dernières  formules  on  les  obtient  immédiatement  à  l'aide  des  premières  en  dérivant  les  relations 
telles  que    a'  =  yjâ"  —  ^y"-     ce  qui  donne 

ds         '^     R  ^  '     T         '     ï         ^     R    ~         H  T  ' 

d'où  les  trois  dernières  formules  de  Frenet   : 

da.' a _a^  c?^'  _  Jî  [î"  ^^y'    _         _y y^ 

di  ~      R        T  '  "rfT  ~"  —  TT  ~  T'  "^  ~  ~  TT  ~  T  ■ 

Nous  ne  donnerons  qu'une  seule  application  de  ces  foriuules. 

3.   Cherchons  à  grouper  les  normales  aux  divers   points  d'une  courbe  yauclie  de   façon  qu'elles  soient  tan- 
gentes à  une  même  courbe,  appelée  développée,  ce  qui  revient  à  dire  quelles  forment  une  surface  développable 
Il  existe  alors  un  point  (x',  y',  z')  du  plan  normal  tel  que  la  tangente  à  la  courbe  qu'il  décrit  soit  la  droite 
qui  le  joint  au  point  (x,  y,  z)  de  la  courbe  donnée.  On  doit  donc  avoir 

dx'      dy'       dz' 

x'  —  X   ~    y'  —  y    ~   z'  —  z  ' 
Mais,  en  désignant  par  a,  b  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  à  la  normale  principale  et  à  la  binormale, 
on  a     »'  =  aj  H- aa' -+- &a"    et  deux  formules  analogues.  En  les  diflférentiant.  on  doit  donc  avoir 
dx  +  adoL'  +  a'da  +  bda"  4-  a!'db    _    dy  +  ad'^'  -t-  ^p'da  -f-  bd'i^"  H-  ^i>"db    _         _  .   . 
ao.'-\-ba.'  a^'-f-6S' 

(/t  ayant  une  valeur  convenable),  ou,  d'après  les  formules  de  Frenet. 

/        ^  ^"  \         t   d'i        ,    o!         „  db         ,   ,     ,       ,   „> 

et  deux  égalités  analogues.  Ces  équations  ne  peuvent  être  vérifiées  que  si  les  coefficients  de  a,  a',  a"  sont 
nuls,  ce  qui  donne 

i         "  ^'^         ^  ,        r.  db  a         , ,        ^ 

La  première  s'écrit  :  a  =  R  et  montre  que  le  point  {x',  if,  z')  est  sur  la  droite  polaire,  c'est  à-diro  sur  la 
parallèle  à  la  binormale  qui  passe  par  le  centre  de  courbure.  Par  élimination  de  k  les  deux  autres  donnent, 
en  tenant  compte  de    a  =  H, 

n.db  —  b.dR   _   ds_ 

OU,  en  intégrant, 


'■''^¥  =  /^-Y"+C"^e  +  c. 


6  étant  une  fonclion  convenable  de  s.  Cette  formule  résout  le  problème  par  une  quadrature.  On  peut  récrire 

é  =  R  tg  (0  +  G), 
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I 


qui  montre  que  l'angle  de  la  tangenle  à  la  développée  avec  la  normale  principale  est    0  +  C.     On  voit  que  pour 
les  diverses  développées  il  suffira  d'augmenter  0  d'un  angle  constant.  Donc  : 

Deux  développées  se  déduisenl  l'une  de  l'auLre  par  une  rotation  d'un  anrjle  constant  de  toutes  Us  normales 
autour  de  leur  pied  et  inversement  une  telle  rotation  permet  de  passer  d'une  développée  à  toutes  les  autres. 

§  II.  —  SURFACES    EN    GÉNÉRAL. 

Lignes  de  courbure.  —  4.  —Passons  maintenant  à  l'étude  des  surfaces  et  des  courbes  tracées  sur  ces 
surfaces.  Prenons  une  telle  surface  sous  la  forme  z  =  f\x,  y)  et  posons,  d'après  des  notations  souvent 
employées  ('), 

Les  paramètres  dii-ecteurs  de  la  normale  à  la  surface  au  point  (.r,  //,  z)  sont    —  p, — q,  1     et  les  cosinus 

directeurs  s'en  déduisent  par  division  par    \/p--\-  g^  +  i .    si  a,  p,  -  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente 

à  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface,  on  a 

ap-hpq  —  Y  =  0' 

celte  tangente  devant  se  trouver  dans  le  plan  tangent. 

Etudions  la  courbure  de  toutes  les  courbes  passant  sur  la  surface  au  point  considéré  et  pour  cela  prenons 

l'une  d'elles  et  considérons  tout  le  long  de  cette  courbe    a,  [3,  y,  p,  q    comme  fonctions  de  l'arc  6-  delà  courbe. 

Différentions  la  relation  ci-dessus  par  rapport  a  s.  On  obtient 

oL.dp  -+-  ^ .  dq  -\- p .  d(x  +  q  ■  d^  —  dy  =  0 . 

Appliquons  les  formules  de  Frenet  en  remarquant  que 

dp  =  r.dx-\-s.dy  =  {rx  -h  s^) .  ds  et  que  dq  =  s .dx  -+-  t.dy  =  (sa  +  lp).ds, 

pa.'  -\-  qp'  —  Y  -+-  U(ra-  +  2sa.p  -+- 1<^^-)  =  0. 

Mais    0    désignant  l'angle    de   la   normale   à   la  surface  avec  la    normale  principale   à    la  courbe,    on   a 

y'  —  P^'  —  9P' 
cos  6  =  — ,  .  — .  ■      et  par  suite  la  formule  ci-dessus  peut  s'écrire 

\/ [  -\-  p- -h  q'^  ^ 

cos  0  ra- -h  2sa^ -h  tl^- 

R     ~     v/i  -t-  p2  -^r^i 

En  particulier  toutes  les  <;ourbes  ayant  même  plan  osculateur  au  point  considéré  ont  même  ravon  de 
courbure.  11  suffit  donc  de  se  borner  à  l'étude  des  sections  planes.  De  plus,  pour  toutes  les  courbes  ayant  même 
tangente,  a,  [i,  y  gardent  les  mêmes  valeurs  et  l'on  a 

cos  0         cos  0'  _, 

-R-  =  -^^  =  .    ..=  et  , 

ce  qui  donne  le  théorème  de  Mcusnier  que  nous  ne  rappellerons  pas  davantage.  On  se  ramène  ainsi  à  l'étude  des 
sections  normales  pour  lesquelles    cos  6=1     et  l'on  a  par  suite 

1  ra-4--2saB  +  <62 


R  v/l  -hp^-hq'^ 

Si,  en  particulier,  le  point  {x,  y,  z)  est  pris  pour  origine  des  coordonnées,  le  plan  tangent  en  ce  point  étant  le 
plan  xOy{p  =  q  =:0),  le  second  membre  devient  ra- -+- 2sa.^  +  t<^'^  et  l'étude  de  cette  formule  est  classique  et 
fournit  les  diverses  propriétés  de  Vindicatrice  d'Euler  sur  lesquelles  nous  n'insisterons  pas  davantage. 

3 
Si    ra'''  -i-2sa^  +  t'^'^    s'annule  pour  des  valeurs  réelles  de  —  ,  la  direction  correspondante  donne  des  courbes 

admettant  le  point  donné  comme  point  d'inflexion.  Rappelons  encore  que  cette  formule  définit  deux  directions 
rectangulaires,  pour  lesquelles  R  est  maximum  ou  minimum.  Cherchons  ces  directions  dans  le  cas  général.  Il 
suffit  de  remarquer  que  la  différentielle  de    rofi -\- 2soiP -\- tf^^    est  alors  nulle  et  que  l'on  a  par  suite 

roidx -^  s{ad<^  +  [ida)  +  t^dl^  =  0. 
Mais  d'autre  part,  en  ditférentiant  la  relation  identique, 

(pa  -+-  ^y^)2  =  y^  =  1  -   a'-  —  |î^ 
on  a  a(l  -^p-)d%  +  pq'^da.  -hpq^dp  +  ^(1  -4-  r/'-)d{i  ==  0. 

et,  en  égalant  les  deux  valeurs  de     —r—    tirées  de  ces  deux  relations, 

da. 


(')  On  pose  quelquefois  pour  l'étude  des  fonctions  de  deux  paramètres  x,  y  (ou  a,  v,  etc. .)  :  p  =  2',  ^  =  ;,;»•  =  z'\ 
s  =  z',,  t  =  s„,  mais  ces  notations  ne  sont  pas  adoptées  par  tout  le  monde  et  il  est  préférable  de  l'enoncer  à  leur  emploi 
lorsqu'il  y  a  quelque  ambiguïté  à  craindre. 
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ra  +  A-p  ~  s'x  +  «a  ~  ra^  +  tsr'p  -f-  <^^  1       ^ yjV  +p^  -\-q^  ' 

a 

Les  deux  premiers  rapports  définissent  deux  valeurs  de  -—  qui  donnent  les  directions  des  axes  de  l'in- 
dicatrice. Le  dernier  rapport  comparé  à  l'un  des  deux  premiers  donne  le  rayon  de  courbure  correspondant  à  la 
direction  considérée  ('). 

5,  —  On  appelle  lignes  de  courbure  sur  une  surface  donnée  des  lignes  telles  qu'en  chaque  point  d'une  telle 
ligne  la  tangente  soit  un  des  axes  de  V indicatrice.  Il  en  passe  deux  par  un  point  quelconque  de  la  surlace  et  elles 
sont  orthogonales  comme  on  le  voit. 

L'équation    différentielle    des     lignes    de    courbure     d'une     surface    donnée        z=f(x,y)        sobtient 

en  remplaçant  ci-dessus  dans  l'équation  du  second   degré  en  —  ,  a  par  dx  et    &  par  dg.  Elle  est  du  second 

tlegre  eu  -^  • 

On  peut  comme  nous  allons  le  voir  donner  une  autre  définition  des  lignes  de  courbure.  Cherchons  en 
effet  une  courbe  tracée  sur  la  surface  telle  que  la  normale  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  courbe  reste 
tangente  à  une  même  courbe,  ou  si  l'on  veut  engendre  une  surface  développable. 

La  normale  au  point  [x,  y,  2)  considéré  a  pour  équations 

X  — x=— p(Z  — î),  X  —  y-—q(l-z). 

Exprimons  que  la   tangente  en  un   certain  point  (X,  Y,  Z)  de  cette  normale  est  précisément  parallèle  à  cette 

normale  : 

d[x—p{7.-z\]    ^    d[y  —  q{l  —  :)]    _    djL_ 

—  P  —  î  1 

ou,  en  développant  et  retranchant  dZ  de  chaque  rapport, 

dx-h  p.dz  —  dp{7.  —  2)    dg-\-q.dz  —  dq{Z  —  z)   _ 

—  P.~  —  î  ~     ' 

D'oii  l'on  tire  deux  valeurs  différentes  de  Z  —  z  qui,  égalées,  donnent 

dx+p.dz    dy-k-q.dz 

dp  dq 

Hcmplaçons   enfin   dz.  p-Av  pdx  -\-  qdy,   dp  par   rdx  +  sdy  et  dq  par  sdx -\- tdg,   on  en  déduit  pour  l'équation 
différentielle  des  lignes  considérées  : 

(1  +  p^)dx-\-pq.dy    pq.dx-h  {i  -\-q^)dy 

rdx  -\-  sdg  sdx  -+-  tdy 

qui  est  précisément  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure.  On  voit  donc  que  : 

Les  normales  à  une  surface  tout  le  long  d\ine  lit/ne  de  courbure  enjendrenl  uni  surface  développable  et  que 
réciproquement  cette  propriété  est  caractéristique  des  lignes  de  courbure. 

6.  —  Cette  seconde  définition  (hvs  lignes  de  courbure  est  très  importante  et  nous  allons  en  donner  diverses 
conséquences.  Elle  permet  d'abord  d'obtenir  des  formules  souvent  en)ployées  et  dont  nous  aurons  à  faire 
usage  :  les  formules  d'Olinde  Rodrigues. 

Soient  (»,?/, a; un  point  quelconque  d'une  surface  et  a,  b,  c  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en  ce  point; 
X,  g,  2,  a,  &  et  c  étant  fonctions  de  dfux  paramètres  (|uelconques  qui  peuvent  d'ailleurs  être  comme  ci-dessus 
X  et  2/('^).  Un  point  de  la  normale  à  la  distancée  H  du  pied  a  pour  coordonnées  x  -+-  al\,  y -\-  /'R,  ;  -4-  cR .  Ecri- 
vons que  le  déplacement  d'un  tel  point  est  tangi-nt  à  la  normale,  ce  qui  correspond  au  cas  des  lignes  de  cour- 
bure comme  nous  l'avons  vu, 

d{x-^ai\)    _    d{y -\- h\{)    _    d{z  -+■  rW) 

a  b  c 

ou,  en  développant  et  retranchant  dl\  de  chaque  rapport, 

dx  -+-  llrfa  dy  -\-  ï\dh  d:^  ■+-  Hdc  :£.adx  4-  lilada 


Kn  un  oiiiliihc  on  a 


b 

c 

l 

-t- 
r 

Ji' 

= 

s 

— 

1  -h(/' 

t 

On  peut  en  déduire  que  si  tous  les  points  d'une  surface  sont  des  ombilics,  cette  surface  est  une  splière  . 

('-)  Nous  verrons  plus  loin  coninicnl  on  peut  étudier  de  riu;on  simple   les   propriétés  des  surfaces  lorsque  les  coordonnées 
d'un  point  sont  données  en  fonction  de  deux  paramètres  variables  u  et  v. 
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Le  dénomin.'iteui'du  dernier  rapport  est  égal  à  1  elle  numérateur  est  nul  car  '^a.dx  =  0  exprime  que  le  point 
(X,  y,:}  se  déplace  dans  le  plan  tangent  à  la  sui-face,  et  I.a.<ln  =:  0  se  vérifie  en  dérivant  l^.-  =  I.  Donc  tons 
les  numérateurs  sont  nuls  : 

dx  -f-  Wda  =  0.  dij  -+-  Y\db  =  0,  dz  -f-  Wdc  =  0. 

Ce  sont  là  les  forninles  que  nous  voulions  établir.  On  peut  encore  les  écrire 

dx    dj/   rfs 

(la  db  de 

C'est  l'équation  ditterentielle  des  lignes  de  courbure.  La  valeur  commune  de  ces  rapports,  —  R.  donne  le  rayon 
de  courbure  correspondant  en  cha(iue  point.  Le  raisonnement  qui  précède  exclut  d'ailleurs  le  cas  où  d\\  =  0. 
c'est-à-dire  oii  R  est  constant,  cas  que  nous  retrouverons  plus  loin. 

7.  —  Nous  avons  vu  que  si  les  normales  à  une  courbe  forment  une  surlace  développable,  en  faisant  tourner 
chacune  d'elles  dans  son  plan  normal  autour  de  son  pied  d'un  angle  conslant,  ces  normales  forment  encore 
une  surface  développable.  On  peut  en  déduire  les  deux  théorèmes  qui  suivent,  connus  sous  le  nom  de  théorè- 
mes de  Joachimstal  (')  : 

Si  deux  surfaces  ont  une  ligne  de  courbure  commune,  elles  se  coupent  tout  le  long  de  cette  ligne  suivant  un 
angle  constant. 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un  angle  constant,  et  que  leur  intersection  soit  ligne  de  cour- 
bure de  l'une  d'elles,  cest  également  une  ligne  de  courbure  de  l'autre. 

La  démonstration  de  ces  théorèmes  est  immédiate  d'après  ce  qui  précède.  En  particulier  si  l'on  remarque 
que  toute  courbe  tracée  sur  un  plan  ou  sur  une  sphère  est  ligne  de  courbure  pour  ce  plan  ou  celte  sphère,  ce 
qui  se  vérifie  aisément,  on  voit  que  : 

Si  une  ligne  de  courbure  d'une  surface  est  -plane  {ou  sphérique)  le  plan  (ou  la  sphère)  qui  la  contient  coupe  la 
surface  sous  un  angle  constant.  —  Si  un  plati  (ou  une  sphère)  coupe  ^*ne  surface  sous  un  angle  constant,  cette  inter- 
section est  ligne  de  courbure  de  la  surface  considérée . 

8.  —  Supposons  maintenant  que  l'on  considère  trois  familles  de  surfaces  telles  que,  en  chaque  point  de 
l'espace,  les  surfaces  des  trois  familles  qui  y  passent  soient  deux  à  deux  orthogonales,  c'est-à-dire  que  le  trièdre 
des  trois  plans  tangents  soit  trirectangle.  On  dit  que  ces  surfaces  forment  un  système  triple  orthogonal.  Il  est 
facile  de  constater  sur  des  cas  particuliers  que  de  tels  systèmes  existent.  Nous  en  donnerons  d'ailleurs  plus  loin 
des  exemples. 

Ces  surfaces  jouissent  d'une  propriété  importante  connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Dupin  et  que  nous 
ne  démontrerons  pas.  Voici  celte  propriété  : 

Les  courbes  d'intersection  de  deux  surfaces  d'un  système  triple  orthogonal  sont  des  lignes  de  courbure  pour  les 
deux  surfaces. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  inversement  toute  ligne  de  courbure  d'une  surface  peut  être  obtenue  de 
cette  façon.  Si  l'on  remarque  que  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  transforme  un  .système 
triple  orthogonal  en  un  autre  système  analogue,  on  arrive  au  théorème  très  important  qui  suit  : 

La  propriété  d'une  ligne  d'être  ligne  de  courbure  d'une  surface  donnée  5?  conserve  par  inversion . 

[A  suivre.) 
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1760.  —  Soit  Véqxiation 

h  h'^d 0V'~^' 

/(.;  -+-  h)  =  f{x)  +  -  fix)  +  .  • .  -f-    ^l_^^\^^    n.^+i^h). 

fJémonlrer  ijue  la  valeur  limite  de  0  pour     /t  =  0     est  racine  de  l'équation     (l  —  0)"~''  =  — . 

n 

Examiner  le  cas  oit     p  =  n . 

Si  nous  appliquons  la  formule  des  accroissements  finis  à    /"'"(x-t-ô/j),     nous  pouvons  écrire  ainsi 


(1)   Pour  ces  théorèmes  et  la  plupart  de  ceux  qui    suivent  nous  donnerons  des  applications  à  la  fin  de  cette  Note  dans 
l'étude  de  certaines  surfaces  particulières. 
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la  formule  donnée 

(1)  f{x+h)  =  f[.t)  +  A  /■'(.^)  ^  .  ■  ■  +  ^']|^J"J^,"~'  irix)  4-  6 /i/'"^"(.r  +  e./i)],     (0  <  0,  <  1). 

Ceci  revient  à  admettre  que  /(.r)  admet  des  dérivées  jusqu'à   Tordre     a -\-  1     inclus;  dans   ces 
conditions,  la  formule  de  Taylor  habituelle,  appliquée  à     f(x-\-h),     donne 

(2)  f(x-i-  h)  =  f{x)  ^Lf{x)^  •••  +  ]^f-Xx^%h),  (0  <  62  <  1). 

La  comparaison  des  égalités  (1)  et  (3)  donne  de  suite 

[n  —  1)  !  ;)     '  ni 

ou,  en  simplifiant, 

(1  _6)"-P[/-<"'(.x)^0/(/^"+"(.T  +  0,A)l  =  i^  f'"Hx-i-%h). 

Si  maintenant  /;  tend  vers  0  et  que  l'on  suppose  f"{x)  et  /"'"""(a;)  continues,  on  voit,  en  divisant 

p 
les  deux  membres  de  l'équation  finale  par  /"""(a?),  que  0  est  racine  de  l'équation    (1  —  h)"'i'  =  -!—. 

Si    p  —  n     l'équation  proposée  n'est   autre   que   la  formule  de  ïaylor  prise  avec  le   reste  de 
Lagrange. 

Dans  ce  cas,  l'équation  (1)  devient 

f{.v-\-h)  =  f{.r)+^f'(x)-^ H  ^^[r'W^-0/^r'"(•'•  +  "|/O]• 
^)'autre  part,  en  prenant  un  terme  déplus  dans  le  développement  de    /■(./•-h  A),     on  a  aussi 

f(x-^h)  =  f(x)^ -l^fix)-^ ■■■  -^-'^rix)^  hX\)^  r""c^+M),      (o<o,<i). 

La  comparaison  de  ces  deux  égalités  donne  immédiatement 

71  +  1 

Si   maintenant    h   tend   vers   0  et  que   l'on  suppose   /■'"+"(.;■)    continue,   on    voit  que  6  tend  vers 
i 


î    en  général 


n  -+- 1 

André  DARMON. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Louis  Sire,  à   Lyon;  M.   Jacookmetton,  lycée  de  Douai;  Amulard,  ;\    Ruines;   J.  Hino,    soldat    à 
Toul  ;  J.  FiïTK,  à  Azilie. 


1766.  —  On  donne  la  fonction     y  =  e  ^  . 

d"ij 
Déterminer  -~-  et  se  servir  de  la  formule  obtenue  pour  démontrer  régolitt' 


d"   /  —\  e  ■^ 

dx"  '      \        I    ^„+, 


La  formule 


d"(x"~^e  -^  ) 


e  ■'■ 


=  (—*)" r 


dx"  X" 

est  duc  à  Wm.vwkt^  qui  l'a  puhliée,  en  1880,  dans  le  /bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  tome 
VIII,  page  G2. 

Elle  peut  s'établir  très  rapidement  par  le  procédé  suivant. 
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On  a  d'abord     — , —  = ,     qui  montre  que  la  formule  est  vraie  pour     n  =   l.     On  a  ensuite 

dx  x^ 

d^\xe  ■'  J             d^e  ■"'  de  ''  d-e  '  2cce  '  H-  e  ^ 

=  X  — ; h  2  — ; —  ;  or 


dx'^  dx^  dx  dx'^  x* 

d'-\xe  ■'  )        e  ' 
et,  par  suite,  ^^^      =  -^  ' 

ce  qui  montre  encore  que  la  formule  est  vraie  pour    n  =  2. 

Admettons  alors  qu'elle  soit  vraie  pour     n  —  1     et  démontrons-la  pour  n.  Nous  pouvons  poser 
1  j_ 

jjH-i  g ,(    —  X.  x""-  e  '    =  xu,     puis  appliquer  la  formule  de  Leibnilz,  qui  nous  donne  de  suite 

d'Hxu)             d"u  d"-^u 

— ; — -  =  X  — [-n 


aX' 


dx'^  dx 


îl— 1 


d""^u        ,      ,,       e  ^  d"u        ,       s     e  '■  ,        X     î^e  ' 

Il  reste  alors 

d"(xu)         .      ..      e  ■' 


dx'' 
et  la  formule  est  généralisée. 

Quant  au  calcul  de    — —,    il  est  classique  et  peut  se  faire  de  la  façon  suivante  :  Posons  d'abord 
dx" 

~                                                   ,              1      - 
y  =  e  ""  ,  nous  aurons  y   = —e  *  , 

ou  x-y'  4-  y  =  0  ; 

en  dérivant  cette  équation  par  rapport  à  x,  nous  aurons  ensuite     x-y"  -)-  (2a;  -\-  l)t/'  =  0, 

2a:-  +  1 

en  dérivant  une  fois  déplus,  nous  aurons  de  même 

x^j/"'  +  (4a?-+-  1)?/'  -^2y'  =  0, 
et,  en  remplaçant  rj"  et  y'  par  leurs  valeurs. 


Nous  sommes  donc  conduit  à  poser 


y  = s —  "■ 


?/"'  = 


—  1)"P«-?/ 


X'" 

P,i  étant  un  polynôme  entier  en  x  de  degré     n  —  1     et  dont  le  terme  constant  est  égal  à  1. 
Si  nous  dérivons  cette  égalité  par  rapport  à  a?,  nous  obtenons 

.n,u  =  (-i)"+'[(2nx+4)P„-x^P;] 

et  nous  voyons  que  la  forme  est  générale,  puisque     P„+i  =  (2nx  +  i)P„-  ar^P;     est  bien  un  polynôme 
entier  de  degré  n  ayant  1  pour  terme  constant. 

Il  serait  facile  aussi  de  déduire  de  là  le  coefficient  du  terme  de  degré  le  plus  élevé   et  de  montrer 
que,  dans  P„,   il  est  égal  à  n  ! 

Revenons  alors  à  l'identité 

xHj'  +  y  =0 
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et  dérivons-la  n  fois,  en  appliquant  la  formule  de  Leibnitz  ;  nous  aurons 

,,(n-l)    _/         i\n-{      ""-'?/  ,,  »     _    /  i\n       ""'/ 

et  v'"^"  =  (-1)"+'  -'^^• 

la  formule  précédente  devient  donc 

P„-+,  —  (2nx-hl)P„4-»(n  — 1)J'2P„_,  =  0; 
elle  fournit  une  relation  de  récurrence  entre  trois  polynômes  P„  consécutifs,  et  permettrait  par    consé- 
quent de  calculer  ceux-ci  de  proche  en  proche.  Mais  il  est  plus  simple   de  calculer    P„    en  formant    une 
relation  entre  P„  et  ses  deux  premières  dérivées. 

Composons  à  cet  eflet  les  deux  valeurs  de  P,i_^i    que  nous   avons  trouvées   antérieurement  ;     nous 
voyons  que     n{n — 1)P„_,  =  P;  ;     de  même     n(n  +  'l)P„  =  P;_^,. 
D'autre  part 

P,,^,  =(2«j--+-l)P„-.r2p;, 

et,  en  dérivant, 

p;^^i  =  2nP„  +  [2(n  —  l)x  -\-  IIP;,  -  x'Pl 

En  égalant  ces  deux  valeurs  de    P,'î_^.i,    nous  obtenons  l'équation  différentielle  linéaire  du  second   ordre 

qui  donne  le  polynôme  P„  : 

ar2p;;  —  [2(n  —  1  ).r  -+-  l  )P; -4-  n(n  —  \  )P„  =  0. 
Il  «uflit  alors  de  poser 

Pvi  =  1  H-  a,.r  -h f-  apX>'  H h  ûf„_i.r"~' , 

d'effectuer  les  calculs  indiqués  et  d'annuler  le  coefficient  de  chaque  puissance   de   r,  pour   obtenir    tous 

les  coefficients  du  polynôme  P„.  Nous  trouvons  ainsi  successivement 

fli  =  n{n  —  1), 


?'+•  —  I — ~~t ^P' 


(n  —  p){n  —  p  —  i) 

p  -1-1 

et,  en  multipliant  toutes  ces  égalités  membre  k  membre, 

n(n  —  1).  .  .  (n  —  ■)>) 
a,^,=  —^-^^^ ^  {n-l)in-2)...(n-p-l); 

le  polynôme  P„  est  donc 

P„  =  1  -H  n(n  —  l)x  H ^■' — — -(n  —  l)(n  —  ''2)x-  -H h  n  l  x"'^  . 

On  démontre  aisément,  à  l'aide  du  théorème  de  Rolle,  en  partant  de  y',  que  toutes    les  racines  de 
P„  sont  réelles,  distinctes  et  négatives. 

Pour  établir  maintenant  la  formule  d'Halphen,  il  suffit  de  dériver  h  fois  le  produit    x"~'*?'  ,     en 
appliquant  la  formule  de  Leibnitz.  On  trouve  ainsi 

x"-'»y""  +  n{n  —  l)j"-^//'"-"  +  "^"  ~    '  [n  —  !)(»  —  j).r"-V'"'-'  +  ••-, 

i  ."1 

1 

--iJ^r-  (Pn-"(»"l)-rP„  ,  4-  -L_i(„_l)(«_2)x^P,._,...], 

et  il  n'y  a  plus  ([u'à  vérifier  que  le  crochet  se  réduit  à  1. 

Cela  peut  se  faire  directement  en  calculant  les  divers  coefficients  de  r,  ou,  plus   simplement,    en 
montrant  (juc  la  dérivée  de  la  quantité  entre  crochets  est  nulle.    Cette  dérivée  est 

P,;  —  n{n  —  1)P„_,  —  n[n  -  l).r[P;._,  -  (»  -  1)(»  -  2)1>„_j1 

+  "^"~/^  ("  -  1)("  -  -i)x^[PU  -  (n  -  2)(»  -  3)P,._.]..., 
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et  l'on  voit  de  suite,  en  s'appuyant  sur  l'identité     P^^  =  n(n  —  l)l'n_i.     établie  antérieurement,  que  cette 
quantité  e^l  identiquement  nulle. 

AMBLARD,  conducteur  des  Ponts-et-Ghaussées  à  Ruines. 

N.  B.  —  M.  J.  SADIEK  (La  Seyne)  a  envoyé  une  solution  de  la  première  partie,  dans  laquelle  il  montre  que 

est  indépendant  de  n. 

11  se  sert  du  théorème  actuel  pour  intégrer  l'équation  différentielle 

Xn^^  -, =     —  1)"'/. 

C'est  une  équation  linéaire  dont  n  solutions  particulières  sont  presque  évide  ntes  maintenant  : 

'  al  *2  a„_i 

e  ■'  ,    s  '■  ,    e   j-, . . .,    e    ^ 
1,  «1,  «n,  . . .,  3„_i  étant  les  racines  de    x"  =  1. 

Bonnes  solutions:  MM.  Rieumajod.  à  Sétif;  A.  Courtois,  à  Douai;  R.   Bouvaisï  ;  H.  Niox-Chateau,  à  Limoges. 

♦ 
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1761.  —  On  considère  une strophoide  (S). 

i°  Démontrer  que  les  cercles  bilangents  à  cette  courbe  se  partagent  en  deux  familles  et  que  les  cordes  des 
contacts  passent  par  deux  points  fixes. 

2°  Les  points  de  contact  de  deux  cercles  d'une  même  famille  sont  sur  un  même  cercle  ; 

3°  .4  tout  cercle  de  l'une  des  familles  correspond  un  cercle  et  un  seul  de  l'autre  qui  lui  est  tangent  en  un 
point  de  (S). 

4°  Montrer  que  les  tangentes  en  deux  autres  points  de  contact  se  coupent  sur  (Sj  et  que  la  droite  qui  les 
tiuit  enveloppe  une  parabole. 

o°  La  droite  qui  joint  le  point  double  (S)  au  troisième  point  de  rencontre  de  (S)  avec  la  corde  des  con- 
tacts est  perpendiculaire  à  cette  droite . 

Prenons  la  strophoide  sous  forme  paramétrique     x  = ,      y  — 


i  +  r-j(f— m)         -^         [V-\-l'\t—m) 
Les  t  des  points  de  rencontre  d'une  courbe  de  degré  p  avec  la  strophoide  sont  liés  par  la  relation 

tit-i-  Up  =  m''. 
En  effet,  soit  la  courbe     '^p{x,y)~\-Op_i(x,  y)  ^ hA  =  0.     L'équation  aux  /  des  points  de  ren- 
contre est 

aP<^p{l,  t)tP-\ \- ai'-''op^k[\ ,  t)lP-"(l  -H  t-^)\t--m)>'-\ \-  A(l  +  ty{t  —  m)P  =  0. 

Le  degré  du  terme  de  rang  k-\-i  est  "Ip-y-k;  le  degré  croît  avec  le  rang,  donc  le  terme  de 
plus  haut  degré  est  A^'''.  Le  terme  constant  est  A( — m)p;  donc  tit^-'-tip  =  { — i)^''( — m)p  =  jn^. 
Dans  le  cas  de  la  droite,     1^2(3  =  ni. 

Un  cercle  coupe  la  strophoide  en  I  et  J  de  paramètres  i  et  —  i  ;  entre  les  t  des  quatre  autres 
points,  on  a  titJ.Ji.  =  m^. 

1°  Soient  /j,  l.,  les  points  de  contact  d'un  cercle  bitangcnt  à  S  :     Ifti  =  m-. 

Il  y  a  deux  familles  de  cercles  bitangents  (jui  correspondent  à     /,<2  =  w»,     l'it'.,  =  —  m. 

Les  cordes  de  contact  rencontrent  S  en  deux  autres  points    ^3,  <3,    tels  que 

/j;2^3  =  m,  t^t'.j'i  =  m  ;  donc  ^3  =  1,  t'^  =^  —  1. 

.       d>/  t-—t''-h  2mt    .  ,         ,    ,        ^?/ 

Mais    -r—  —  — >     pour     <  =  ±  1,    — r^  =  m. 

dx         tt^  —  mt^^m        ^  dx 
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m         , 
Nous   avons     /,  =  — i     /i  = 


m 
T 


Les  cordes  de  contact  passent  par  deux  points  lixes,  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à 
l'asymptote. 

2°   Soient  {fi,U)  (tsJ;)   les  points  de  contact  de  deux  cercles  d'une  même  famille,  ces  quatre  points 
sont  sur  un  même  cercle,  puisque     tit.,  =  tji  =  ±  m     et     tilitst^  =  m^. 

3°  et  4"  Par  le  point  t  passe  un  cercle  de  chaque  famille,  soient  ^,  t[  les  deux  autres  points  de  contact  : 

//,  =  m,  tt\=—m;  donc  ti  =  —  t\. 

Les  tangentes  en  /,,  t\   se  coupent  en  un  point  0  de  S,  puisque     tf)  =  m,     l\^-<i  =  m. 

par  suite  les  coordonnées  homogènes  des  points /i  et  l\   sont: 

y^  =  amt.  Si  =  (/-  +  m2)(l  —  t), 

x\  =  al\  y\  =  —amt,        z\  =  (t- -{- m^){l  +  t). 

Un  point  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  a  pour  coordonnées 

x  =  at'{i-^l),  y  =  amt(i—l),  z  =  (l^ -^m%l  ^l  —  l{i  —  l)]  ; 

l'équation  de  cette  droite  est  yt''  -hm(my — x-^a)l'^  —  m^x  =  0- 

Son  enveloppe  est  la  parabole         {x-+-  myY  —  '±a{x  —  mxj)  -i-rt^  =  0. 

—  f^ 
5°  La  droite  tA\  rencontre  S  en  un  point  0  :     fi<:0  =  m    et     0  = 

0  est  la  pente  de  la  droite  joignant  le  point  double  au  point  0,  cette  droite  est  donc  perpendicu- 

m 
laire  à  la  droite  tit^  dont  la  pente  est   --^• 

Solution  géométrique.  --  Les  cordes  AB,  CD  communes  à  un  cercle  et  à  une   cubique  circulaire   ren- 
contrent la  cubique  en  deux  autres  points  E,  F  situés  sur  une  parallèle  à  l'asymptote. 

Pour  un  cercle  bitangent  les  deux  cordes  sont  confondues  et  E,  F  sont  confondus  avec  le  point  de  contact 
d'une  tangente  parallèle  à  l'asymptote.  Réciproque- 
ment, si  to  est  un  tel  point,  deux  sécantes  issues  de  lo 
rencontrent  la  cubique  en  quatre  points  M,  N,  P,  Q, 
situés  sur  un  même  cercle;  par  suite,  il  y  a  un  cercle 
bitangent  à  la  cubique  en  P  et  Q. 


Pour  la  stroplioïdc  il  y  a  deux  tangentes  parallèles  à  l'asymptote,  soient  (oi,  wo  leurs  points  de  contact. 
Il  y  a  deux  familles  de  cercles  bitatigents.  Les  cordes  de  contact  passent  par  «oi  ou  par  (oj. 

En  un  point  A  de  (S)  sont  tangents  un  cercle  de  la  première  famille  et  un  cercle  de  la  seconde.  Les  tan- 
gentes aux  deux  autres  points  de  contact  Bi,  3-2  se  coupent  sur  (S).  Eu  effet,  les  tangentes  en  coi,  B|,  A  ren- 
contrent (S)  en  trois  autres  points  qui  sont  en  ligne  droite;  par  suite,  la  tangente  en  Bi  rencontre  (S)  au  point 
b  situé  sur  la  parallèle  à  l'asymptote  menée  par  a  ;  de  même  la  tangente  en  Ra  passe  en  b. 

Soit  B',  le  point  situé  sur  la  parallèle  à  rasyiiii)tote  menée  par  Bi,  les  trois  points  b,  b',  a  sont  en 
ligne  droite,  la  tangente  en  S  rcMicoiitre  donc  la  slropiioïde  en  a,  S  est  le  sommet  et  par  suite  les  deux 
rayons  Olî, ,  Olîj  sont  rectangulaires.  Le  cercle  passant  par  0,\i>  et  H  est  tangent  à  OB',,  Oiis  est  donc  un  dia- 
mètre et  Uli  esi  |)erpeiuliculairc  à  BiH^. 
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I/cnveloppe  de  la  droite  B1B2  est  donc  l'antipodaire  do  (S),  cest-à-dire  une  parabole. 

Solution  par  l'inversion.  —  Prenons  pour  pôle  d'inversion  le  point  double,  (S)  se  transforme  en  une  hyperbole 
équilatère  (H),  les  cercles  bitangents  en  cercles    bitangents. 

1°  Il  y  a  deux  familles  de  cercles  bitangents,  les  centres  se  trouvent  sur  les 
deux  axes.  Les  cercles  (OAB)  ont  un  point  fixe  wi,  les  cercles  (OAC)  un  point 
fixe  («2. 

2°  Les  points  de  contact  A,  B,  A',  W  de  deux  cercles  d'une  même  famille  sont 
sur  un  même  cercle. 

3»  En  A  sont  tangents  un  cercle  de  chaque  famille,  les  cercles  passant  par  0  et 
rencontrant  (H)  en  B  et  C  se  coupent  sur  (H)  ;  en  effet,  les  deuxièmes  cordes  com- 
munes aux  cercles  et  à  (H)  sont  en  direction  symétriques  des  tangentes  en  B  et  C 
par  rapport  aux  axes,  les  tangentes  en  li  et  C  étant  parallèles,  les  deuxièmes  cor- 
des sont  confondues. 

40  et  5"  Le  cercle   (OBC)  rencontre  (H)  en  un  quatrième  point  D. 

Soit  I  le  milieu  de  OD,  yl,  diamètre  conjugué  de  la  direction  OD,  est  perpen- 
diculaire à  BC,  symétrique  de  cette  direction  par  rapport  aux  axes,  I  est  donc  le 
centre  du  cercle  ;  en  D  le  cercle  et  le  rayon  OD  sont  rectangulaires. 

Le  point  caractéristique  du  cercle  est  le  pied  M  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  0  sur  la  tangente  en  D,  puisque  les  tangentes  en  I  et  D  sont  parallèles. 

L'enveloppe  du  cercle  est  donc  la  podaire  de  (H)  par  rapport  à  0,  par  inver- 
sion cette  podaire  se  transforme  dans  Pantipodaire  de  (S). 

J.   PIGLOWSKI,  lycée  Louis-le-Grand. 

Solution  analogue  de  M.  A.  Momal,  1""  régiment  d'infanterie  à  Cambrai. 

Bonnes  solutions  géométriques  analogues  à  l'une  des  deux  précédentes  :  MM.  Louis  Sire,  à  Lyon  ;  Bouligand,  à  Nantes; 
R.  BouvAisT  ;  P.  Névejans,  à  Douai. 


GEOMETRIE    DESCRIPTIVE 


...      i'j     .     - 


fer?*wi!a«*J 


1789.   —  Ombres,    au  flambeau,    d'une    demi-sphère  creuse.  —    Une  sphère  de  centre    0,    0'   et  de  rayon   B, 

est  coupée  par  son  plan  méridien  de  front  ;  on  ne  laisse  subsister 
que  la  demi-sphère  située  du  côté  du  plan  vertical  de  projection. 

On  creuse  celte  dernière  suivant  une  aiitre  demi-sphère 
concentrique  à  la  première  et  d'un  rayon  tel  que  l'épaisseur 
du  solide  creux  ainsi  constitué  soit   t  {voir  croquis). 

On  éclaire  ce  solide  par  un  flambeau   s,    s'    et  on  demande  : 

\  "  de  déterminer,  par  ses  deux  projections,  la  séparatrice 
extérieure  d'ombre  propre  du  solide  ; 

2°  de  tracer  les  ombres  portées  par  ce  solide  sur  les  deux 
plans  de  projection  dont   xy    est  la  ligne  de  terre  ; 

30  de  déterminer,  par  ses  deux  projections,  l'ombre  portée 
dans  la  partie  creuse  du  solide  par  sa  méridienne  de  front. 

Nota.  —  a)  Les  lignes  existantes  [Limites  du  solide  et  con- 
tours apparents,  ombres  propres,  ombres  portées)  seront  figurées 
en  trait  noir  plein  pour  les  lignes  vues,  ponctué  ^owr  les  lignes 
cachées. 

b)  Les  parties  dans  Vombre  seront  recouvertes  de  hachures 
bleues,  fines  et  pas  trop  serrées,  mais  seulement  si  elles  sont 
vues. 

c)  Les  lignes  de  construction  seront  tracées  en  rougt  ; 

d)  Les  plans  des  courbes  planes  seront  niis  le  mieux  pos- 
sible en  évidence  et  on  déterminera  les  éléments  caractéristiques 
des  ellipses  {axes,  diamètres  conjugués,  etc.). 


tlFËv«,vt£».J 


Le  croquis  remis  au  candidat  est  reproduit  ici  à  réchelle  -— • 
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f)  On  déterminera  les  tangentes  aux  points  les  plus  importants  et,  particulièrement,  aux  points  oii  les 
lignes  d'ombre  portées  rencontreront  la  ligne  de  terre    xij. 

{Pour  la  facilité  des  constructions  on  se  servira  utilement  du  plan  de  front  et  du  plan  horizontal  qui 
passeraient  par  le  centre  de  la  sphère.) 

[Ecole  Polytechnique,  concours  de  1909.) 

La  séparatrice  d'ombre  propre  est  la  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  par  le  point  S.  C'est 
donc  un  petitcercledont  le  plan  est  perpendiculaire  à  OS  et  dont  les  projections  sont  deux  ellipses.  Nous  obtien- 
drons l'ellipse  projection  horizontale  en  rabattant  le  plan  vertical  SO  sur  le  plan  horizontal  du  centre  de  la 
sphère  ;  la  polaire  du  point  si  donne  le  diamètre  du  petit  cercle  de  contact  et  par  suite  la  longueur  du  grand  axe 
de  l'ellipse,  et  sa  projection  sur  os  fait  connaître  le  petit  axe  dont  le  milieu  est  centre  de  l'ellipse.  Il  suflfit  donc 
par  ce  point  de  mener  une  perpendiculaire  à  os,  sur  laquelle  on  portera  de  part  et  d'autre  le  demi-grand  axe 
pour  déterminer  l'ellipse.  Elle  touche  le  contour  apparent  de  la  sphère  aux  points  a  situés  sur  l'horizontale  ax 
de  son  plan  qui  a  même  cote  que  le  centre  de  la  sphère.  Nous  ne  devrons  conserver  que  lare  abc  situé  sur  l'hé- 
misphère considéré. 

Une  construction  identique  fait  connaître  l'ellipse  projection  verticale  de  lombre  propre,  en  rabattant  le 
plan  de  bout  o's'  sur  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère. 

On  a  la  tangente  au  point  où  l'ellipse  traverse  le  diamètre  qui  limite  Ihémisphère  en  projection  horizontale 
en  prenant  l'intersection  du  plan  tangent  à  la  sphère  en  ce  point  avec  le  plan  de  la  courbe,  et  pour  cela  il 
suffit  de  mener  l'horizontale  du  plan  tangent  qui  a  la  cote  du  centre  de  la  sphère,  et  qui  en  ce  point  est  une 
ligne  de  bout,  puis  de  joindre  le  point  0  où  elle  coupe  l'horizontale  de  même  cote  du  plan  de  contact  au  point 
considéré.  On  a  le  point  oii  la  tangente  est  parallèle  à  xrj  en  projetant  horizontalement  le  sommet  d'  du  petit 
axe  de  la  projection  verticale,  puisqu'en  ce  point  la  tangente  est  de  front, 

II,  Ombre  portée  sur  les  plans  de  projection.  —  C'est  le  lieu  géométrique  des  traces  des  droites  issues  du 
point  S  et  s'appuyant  d'une  part  sur  le  grand  cercle  de  front  qui  limite  l'hémisphère,  mais  seulement  dans  sa 
partie  qui  n'est  pas  intérieure  à  la  portion  éclairée  de  la  surface  hémisphérique,  c'est-k-dire  sur  l'arc  c'fg'  et 
d'autre  part  sur  l'arc  de  courbe  d'ombre  propre /7'd'c'.  11  faut  donc  considérer  successivement  les  deux  cônes 
de  même  sommet  S  et  ayant  pour  bases  le  cercle  de  front  de  la  sphère  et  la  courbe  d'ombre  propre.  Ces  cônes 
ont  en  commun  les  deux  génératrices  qui  passent  aux  points  où  la  courbe  d'ombre  propre  traverse  le  grand 
cercle  de  front  de  la  sphère,  et  dont  les  traces  seront  des  points  oîi  se  raccorderont  les  courbes  d'ombre  portée 
par  chacun  des  cônes  puisque  tout  le  long  de  ces  génératrices  le  plan  tangent  k  ces  cônes  est  le  plan  tangent  à 
la  sphère.  La  génératrice  SG,  traversant  le  plan  vertical  avant  d'atte'ndre  le  plan  horizontal,  nous  donne  le  point 
Y  où  l'arc  de  cercle,  trace  verticale  du  premier  cône,  ^e  raccorde  k  l'ellipse,  trace  du  second  cône,  tandis  que  la 
génératrice  SG  nous  donne  pour  une  raison  analogue  le  point  r^  où  se  raccordent  les  deux  ellipses  dombre  por- 
tée sur  le  plan  horizontal,  La  tangente  au  premier  point  est  la  génératrice  s'c'^  elle-même,  et  au  second  point 
r,  la  tangente  est  de  bout. 

Points  remarquables.  —  Cherchons  les  poin  Is  oii  xxj  coupe  les  courbes  dombre  portée.  L'un  est  au  pied  de 
la  génératrice  SF  qui  passe  au  point  [f,  f)  dont  la  cote  et  l'éloignement  sont  respectivement  la  moitié  de  la 
cote  et  de  l'éloignement  du  point  S,  les  tangentes  en  ce  point  étant  la  génératrice  sf  le  long  de  laquelle  le  plan 
tangent  au  cône  est  vertical,  et  la  perpendiculaire  à  xy. 

L'autre estla  perspective  du  point  où  l'intersection  duplanS^y  avec  le  plande  la  courbe  de  contact  traverse 
la  courbe  d'ombre  pi'opre.  Or  cette  intersection  passe  par  le  centre  du  pelit  cercle,  puisque  l'axe  du  cône  est 
ici  dans  le  plan  Sx?/  -  il  suffit  donc  d'en  déterminer  un  second  point  au  moyen  de  deux  horizontales  de  môme 
cote  bo  et//o,  puis,  ayant  ce  diamètre,  de  prendre  la  trace  de  la  génératrice  qui  passe  par  l'extrémité  <p  située 
sur  la  portion  utile  de  la  courbe  d'ombre.  Nous  avons  ainsi  obtenu  le  point  Z.  Les  tangentes  en  ce  point  aux  deux 
arcs  qui  s'y  rejoignent  sont  les  traces  du  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  dont  il  est  la  perspective,  et  par 
suite  sont  respectivement  perpendiculaires  k  la  projection  de  même  nom  du  rayon  (|ui  y  aboutit. 

On  a  facilement  le  sommet  de  l'ellipse  d'ombre  portée  surle  plan  vertical  au  moyen  du  rabattement  déjà  fait 
du  plan  de  bout  s'o'  sur  le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère,  soit  \i.'.  Nous  avons  construit  ainsi  le  point 
h  de  l'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal  où  la  tangente  est  parallèle  à  xy,  et  qui  estla  perspective  du  point 
le  plus  bas  du  grand  cercle  vertical  qui  limite  l'hémisphère. 

III.  Ombre  portée  dans  la  sphère  creuse. —  C'est  la  seconde  courDe  d'intersection  de  cette  sphère  avec  le  cône  de 
sommet  S  et  qui  a  pour  base  le  grand  cercle  de  front  de  cette  sphère.  Nous  savons  que  le  plan  de  cette  courbe, 
qui  est  une  seconde  section  circulaire  du  cône,  est  perpendiculaire  comme  le  plan  de  la  première  au  plan  de 
bout  s'o' ;  il  est  donc  déterminé  par  la  corde  m\p\  (jui  joint  les  deux  seconds  points  d'intersection  des  généra- 
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trices  s' q  et  s'r'  de  ce  cône  avec  le  grand  cercle  de  bout  de  la  petite  sphère.  Nous  sommes  donc  ramenés  à 
projeter  le  petit  cercle  delà  sphère  dont  nous  connaissons  le  plan  et  le  diamètre.  Nous  connaissons  d'ailleurs 
sur  la  projection  verticale  les  deux  axes  de  l'ellipse  à  construire,  el  leurs  projections  horizontales  donnent  deux 
diamètres  conjugués  de  la  projection  horizontale  qui  se  trouve  ainsi  déterminée.  La  distinction  des  parties  vues 
et  cachées  sur  chaque  projection  n'offre  aucune  difficulté. 

Bonne  solution:  M.  G.  I.ach,  àOenain.  Assez  bonne  solution  :  M.  M.  Hugon,  à  St-Flour. 
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1762.  —  Un  ellipsoïde  en  verre,  de  révolution  autour  de   son   grand   axe,  a  pour  indice     n  =  —  , 

.  .  c  2 

pour  gratid  axe  2a  et  pour  excentricité      —  =  -7- .    On  le  coupe  par  une  sphère  ayant  son  centre  à   l'un 

a  o 

des  foyers  el  dont  le  rayon  égale  -—  a.  On  forme  ainsi  une  lentille  ménisque.  Déterminer  les  jjoinls  nodaux 

et  les  foyers  principaux  de  cette  lentille  ;  comparer  les  distances  calculées  à  l'épaisseur  e  de  la  lentille.  Quel 

1 

serait  le  diamètre  de  l'image  d'un  astre  dont  le  diamètre  apparent  serait  de  radiant  ? 

Soit  S  le  sommet  de  la  face  ellipsoïdale,  S'  le  sommet  de  la  face  sphérique,  F'  le  foyer  de  Tellip- 
so'ide,  centre  de  la  face  S'. 
y,""^        ^^"^.^  Déterminons  l'épaisseur  de  la  lentille  : 

ijLjl^^^  \  e=  F'S-F'S'  =  a-hc- 4?  «  =  '^'4-^  a- -^  a, 

N  S\N'        ^'      G  F     I  B, 

\  \  /  ^ 

\  \  /  p   —    n 

\\  y  '  -  9 

""  Le  rayon  de  courbure  de  la  première  face,  d'après   une  formule  con- 

g2  ç2  g 

nue,  a  pour  valeur  absolue      — =  —  a.     Le  centre  de  courbure  est  donc  précisément  en  S'  et  si 

a  9 

l'on  compte  les  segments  positivement  de  droite  à  gauche,  les  deux  rayons  de  courbure  sont 

r  =  —  e,  r'  =  — 2e. 

Cherchons  maintenant  les  foyers.  C'est  une  propriété  connue  que   l'ellipsoïde  d'excentricité  —  est 

aplanétique  pour  un  point  à  l'infini,  et  les  rayons  réfractés  convergent  au  foyer  F'.  On  pourrait  d'ailleurs 
appliquer  la  formule  des  dioptres  à  la  première  face  et  l'on  trouverait  son  foyer  optique  en  F'.  Ce  point, 
étant  précisément  le  centre  de  courbure  de  la  seconde  face,  sera  aussi  le  second  foyer  optique  de  la  len- 
tille. Il  est  évident  aussi  que  le  plan  principal  correspondant  est  sur  la  première  face  Le  point  S  coïn- 
cide donc  avec  le  second  point  nodal  N'  et  la  seconde  distance  focale  est  représentée  par  SF'.  Les  dis- 
tances focales  étant  égales  et  de  signes  contraires,  on  a 

/•  =  3e,  f  =-  3e. 

Pour  achever  de  déterminer  les  éléments  principaux  de  la  lentille,  il  reste  à  mettre  en  place  soit  le 
premier  foyer  soit  le  premier  point  nodal.  Par  exemple,  considérons  deux  rayons  de  courbure  parallèles 
et  voisins  de  l'axe,  S'I  et  F')';  on  a  S'i' =  2  SI.  Le  rayon  qui  traverse  la  lentille  dans  la  direction  H' 
suit  à  l'émergence  la  direction  SI',  à  l'incidence  la  direction  parallèle  NI,  N  étant  le  premier  point 
nodal.  Or  on  a 

SN  =  -i-  e. 
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L'interstice  de  la  lentille  est  donc  la  moitié  de  son  épaisseur.  Le  premier  foyer  est  à  une  distance  '.ie 
en  avant  de  N. 

La  distance  des  points  de  Bravais  au  point  N  est  donnée  par  l'équation 

1  ^  _     ^ 

jj  1  3e 

3 
qui  admet  comme  racines    -i-e    et —  e.     La    seconde  correspond  au  point   S';    il  était    évident 

a  priori  que  ce  point  S'  coïncidait  avec  sa  propre  image. 

Puisque  le  point  S  est  le  point  nodal  d'émergence,  le  diamètre  de  l'image  de  l'astre  sera  SF', 

Remarque.  —  Si  on  argentait  la  face  S',  le  système  serait  équivalent  à  un  miroir  plan  situé  en  S'. 
(Solution  en  partie  exacte  :  M.  iNkvejans,  à  Douai.) 


QUESTIONS   PROPOSÉES 


1834.  —  Soient  A  le  pied  d'une  normale  à  une  hyperbole  équilatète,  M  et  N  les  points  où  elle  rencontre 
l'axe  transverse  et  l'axe  non  transverse  et  Q  le  milieu  du  segment  qu'elle  intercepte  dans  l'hyperbole.  Dans  le 
sens  AM  et  à  partir  du  point  M  on  prend    MP  =  QN.     Lieu  du  point  P. 

Louis  Sire. 

1835.  —  On  considère  une  surface  (S),  un  point  variable  A  sur  cette  surface  et  une  sphère  (S).  Soient  A 
la  normale  au  point  A  à  la  surface  (S),  A'  sa  conjuguée  par  rapport  à  la  sphère  et  A'  l'inverse  de  A  par  rap- 
port à  cette  sphère. 

Trouver  l'enveloppe  du  plan  déterminé  par  A'  et  par  le  point  A'.  Louis  Sire. 

1835.  —  Si  deux  quadriques  qui  ont  deux  génératrices  communes  de  systèmes  différents  se  coupent  k 
angle  droit  en  tous  les  points  de  l'une  de  ces  génératrices,  elles  se  coupent  à  angle  droit  en  tous  les  points  de 
l'autre.  A.  Durand. 


DEUXIÈME   PARTIE 


ALGEBRE 

1768.  —  1»  On  considère  la  fonction 

y  =  f{x)  = ; — 

xe 
Calculer  la  dérivée  n"  de  celte  fonction,  donner  sa  valeur  pour  x  =  1   et  donner  aussi  le  développe- 
vteni  de    /'(l  -h  x)    en  série. 
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2o  Etudier  les  variations  de  la  fondion  y  quand  x  varie  de     —  x      à     -t-  oo  . 

2°  ^fonlrer  que  de   0  à   -f- t»  ,    l'équation    y  =  f{x)  définit  une  fonction  de  y,    x=  g(,y),   continue  et 
décroissante.  Trouver  la  dérivée  et  la  fonction  primitive  de  cette  fonction  et  les  exprimer  à  l'aide  de  y  et  de 

9{y)- 


4"  Même  question  pour  l'intégrale 


i°  La  fonction     y  =  f(x)  = 


ses  diverses  dérivées  sont  alors 


peut  s'écrire    y  =  x' 

tj'  =  —  x-^  +  e"'  ; 
y"  =  1.2x-^  —  e-'; 


f/i")  =  (—  1)"  [n  Ix-"--^  —  e-"]. 
La  valeur  de  cette  dernière  pour    x  =  i     est 

(_l)n  (n\—  — 


Le  développement  en  série,  à  partir  de  la  valeur  1,  est  justement  la  série  qui  représente  f{\ -+- x); 


c'est 


/Ci)  +  jAi)+— 2  Ai: 


ou,  d'après  ce  qui  précède, 
1 


1 -ri 


et 


e  /  \  e  I        1.2 

Cette  série  se  décompose  en  deux  : 

1  —  x  -¥■  x'^  —  X'  4- 

X- 


e 


—  (r(i) 


WY 


n\ 


La  première  est  le  développement  de 
seconde  est  le  développement  de      — -— 


1 

1  -hx 

e~'    . 

e 


+  (-1)"— -  + 

n  ! 


elle  est  valable  dans  l'intervalle     (—1,-1-1).     La 
elle  est  valable  dans  tout  intervalle.  La  série  for- 


mée par  les  deux  réunies  est  donc  valable  seulement  dans  l'intervalle     ( — 1,  -+- 1),     ainsi  qu'il  serait 


facile  de  le  voir  directement,  en  appliquant  la  règle 


«11+1 


2°  La  fonction  y  a  pour  dérivée 


,  _    1   _    1 

e'         X- 


x'^  —  e^ 


elle  ne  change  de  signe  que  pour  les  valeurs  qui  annulent  le  numérateur.  Posons  c  =  x*  —  e'  ;  nous 
aurons  z' =  %x  —  c'  et  s"  =  2  —  e'' .  La  dérivée  -"  s'annule  pour  .r  =  L2  ;  elle  est  positive 
avant  et  né|^ative  après.  La  fonction  z'  est  donc  croissante  depuis  r  =  — x  jusqu'à  .r  —  L2, 
puis  décroissante  ensuite.  Pour  .c  =  L2,  -' =  2(L2)  —  2  =  2(L2 — i),  (pianliié  sûrement  négative, 
puisque  L2  est  plus  petit  que  1.  Le  maximum  de  3'  étant  négatif,  celte  quantité  est  sûrement  négative 
quand  x  varie  de  — co  à  -4- 00  ,  et,  par  suite,  la  fonction  ;  est  toujours  décroissante;  elle  décroit 
de  -h 00  à  — 00,  (juand  x  varie  de  — 00  à  -{-oc  et  s'annule  une  fois,  pour  une  valeur  de  .r, 
négative  et  comprise  entre     —  1  et  0.     Soit  a  cette  valeur. 
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Quand  x  varie   de     — oo      k  a,  ij  croît  de     — «3      à    —  


à  0,     y     décroit  depuis 


quantité  négative  ;  puis,    de  a 


00  ;     enlin,  de   0 


—     jusqua 

e 

à     H- 00,     y  décroît  depuis     h-oo     jusqu'à  0.   La  fonction  est  donc 

représentée  par  la  courbe  ci-contre.  En  particulier,  elle  met  bien  en 

relief  ce  lait  que  la  fonction  est  continue,  décroissante  quand  x  croit 

de  0  à     H-oo,     et  qu'elle  décroît  elle-même  de     h- x»      à  U. 

3.  Il  en  résulte  évidemment  que  lorsque  y  croît  de  0  à  H-  x  , 
X  décroît  d'une  façon  continue  de  -h  x  à  0.  La  fonction 
y  =  fÇx)  définit  donc  bien  une  fonction  de  //  dans  l'iniervalle 
(0,  -Hoo),  et  une  fonction  jouissant  des  propriétés  signalées  :  d'être 
continue,  décroissante  et  de  varier  de    h-oo  à  0. 

Cette  fonction     x  =  g(y)     aune  dérivée    x',,,    qui   est  l'inverse 


de  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,     x',,  = 
donc 
D'autre  part  .r  =  g(y) 

9iy) 


i  3^2  gi 

—;—•     Or  nous  avons  vu  que     y'_c  =  


x^e'' 


et 


,  gj: 


.'/    - 


xe  ' 


par  suite. 


e'  = 


et 


.70/)^ 


Qi'J)  —  i/g{!/f  —  1 


i  —  xy  l  —yg[y) 

Posons  maintenant     1=    j  g(y)dy,     et  int<^grons  par  parties  ;  nous  aurons 

l  =  yg{y)  —    /  ydg{y). 
Or     dg{y)  =  dx  ;     par  conséquent 

1  yd'9{y)  =     I  ydx  =     / e~'dx  =  Lx  -h  e~'  -^  G. 


Nous  avons  donc  I  =  yg{ll)  —  ^g(y) 

4°.  En  traitant  de  même  l'intégrale     J  =    1 
nous  obtenons 


1  -yg{y) 


9{y) 


g{yfdy, 


.1  =  i/7(.'/)'  — 2  i  yg{y)dg(y). 


nouveau  par  parties,  nous  avons 

i  xe''^dx  =  —  xe^""  H-    i  e~''dx  =  —  xe~'  —  e^^ . 

:^  ,  .>  l^^9iy)][i-ygm 


Finalement, 


J  =  yy{y] 


g{y) 


G. 


Il  est  à  remarquer  que  cette  expression  est  rationnelle  par  rapport  à   )/  et   à   g(y). 

Bonnes  solutions;  MM.  Kiklmajoo,  à  Sétif  ;  Wiener,  lycée   Hoclie;  L.  Simon,  à  Cliàloiis-sur. Marne  :  A.  Codbtois,  lycée  de 
Douai  ;  Névéjans,  lycée  de  Douai  ;  A.  Rodsseau,  à  Landrecies. 
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1765.  —  On  considère  vn  cercle  de  diamètre  AB  et  décentre  0,  un  ji oint  M  mainte  sur  le  cercle., 
et  la  projection  P  de  ce  point  sur  AB.  Le  point  I  étaiit  le  symétrique  de  P  par  rapport  au  rayon  MO, 
on  demande  : 

l"  Le  lieu  du  point  I  ; 

2°  L'enveloppe  de  la  droite  Ml  et  le  lieu  du  pôle  de  celle  droite  par  rapport  au  cercle  0  ; 

3°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  Q  de  la  droite  IP  et  du  rayon  OM,  ainsi  que  l'enveloppe  de  IP.  Cons- 
truire ces  courbes. 

1.  Nous  prendrons  pour  axe  des  x  le  diamètre  AB  et  pour  axe  des  y  le  diamètre  perpendiculaire. 

Si  on  désigne  par  «p  l'angle  de  OM  avec  Ox,  on  a 

OP  =  01  =  Rcoscp, 

et  les  coordonnées  polaires  du  point  I  sont    p  =  Rcost;,     m  =  2^; 
par  suite  l'équation  du  lieu  de  ce  point  est 

w 

P  =  Rcos  -^• 

On   verra  aisément  que  cette   formule,   établie  en  supposant 

o  <  --1     subsiste  pour  toutes  les  valeurs  de  ç. 

Pour  construire  la  courbe,  il  faut  faire  varier  w  dans  un  inter- 
valle d'étendue  égale  k  4~.  Mais,  si  l'on  change  m  en     S-ith-oj,     p 
Fig.  1.  change  de  signe,  et  la  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  pôle  ; 

il  sufûra  donc  de  faire  varier  w  dans  un  intervalle  quelconque  d'éten- 
due égale  à  Stt,  et  de  prendre  la  symétrique  de  la  portion  de  courbe  obtenue  par  rapport  au  point  0. 
Enfin,  en  changeant     w  en  —  w,     p  ne  change  pas,  et  la  couibe  est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 

Par  suite,  nous  ferons  varier  w  de  0  à  -,  et  nous  prendrons  le  symétrique  de  l'arc  de  courbe  cor- 
respondant par  rapport  à  Ox  et  par  rapport  à  O/y. 

Quand  o^  croît  de  0  à  t:,  p  décroît  de  R  à  0,  ce  qui  nous  donne  la  branche  de  courbe     ABO  ifig.  2), 


OB  étant  égal  à  -—  •    Com 


tg  V  =  4  =  - 


la  tangente  au  point  A  est  perpendiculaire  à 


Ig 


Ox,  et  la  tangente  au  point  B  rencontre  Ox  au  i)oinl  T  qui  a  pour 
abscisse  —  i\^2.  En  achevant  par  symétrie  on  obtient  toute  la  courbe 

{fig.  2). 

2.  Le  pôle  r  de  la  droite  MI  est  sur  la  droite  01,  puisque  01 
est  perpendiculaire  à  IM,  et  l'on  a  01x01' =  R'-.  Il  en  résulte 
que  l'équation  polaire  du  peint  I'  est 

B 


P  = 


cos 


FiR.  y. 


La  courbe  correspondante  est  encore  symétrique  par   rapport 
aux  deux  axes  ;  nous  en  construisons  un  quart  on  faisant  varieri»  de 
0  à  Tx.  Eo  rayon  vecteur  p  croît  al  ors  de     R     à     4  oo  ,     ce  qui  nous  donne  la  branche  ACL  [fig.  3). 
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yji 


Nous  avons     tg  V 


'•o     o> 


;    la  tangente  en  A  est  perpendiculaire 


à  Ox,  et  la  tangente   au  point     C(OC  =  R/^)     rencontre  O./r  au   point  T' 
qui  a  pour  abscisse  2H/2. 
Tx         Pour  avoir  l'asymptote,  cherchons  la  limite  de 

H  sin  '•> 


p  sin  (lo  —  Ti)  = 


=  —  2Rsiri 


cos 


pour     0)  =  T.,     la  limite  est  égale  à     — 2R.     Par  suite  l'asymptote  a  pour 
^'■s-  -^  équation     ?/  =  2R,     et  la  courbe  est  au-dessous  de  son  asymptote. 

On    achève    par    symétrie     et    on  obtient  la    courbe    tout   entière   (/ig.  'A). 
L'équation  de  la  droite  MI  est 

X  cos  2ç.  -f-  j/  sin  2©  —  R  cos  o  =  0  ; 
le  point  limite  où  cette  droite  touche  son  enveloppe  sera  détini  par  cette  équation   et  par  l'équation 
donnée  par  rapport  à  œ 

—  2j?  sin  2o  -f-  2j/  cos  2cp  -t-  R  sin  «p  =  0. 
En  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  h  x  ely,  on  obtiendrait  les  coordonnées  d'un  point  de 
l'enveloppe  en  fonction  du  paramètre  <?,  ce  qui  permettrait  de  construire  la  courbe. 

Nous  allons  montrer  que  cette  enveloppe  est  une  épicycloïde  à 
deux  rebroussements. 

Considérons   le   cercle  (y)  qui  a   pour   centre  le  point  0  et  pour 

n 

rayon    —  .    et  qui  rencontre  le  rayon  OM  au  point  E,  milieu  de  OM; 

puis,    sur  EM  comme   diamètre   construisons  le  cercle    (y'),    dont    le 

rayon  est  égal  à    —  ■    La  droite  MI  rencontre  le  cercle  (y'j  au  point  N. 

Les  angles  MOy  et  OMP  sont  égaux  comme  alternes-internes,  et 
comme  OM  est  la  bissectrice  de  l'angle  PMN,  on  voit  que  MOj/  =  N.VIE) 
et  par  suite  que  l'arc  NE  du  cercle  (y)  est  égal  à  l'arc  FË  du  cercle  (y). 
On  en  conclut  que  le  cercle  (y')  roule  sur  le  cercle  (y),  et  que  le 
point  N  décrit  une  épicycloïde  à  deux  rebroussements  F  et  F'.  Or  la 
droite  MN  ou  MI  est  précisément  la  tangente  au  point  N  à  cette  courbe.  Donc  l'enveloppe  de  Mi  est 
cette  épicycloïde,  dont  la  forme  est  bien  connue  (fig.  4). 

3.  Les  coordonnées  polaires  du  point  Q  sont    p  =  OQ  =  OP  cos  <o  =  R  cos-  ?,     et     w  =  o  ;     par 
suite  le  lieu  du  point  Q  a  pour  équation  polaire 

p   =  R  cos-  w. 

Cette  courbe  se  construit  sans  diliiculté  ;  elle  se  compose  de  deux  ovales  symétriques  l'un  de  l'autre 
par  rapport  à  0»/,  et  se  touchant  au  point  0,  la  tangente  commune  étant  Ojy.  De  plus,  chacune  d'elles 
est  symétrique  par  rapport  à  Ox. 
Entin  l'équation  de  la  droite  IP  est 

X  cos  ?  -h  y  sin  ç  —  R  cos*  o  =  0  ; 
prenons  la  dérivée  par  rapport  à  o,  nous  obtenons 

—  X  sin  o-\-  y  cos  tp  -h  2R  cos  o  sin  <?  =  0. 
Résolvons  ces  deux  équations  par  rapport  à  a:  et  y,  nous  avons 

X  =  R  cos  tp(l  +  sin^  cp),  y  =  —  R  sin  »  cos^  9, 

ce  senties  coordonnées  d'un  point  de  l'enveloppe  en  fonction  du  paramètre  o. 


Fig.  4. 


396 


GÉOMÉTRIE    ANALYTIQUE 


On  voit  aisément  que  pour  construire  la  courbe  il  suffit  de  faire  varier  ?  de  0  à    —  ^    et  de  prendre 

les  symétriques  de  la  branche  de  courbe  obtenue  par  r;ipport  à  Ox  et  par  rapporta  Oij. 
Nous  avons 

dx        _    .        ,  dy 


rfc; 


R  sin  9(1  —  3  sin-  o), 


=  —  R  cos  9(1  —  3  sin-  ?)  ; 


on  en  déduit 


dy 
dx 


cos  (f 


siu  o 


ce  qui  ét;iit  à  prévoir  d'après  l'équation  de  la  tangente  IP. 


dy 


I  I 


Comme    —r-    et   — r—    s'annulent  pour  une  même  valeur  de  o,  correspondant  à     sin  ci  =  V/  — 
d^  do  '  '        V    3 

courbe  présente  un  point  de  rebroussement. 

Soit  a  l'angle  aigu  dont  le  ?inus  est  égal  à    v/-r- 1    nous  avons  le  tableau  de  variations 


>    la 


? 

0 

croît 

a 

croît 

X 

R 

croit 

4       /~i 

décroît 

0 

y 

0 

décroit 

2R 
3s/'3 

croit 

0 

Kig.  5. 


ce   qui   nous   donne  l'arc  de   courbe  AHO.   La  tangente  au   point  de 
rebroussement  H  a  pour  équation 


?v/^  -h  y  — ■ 


v/3 


=  0. 


En  achevant  par  symétrie  on  obtient  la  courbe  ci-dessus  (fig.  5) 


(t.  DINAY,  lycée  de  Poitiers. 


M.  E.-N.  Baki.sien  nous  a  envoyé  une  bonne  solution  de  la  question  et  les  remarques  suivantes  que  nous 
ajoutons  à  la  solution  précédente. 

Re.marquk.  —  Aire  des  cinq  courbes  précédentes. 

L  —  La  sextique  lieu  du  point  I  a  son  aiie  totale  équivalente  à  celle  du  cercle  donné.  Il  en  résulte  que  la 
somme  des  aires  des  deux  boucles  intérieures  est  équivalente  à  l'aire  comprise  entre  la  partie  extérieure  de  la 
courbe  et  le  cercle. 

II.  —  La  sextique,  enveloppe  de  MI,  a  pour  aire  les    —   de  l'aire  du  cercle. 

III.  —  La  quartiquc,  lieu  du  pôle  de  MI  par  rapport  au  cercle,  a  la  partie  fermée  de  cette  courbe  équiva- 
lente à  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  ses  deux  asymptotes.  Cette  aire  est  égale  à  l'aire  du  carré  circonscrit  au 
cercle. 

IV.  —  Le  lieu  du  point  Q  a  pour  aire  les    -^    de  l'aire  du  cercle. 

o 

V.  —  La  sextique,  enveloppe  de  la  droite  IP,  a  pour  aire  le     —    de  l'aire  du  cercle. 


Bonnes  solutions  par  MVI.  .Ir^an  Binc,  t'Iive  à  l'école  des  Mines:.!.  Coilangk,  école  des  Anglais,  à  Lvon  :  André  Coirtois. 
lycée  de  Douai;  V, .  Foucrv,  à  Reims;  H.  .lAr.orKMKTToi.  lycée  dt;  Douai;  (îaston  Laiudik,  à  Toulouse  ;  Kd.  Lkhoux,  ;x  Lille: 
Mimante,  à  Aluor  ;  I'.  Nkvejans,  lycée  de  Douai;  K.  Mankn,  à  Alhi  :  .la((|ues  I>aiuk  ;  K.  I'.kmk.  à  Alpei  ;  A.  RorssKMi.  à  Lan- 
drecies  ;  Paul  Skhvanu  et  .L  Vkhots,  écoledes  Anglais,  à  Lyon  ;  L.  Simo.n,  à  Cliàlonssur-Marne  ;    P.  Saii.eron,  àAlbi  ;  L.  Sibb. 
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1763.  —  Dans  un  tr'tauglc  on  donne  le  périmètre  2p,  le  rayon  du  cercle  exinscrit  dans  l'anrjle 
A,  r,  et  la  surface  S.  Calculer  le  calé  a  et  former  Véqualion  du  second  degré  qui  donne  les  deux  autres  côtés 
b  et  c.   Discuter. 

Application  numérique  :     p  =  3,     /■  =  ^3  ,     S  =  y/3. 

On  voit  immédiatement  sur  la  figure  que  l'aire  du  triangle  est  égale  k  la  somme  des  aires  des  trian- 
gles OAB,  OAG,  diminuée  de  celle  du  triangle  OBG.  Nous  avons  donc 

A) 


S 


(O-i-c  —  a)  —  =  (p  —  a)r. 


Gette  formule  donne  a. 


P——' 


Pour  calculer  6  et  c,  nous  remarquerons  que     AE  =  AD  =  p     et  que,  par 

2tg  A 


suite,     tg  — -  =  — »      sin  A  = 


9 


V 


1  +tc 


'     sin  A  = 


2pr 


V- 


Nous  avons  alors  immédiatement 

Z»-f-c  =  2p—  a, 


par  suite 


hc  sin  A  =  2S  ; 


6c  =  S 


pr 


et  ô  et  c  sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

x-2  —     />  H .r  +  S =  0. 

\  r  I  pr 

La  discussion  du  problème  est  aisée  :  en  efïet  l'équation  précédente  nous  montre  que    b  et  csont 

sûrement  positifs  si  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  sont  réelles;  d'autre  part,  «  >  0  nous  donne 

;>  > — 1    et  alors  a  étant  plus  petit  que  p,     b -\~  c     sera  plus  grand  que   p.    Il  reste  donc  à  exprimer 


que  6  et  c  sont  réels  et  que      |  b  —  c  |   <ia. 
La  condition  de  réalité  est 

La  condition      |  b  —  c  |  <Ca     s'écrit 

S 

V  —  — 


4S/' 

>  u. 

V 


iSr         /  S 


elle  est  toujours  vérifiée. 

Par  conséquent  les  seules  conditions  de  possibilité  sont  que  les  données  soient  raisonnables, c'est-à- 
dire  que  les  nombres  p,  S  et  r  soient  positifs,  et  que  l'on  ait 

p.>S,    [V-—)  -^->o. 

Four     S  =  pr,     le  trinôme  est  négatif  ;  donc  les  racines  de  ce  trinôme  en  S  sont  réelles,  et  S  doit 

être  compris  entre  la  plus  petite  et   pr. 

c^-     (           s  \2         4Sr      ,        .        ,           .       .,         ,                  1  /           S   \ 
Si     (  p j    =  — — 1    le  triangle  est  isocèle,     "  =  ^"  =  -^   P  h )  • 
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Dans  le  cas  où     p  =  3,     y  =  S  =  ^'3,     on  trouve     a  =  2,      b  =  c  =  ^,      et  le  triangle  est  équila- 

lérul. 

E.-N.  BARISIËN. 

Bonnes  solutions  :  MM.  L.  Sibk,  à  Lyon  ;  Marius  Mazet,  à  Sétif  ;  G.  Lach.  à  Denain  ;  R.  Allard,  à  Bruxelles;  G.  Foocry, 
à  Roanne  ;  A.  Courtois,  à  Douai  ;  P.  Sallebon,  à  AIbi  ;  Névejans,  à  Douai  ;  E.  Rème,  à  Alger  ;  R.  Manen,  à  Albi  ;  H.  Niox-Cha- 
TEAU,  à  Limoges  ;  R.  Bouvaist. 

Assez  lionnes  solutions  :  MM.  L.  Simon,  à  Chàlons-sur-Manie  :  Jean  Bing,  à  Toul  ;  A.   Rocsseau ,  k  Landrecies. 


ÉCOLE  CENTRALE  (1909), 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


Arithmétique,  Algèbre  et  Trigonométrie.  (M.  Gérard.) 

4692.  —  Reste  de  la  division  d'un  nombre  entier  par  25. 

4693.  —  On  ne  change  pas  le  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombres  quand  on  multiplie  l'un  deux   par  un  nombre  premier  à 
l'autre. 

4694.  —  Si  deux  nombres  a,  b  sont  premiers  entre  eux,  leurs  carrés  le  sont  aussi. 

11 

4695.  Montier  que  la  fraction     -—    ne  peut  être  réduite  en  fraction  décimale. 

60 

4696.  —  Montrer  (jue  le  rapport  de  deux  grandeurs  de  même  espèce  est  égal  au  rapport  desnombres  qui  les  mesurent. 

4697.  —  Racine  carrée  de  3256  à  une  unité  près.  Théorie. 

4698.  -Calculer^  y      à      -^  près,    y/lS.S    à      -^      près,    ^  —      k      -y^       près,      y-^     «     7^      Pres. 

12  1  1 

4699.  —  Calculer  e'''  à  une  unité  près,    -J3  à      près,     —    à     —      près,  4i:  à      près. 

10       ^  -  10  10' 

4700.  —  On  prend  3,14  pour  \aieur  approchée  de  t,  1,41  pour  valeur  approchée  de  y'-;  quelle  est  l'erreur  commise 
sur  le  produit  ■!iv^2. 

4701.  —  Résoudre  et  discuter  les  systèmes  suivants  : 

!x -I- «/ +  s  =  8,  '    j; -|_  y  _)_  2s  =  5,  i    x  +  ay+ a-z  + a^  =  ^, 

Sx  +  y  -h  3  —  5,  I     .r  —  ?/  -f-  3:  =  8,  \    x  +  by  A-  ¥z  -+-  ^'  =  0, 

4a;  +  2?/  +  3:;  =  9,  f  .v  -+-  3.v  -f-  4;  =  9,  {    X  ^  cy  +  c'-z  -i-  c'  =  0, 

i  {b  +  c  +  2)x  —  by  —  cz  —  2a, 
}  —  a.i:  -h  {c-ha-+-  2)y  —  cz  =  2p, 
(  —  ox  —  by  -+-  (a  -hb-h  2}Z  =  2v. 

4702.  —  Calculer  la  somme  des  h  premiers  nombres  impairs  ;  somme  des  carrés,  des  cubes. 

4703.  —  Calculer  i;)i(H  +  2)(n +  3). 

4704.  —  Démontrer  que  3  ^  x  3  •'  =  3    '  "^  ' .     ^3^"= 'ï/J^",    «''xa'  =  a''+'",    {a^f—o}"'. 

4705.  —  Limites  pour  «  infini  de    (  —  V',  ^3,  il,     JL,     _"         'in  +  K 

\  3  ;       ^   '    n         2"        4"  ' 


4706.  -■  Ktudier  les  séries 


4" 

1  /    3    \» 

""  =  ¥:•  ""=(tô-)'  «'.  =  (0.8)", 

') 

M„  =  (0,75)",  Un  =  (0,98)",  n„  =  — . 

5" 

1_  _  Jl  _       1 

""  ~  v/îô"'  '*"  "  1^ '  ""  ~  iHïrrr' 

2"  2"  2-  2  2"  3-  n 

jt  + 1  1  1  1  1  1  1  /~:C 

4"  H"  ?i  H-  n'  h'  yi'n  V     2n 

—     '  _        <  _   H  -I-  1  _       n  +^  _         1  1 


y/ft''  v^n" -4-  1  n' -h  1  11-  -f  ?i  -(-  1  n{u  —  \"  n(n  -t-  1) 
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y 1 1  _        n  _         1  _        n  , 

"  ~  (n-^2)(/t-H3)'  """    ,j!-Hi  '  '"—Hî-^i'  ""  ~    3rt»  -h  1  '  ""  ^    tt^  -t-  1   '  """4^ 

rt-l-l  \-" 

«„  =  sin 


«„  =  î/«'-t-  1  —  H,  «„  =  (    )       ,  M„  =  (  -1 


1 

4707.  —  Calculer  «-'  <à  près. 

100   ^ 

4708.  —  Etudier  les  séries 


1 
Calculer  la  somme  à  —  près. 
10    ^ 

4709.  —  Etudier  la  série    u„  = 


2n-hl 

M,=:  L(/h-1)-Lh,  Un  =  L       """^^ 

n*  -f-  ?i  —  1 


j L  + J L 

v/2         y/ 3        s/4 

i       1        1      J_ 


n^  H-  )n- 1 
4710.  —  Dérivées  des  fonctions  suivantes  : 

-2.  i.  _L  _ 

y=x^,  !/  =  x',  y  =  x',  y  =  Vx,  tl=2',  y  =  3»'"^  //  =  3sia2.i:^ 

y  -    i^i^   3X+5  , y  =  esin  2.r^  y  =  g^J^^S  /y  =   g^Lr,  y  ^   L(3  —  4x), 

y  =  L(j;  +  v/j;s -(- 1),  y=Lf- j;+v/«2-H  1],  y  =  L(3x -t- v/9x'-)- 4), 

y  =  L  sin  j;,  ?/  =  L  sin  2.r,  //  =  L(Lx). 

1  —X 


y  =  L  tg  1^  -^  -r  —  j ,        i/  =  L(3  -^  -H  2;,        y  =  L  (tg-x-  ^-  esiux)^        y  —  arc  tg  3x,        y  =  arc  tg  6a;,        y  =  arc  tg 


i  -I-  x  ' 

I  +  .r  ,     a:  -t-  1  j;  ^_  4  2x 

y^arctg-^— ^,  y^arctg^— ^,  y  =  arc  tg  ^_^.  y  =.  arc  tg^-— ^^ 

X 


y  =  arc  sin  v  l  —  t'-  y  =  arc  tg  — ==>  y  =  x^',  y  =  x^ii x,  y  =  .^jcos x,  y  =  (i  -h  j;)  T 

y  =  (tg  x)2^  y  =  (CCS  J)^'^  ',  y  =  js^ln  x)tg  ^.  y  =  .ra.c  tg ^,  y  ^  ( Lx-ji^  ^,  y  ^  Vtg  ^^  x  +  j;sini, 

y  =  L(tg'x-hJ:-^),  y  =  Lpv/2x-l-tgx^^''J,  y  =  L  (tg  x  +  sin  o:'^),  y  =  L(i-^.r'). 

4711.   —  Dérivées  première  et  seconde  de  la  fonction  y  déflnie  par  l'équation 


x-        y*       .    ^  _ 
a-         b-       "  a    ~    ' 


Même  question  pour  Téquation    e^-'J  =  ix-  -h  1. 
4712.  —  Dérivée  n"-  de    y  =  L  (1  —  2a;). 


4713.  —  Formule  des  accroissements  finis.  —  Appliquer  aux  fonctions    \/x,    e^,    :ix- -h  5,    en  prenant  pour   x  les 
valeurs  4  et  5. 

4714.  —  Appliquer  le  thîorème  des  accroissements  finis  à  la  fonction  sin  x,  en  prenant  pour  x  les  valeurs  30'^  et  90°. 

4715.  —  .\ppliquer  le  théorème  des  accroissements  finis  aux  didérences 

arc  sin  0,2  —  arc  sin  0,1,  arc  tg  S  —arc  tg  6. 

4716.  —  Théorème  dEuler  sur  les  fonctions  homogènes.  —  S'applique-t-il  aux  fonctions  transcendantes  .'  Exemples  : 

V  .  ,     a;-  —  y- 

e  arc  tg  — ; ^  • 

X-  -+-  y- 

4717.  Variations  des  fonctions  suivantes  : 

x^  —  l 
y  =  — j — >       y  =  sm  a; -t- sin  3.r,    y  =  sin  a; -t- cos  .r,    y=sma;cosx,    y  =  sm  a;.sm2.r,    y  =  sina;.sin  3a;, 

_       9  J sin.r.cosa;  ^  .„  „   ,    „„._  „      ..  ^   (  1 -+- sin  a;)(3 -f- sin^ a;) 

cos'x        sin- a; 


sm.r.cosa;  (  1 -+- sin  a;  3 -f- sin^  a;)  /  1\        1 

y  =     ,     .    ,     ^=-'     u  =  Ztzx  -h  cotga;,    y  =  : r—, '      y  =  L   1  h ) 

v/8sin-a; -4-1        "^  ^  b    >    y  l-i-sin-a;  ^         \         xj       x 


4718.  —  Variation  du  produit  des  sinus  des  trois  angles  d'un  triangle  isocèle. 

4719.  —  Variation  de  la  somme  des  sinus  (ou  des  cosinus)  des  trois  angles  d'un  triangle  isocèle. 

4720.  —  Limites  pour    a;  =  0    de 

sin(tgx)  L(l  -+-  x)  sin  (sin  a:) 

L(l  -f-x)  '  ^3  -I-  X  —  V'S  '  X 

#  I10..  I  ■      i    J        1  —  sin  X  T. 

4721.  —  Limite  de     pour    .r  = 

cotg  X  2 
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4722.  —  Limites,  pour  n  infini,  de 
hn  n  n  n -+-  1  n-hl  Ln  L(n-hl)  L(n*-)-l) 


?iH-l  L(rî2-4-l)  1.(1 -H  2")  L(4"-h5i  L(3"-t-2)  L(n>  — 1)  USn-'-hl)  L(n--Hl) 

n-hi  \3" 


n--+-  4  ,         H-  —  1  /  -TT  \"-^i 

mL  — ^ -'  nL 


n^  -(-  3n  -f-  1  n^  -i-  4rt  +  5 

4723.  —  Limiles  pour    x  =  0    de 

J_                                            — „-  "^                                        —                     /   ~           \'^°'^^  ' 

(cos  a; -I- sin  x)  ■/  ,              (cos  a:  +  cos^  x)  •'•' ,  (cos  x  +  sin- ar)  ^'  ,              (cos  x -i- tg  x) -^  ,              tg  ^  — -4- j  j 

4724.  —  X  étant  choisi  comme  infiniment  petit  principal,  trouver  Tordre  infinitésimal  et  la   partie  principale  de 
cliacun  des  infiniment  petits  suivants  : 


1-cosx,        x-sinarcosx,        tgx-x,        Ltgf—  h-xV         1-cos2x,        1— cos3x,        Lcos2x,        L  cos  3x. 

{A  suivre.) 


2  +  x 

4725.  —  Différentielle  première  de  la  fonction  y  =  arc  tg — 

1  —  2x 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1837  .  —  On  considère  deux  coniques  contbcales  G  et  C.  Par  un  point  P  quelconque  de  l'une  des  direc- 
trices relatives  au  loyer  commun,  on  mène  les  tangentes  aux  deux  coniques.  Démontrer  que  la  condition  pour 
que,  quel  que  soit  P,  ces  tangentes  forment  un  faisceau  liarmonique,  est  que  les  cercles  principaux  de  C  et  C 
soient  orthogonaux. 

G.  Pélissier,  à  Toulouse. 

1838.  —  Un  point  M  se  déplaçant  sur  une  parabole  P  de  loyer  F  : 

10  Le  lieu  du  centre  du  cercle  C  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  correspondant  au  point  M  est 
une  parabole  P'. 

2°  Cette  parabole  P'  est  aussi  le  lieu  du  sommet  d'un  triangle  isocèle  normal  circonscrit  k  la  parabole  P 
et  correspondant  ii  un  point  M'  de  la  normale  en  M  à  la  parabole  P. 

3°  Le  lieu  du  point  M'  est  une  cubique.  Cette  cubique  est  aussi  le  lieu  du  point  à  égale  distance  de  la  para- 
bole P  et  de  son  foyer  F. 

4°  Soit  C  le  cercle  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  à  la  parabole  P  et  correspondant  à  .M'.  C  et 
C  se  rencontrent  en  F  et  en  un  second  point  dont  on  demande  le  lieu. 

Camille  Massi.ng. 

1839.  —  Déterminer  la  trajectoire  d'un  mobile  saclianl  quelle  est  plane  et  que  les  composantes  tangentiellc 
et  normale  de  l'accélération  sont  constantes  toutes  les  deux.  G.  Lacii. 

1840.  —  Une  droite  de  longueur  donnée  passe  par  un  point  fixe  et  une  de  ses  extrémités  décrit  une  droite. 
Trouver  le  lieu  de  son  autre  extrémité.  Gh.  Gilncu. 

Note.  — Ces  deux  dernières  questions,  envoyées  par  des  lecteurs  de  la  Itevue,  sont  connues  depuis  longtemps.  Klles 
n'en  constituent  pas  moins  de  bons  exercices  pour  les  élèves  ;  c'est  à  ce  titre  que  nous  les  publions.  A',  d .  l.  H. 


Note  rectificative.  —  Dans  le  N°  de  Novembre,  une  erreur  matérielle  nous  a  enip»'chés  de  signaler  quelques  bonnes 
solutions  (|ue  nous  avons  reçues  de  la  question  1748.  iNous  réparons  cet  oubli  involontaire  en  signalant  aujourd'hui  une 
tris  bonne  solution  de  M.  Dinay,  h  l'oitiers  et  de  bonnes  solutions  de  :  MM.  J.-D.  Dik.wt,  a  Poitiers  ;  l'aul  Dklens,  à  Rouen  ; 
.lean  Ding,  élève  à  l'iicolc  des  Mines. 


BAR-LK-DPC.    —   UIP.    COMTB-JACQUbT 
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PREMIÈRE    PARTIE 


COURBES  GAUCHES  ET  SURFACES  [Suite) 

par  M.  A.   Sainte-Laguë,    Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Douai. 


Tangentes  conjuguées  et  lignes  asymptotiques.  —  9.  —  Deux  tangentes  à  une  surface  en  un  point 
sont  dites  conjuguées  si  elles  le  sont  par  rapport  à  l indicatrice.  Deux  familles  de  courbes  sur  la  surface  sont 
dites  conjuguées  si,  en  chaque  point  de  la  surface,  les  deux  courbes  qui  y  passent  sont  à  tangentes  conjuguées. 

Si  nous  reprenons  l'équation  de  l'indicatrice  dans  le  cas  où  la  surface  est  donnée  par  2  =  f{x,  y)  en  dési- 
gnant par  dx,  dy  et  oc,  Sy  les  différentielles  de  x,  y  le  long  de  deux  courbes  conjuguées,  la  condition  pour 

dy  ou  .  ,  ,.         •  -  . 

que    -7—    et   -é-    représentent  deux  directions  conjuguées  est  : 

rdx.ox  -\-  s{dx .og  -I-  dg.ox)-\-  tdg.oy  =  0, 
que  l'on  peut  écrire 

ox{7'dx  -+-  sdy)  -\-  og{sdx  -+-  tdy)  =  0 

ou  enfin  dp.ox -^-di.oi/ ^=  0. 

Ceci  permet  de  donner  une  autre  définition  des  lignes  conjuguées  ; 

Si  en  chaque  point  d'une  courbe  tracée  sur  une  surface,  on  prend  la  génératrice  de  la  surface  développable, 
enveloppe  des  plans  tangents  à  la  surface  tout  le  long  de  la  courbe  donnée,  cette  génératrice  est  conjuguée  de  la 
tangente  à  la  courbe  en  ce  point. 

Réciproquement,  toute  tangente  conjuguée  à  la  tangente  à  une  courbe  donnée  peut  être  détinie  de  cette  façon. 
En  effet,  considérons  x,  g,  :,  coordonnées  du  point  donne,  et  p,  q,  définis  comme  précédemment,  comme 
fonctions  de  l'arc  de  la  courbe  tracée.   Le  plan  tangent  est 

Z— :  =  p(X-a;)-(-2(Y-//). 
On  a  son  enveloppe  en  ajoutant  à  celle  expression  sa  différentielle  par  rapport  à  l'arc  s  : 

—  dz  :=  dp{\  — x)  -h  dq{\  — y)  —  pdx  —  qdy . 
Mais  la  tangente  à  la  courbe  donnée  étant  dans  le  plan  tangent  on  a    ds  =  pdx+qdg    et  la  seconde  équation 
s'écrit  alors 

dp{\- x)-[- dq[Y  —  y)=  0 

qui  définit  dans  le  plan  tangent  une  direction  —  telle  que 

oLdp  -H  pdq  =  0 
qui,  comparée  à  ox.dp  -+-  oy.dg  =  0,  montre  bien  que  la  génératrice  de  la  surface  développable  est  conjuguée, 
de  la  tangente  k  la  courbe. 

Avec  des  notations  plus  générales,  a,  b,  c  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  k  la  surface  au 
point  (.X,  y,  z)  pour  avoir  l'enveloppe  du  plan  tangent 

a(\-x)+b{\  —  y)-hc(Z  —  z)  =  0, 
il  faut  adjoindre  k  cette  équation 

dai\  —  x)  ■+■  db{\  —  y)  +  dc[Z  —  z)  —  adx  —  bdy  —  cdz  =  0 

ou  da{X  —  x)  +  db{Y  —  y)-\-  dc{Z  —  z)  =  0, 

qui  montre  que  la  direction  ox,  oy,  oj  ainsi  définie  vérifie  la  condition 

da.ox  -+-  db.og  -\-dc.oz  =■  0, 
généralisation  de  la  précédente. 

10.  —  Une  tangente  est  dite  asymptotique  si  elle  est  conjuguée  par  rapport  à  elle-même.  Elle  est  alors  dirigée 
suivant  une  asymptote  de  l'indicatrice.  Une  ligne  est  dite  asymptotique  si  en  tous  ses  points  sa  tangente  est  asynip- 
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toiique.  II  passe  en  général  deux  telles  lignes  par  un  point  donné,  mais  il  faut  bien  remirquer  qu'elles  sont 
réelles  ou  imaginaires  ou  même  tangentes,  tandis  que  les  deux  lignes  de  courbure  qui  passent  au  même  point 
sont  toujours  réelles  et  orthogonales. 

L'équation  diftérentielle  des  lignes  asymptotiques  est  donnée  d'après  ce  qui  précède  par 

da.dx-h  db.dy -\- dc.dz  ^  0 
ou,  dans  le  cas  où  la  surface  est  de  la  forme    :;  ==  f{x,  y),  par 

dp.dx  -\-  dq.dy  =z  0, 
que  l'on  peut  écrire,  en  remplaçant  dp  et  dq  par  leurs  valeurs, 

rdx"^  -+-  2sdxdt/  -t-  tdy^  —  0, 
résultat  qui  se  vérifie  directement. 

Tout  le  long  d'une  ligne  asymptotique  le  pian  osculateur  à  celle  courbe  est  langent  à  la  siirface  et,  réciproque- 
ment, une  telle  propriété  est  caractéristique  des  lignes  asymptotiques. 

En  effet,  le  plan  tangent  k  la  surface,  Z —  ;;  =  ^  (X  —  ce)  -f-ç  (Y  —  y),  est  osculateur  à  la  courbe  consi- 
dérée si  p  et  2  vérifient 

pdx  +  qdy  —  d:  =:  0,  pd-x  +  qd^y  —  d-i   =  0 

pour  un  déplacement  le  long  de  celte  courbe.  La  première  équation  montre  que  la  tangente  k  la  courbe  est 
dans  le  plan  tangent.  En  la  difiérentiant  et  en  tenant  compte  de  la  seconde,  on  trouve 

dp. do:  -t-  dq.dij  =  0, 
équation  différentielle  dés  lignes  asymptotiques. 

On  pourrait  d'ailleurs  établir  ce  résultat  par  des  raisonnements  géométriques. 

11.  —  On  ne  sait  pas  en  général  trouver  sur  une  surface  donnée  des  familles  de  lignes  de  courbure  ou  de 
lignes  asymptotiques,  sans  intégration  d'une  équation  différentielle,  mais  on  peut  toujours  obtenir  certaines 
familles  de  lignes  conjuguées  grâce  au  théorème  suivant  dû  k  M.  Kœnigs  : 

Les  sections  d'une  surface  par  des  plans  passant  par  une  droite  fixe  et  les  courbes  de  contact  des  cônes,  circons- 
crits à  la  surface,   de  sommets  sur  cette  droite,  forment  sur  la  surface  deux  familles  de  courbes  conjuguées. 

En  effet,  en  un  point  de  la  courbe  de  contact  d'un  cône,  la  tangente  à  cette  courbe  admet  pour  tangente 
conjuguée  la  génératrice  correspondante  du  côhe,  génératrice  qui  coupe  la  droite  fixe  donnée.  C'est  par  suite 
une  tangente  à  la  section  plane  de  la  surface,  dont  le  plan  est  déterminé  par  la  droite  fixe  et  le  point  pris  sur 
la  courbe  de  contact. 

Nous  avons  vu  que  les  lignes  de  courbure  jouissent  d'une  propriété  remarquable  par  rapport  à  la  transfor- 
mation par  inversion  ;  nous  allons  montrer  de  même  que  tout  système  conjugué  reste  conjugué  si  la  surface 
quile  porte  est  transformée  homograpliiquement  ou  par  polaires  réciproques.  En  particulier  les  lignes  asymptoti- 
ques se  correspondent  dans  ces  transformations. 

La  première  propriété  relative  à  la  transformation  homographique  s'établit  immédiatenaent  car  la  défini- 
tion des  tangentes  conjuguées  au  moyen  de  développables  circonscrites  à  une  surface  tout  le  long  d'une  courbe 
le  montre  immédiatement.  On  verrait  aisément  que  la  propriété  est  encore  exacte  pour  la  transformation  par 
polaires  réciproques,  en  remarquant  que  la  courbe  et  la  développable  s'échangent  dans  une  telle  transformation, 
et  que  les  tangentes  de  l'une  deviennent  les  génératrices  de  l'autre. 

§  m.  —  COORDONNÉES  CURVILIGNES 

Généralités.  —  12.  —  Si  les  coordonnées  (a;^  y,  -•)  d'un  point  sont  fonctions  de  deux  paramètres  u  et  p, 
ce  point  décrit  une  surface  en  général,  et,  inversement,  si  un  point  décrit  une  surface  on  peut  toujours  prendre 
ses  coordonnées  sous  celte  forme.  Nous  dirons  que  cette  surface  est  rapportée  au. système  de  coordonnées  curvi- 
lignes u  et  V.  Par  exemple  la  surface  -j  =  A^»!/)  P^^'t  ^6  représenter  par 

X  =:  u,  y  =  r,  :  =:  f{u,v). 

Toute  relation  entre  u  et  u  :  fiu,v)  =  0  oblige  le  point  considéré  k  décrire  une  courbe  sur  la  surface  ; 
u  et  V  sont  alors  fonctions  d'un  même  paramètre  qui  peut  être  m,  ou  v,  ou  l'arc  de  la  courbe,  etc..  Toutes 
les  dérivées  sont  prises  dans  les  calculs  par  rapport  k  ce  paramètre  unique.  Les  équations  u  =  C»  et 
V  =  C"  représentent  deux  familles  particulières  de  courbes  que  Ion  appelle  courbes-coordonnées  ou  courbes- 
bases.  Un  point  est  défini  par  les  deux  courbes-bases  qui  y  passent:  u  =  uo  ;  t>  =  ro.  On  l'appelle  le 
point  de  coordonnées  uq,  to  ou  plus  simplement  le  point  (mo,  tJo).  Ses  coordonnées  cartésiennes  xo,  yo  :o  s'en 
déduisent  immédiatement. 
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On  peut  parfois  donner  une  représentation  plane  on  «  carte  »  d'une  telle  surface  en  faisant  correspondre  au 
point  de  la  surface  de  coordonnées  m,  v  le  point  du  plan  de  coordonnées  cartésiennes  m,  v.  Les  courbes-bases 
correspondent  alors  aux  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  Par  exemple  les  sections  planes  de  la  surface  cor- 
respondront à  certaines  familles  de  courbes  du  plan  ;  les  points  d'intersection  de  la  surface  avec  une  droite  à 
certains  groupes  de  points  du  plan,  etc. . .  Il  y  a  des  cas  oîi  l'usage  de  telles  cartes  donne  des  résultats  intéres- 
sants. Nous  reviendrons  d'ailleurs  sur  ce  sujet  dans  le  cas  particulier  des  quadriques. 

On  peut  de  mènje  obtenir  des  représentations  d'une  surface  sur  une  autre.  Par  exemple  on  peut  faire  corres- 
pondre aux  points  d'une  surface,  avec  des  courbes-bases  convenablement  choisies,  les  points  d'une  autre 
surface  tels,  qu'en  deux  points  correspondants  les  plans  tangents  soient  parallèles.  En  particulier  si  l'ime  des 
surfaces  est  une  sphère  on  a  ce  que  l'on  appelle  ïimage  sph^irique  des  points  de  l'autre  surface. 

13.  —  On  a  souvent  besoin  d'évaluer  l'arc  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface.  On  a  immédiatement,  pour 
cet  arc  s, 

ds^-  =  dx^  -^dy-^dz^-. 

Mais  il  faut  remarquer  que  x,  ij,  z  sont  fonctions  d'un  même  paramètre  par  l'intermédiaire  de  u  et  r  ;  on 

a  donc    dx  =    -r—da  -t-  -^—dv    et  des  formules  analogues  pour  dij  et  dz.  D'où 
au  00 

ds-  =  Edu-  -f  2FcZm  .  do  +  Gdv-, 

,  ^       v^/'^^\'  V      \:\âx,Ox  \r\/à.c 

en  posant  ^  =  Mlh^)  '  ^  =  liâ^  J^^  ^'  =  I](-J^ 

le  signe  ^  indiquant,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  la  somme  de  trois  expi'essions,   analogues   à  la  première, 
obtenues  par  le  changement  de  x  en  y,  puis  en  z. 

ds  s'appelle  VêLèment  linraire  de  la  surface.  Il  faut  bien  remarquer  que  si  l'on  fait  des  changements  de 
variables  détinis  par  les  formules:  u  =  f{u),  v  =  y[v'),  les  courbes-bases  restent  les  mêmes  quoique 
correspondant  à  d  s  valeurs  différentes  des  paramètres,  mais  E,  F,  G  changent  de  valeur.  On  voit  donc  que, 
môme  avec  des  courbes-bases  données,  il  y  a  une  infinité  de  formes  distinctes  de  l'élément  linéaire. 

Pour  une  courbe     u  =  G"=     l'élément  d'arc  est  \/Gdv  et  de  même,  pour     v  =  C'%     \/Èdu.    L'angle  a  au 

point  (u,  v)  des  deux  courbes-bases  qui  y  passent  s'obtient  aisément:  en  etlèt  les  paramètres  directeurs  des 

.      ,  ,  ,       dx      ôy      dz  dx      ày      dz 

tangentes  a  ces  courbes  sont       -j-.    -r--  -.—     et    -r— ,    -r— ,    -r-.     On  a  donc 
°  o>'      au      au  fio      00       ao 


cos  a  = 


du'  dv  _  _F 


v/i:(^)V2:(^)' 


E(;  —  F- 

On  en  déduit     tg-  a  -  — On  pose  habituellement    H-  =  EG  — F-    et  l'on  a  alors  en  valeur  absolue 

Remarquons  que  E  et  G  sont  positifs  par  définition  et  que  H  est   toujours   réel,    car,    d'après    l'identité  de 
Lagrange, 

^^\du     dv        do     du  / 
L'tf7^;»e/îf  (i'aj/e  de  la  surface,  c'est-à-dire  l'aire  comprise  entre  les  courbes  u,  v;     u-\-du,     v-\-dv,      peut 
être  assimilé  à  un  parallélogramme  infiniment  petit  et  l'on  a  par  suite 

diy  =  y/E . du  ^G .dv. sin  a  =  R.du.dv . 
Prenons  maintenant  deux  courbes  quelconques,  tracées  sur  la  surface,  se  coupant  au  point  (//,  v)  et  repré- 
sentons par  dx,  dy,  dz  et  ox,  oy,  oz  les  paraiHètres  directeurs  des  tangentes  à  ces  courbes  en  ce  point.  Cher- 
chons la  condition  d'orthogonalité  de  ces  courbes.  On  doit  avoir 

y.dx.o.:=y.{^du  +  ^dv\lf-Zu^^^.À=i^ 
■-^  ji^\  du  do       /\d>^i  dv       J 

ou,  en  développant  les  calculs, 

EcZw.ÔM  -f-  ¥{dv.ou-irdu.ov)  -\-  Gdv .ov  =  0. 

En  particulier  les  coui-bes-coordonnées  sont  orthogonales  si    F  =  0,  ce  qui  se  vérifie  immédiatement  avec  les 
formules  ci-dessus  donnant  les  lignes  de  l'angle  a. 

11  peut  arriver  que  pour  un  choix   convenable  des  paramètres  u  et  i?,  les  éléments  linéaires  de  djux  sur 


40  i 


COURBES  GAUCHES  ET  SURFACES 


faces  isolent  les  mêmes,  E,  F,  G  étant  les  mômes  fonctions  de  u  el  v,  sans  que  pour  cela  les  surfaces  soient 
identiques.  On  dit  alors  que  les  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  Vautre.  Si  Ton  considère  une  surface 
comme  un  tissu  flexible  et  inextensible,  pouvant  se  déformer,  sans  déchirure  ni  «  duplicature  ",  la  longueur 
de  toute  courbe  tracée  sur  celle  surface  reste  invariable,  et,  pendant  tout  le  déplacement,  ds,  c'est-k-dire 
E,  F,  G  ne  changent  pas  pourvu  qu'on  ne  change  pas  les  courbes-l)ases.  C'est  ce  qui  fait  inversement  donner 
le  nom  de  surfaces  applicables  à  deux  surfaces  ayant  même  valeur  pour  d^.  Nous  n'examinerons  pas  d'ailleurs 
la  question  de  savoir  s'il  est  possible  géométriquement  de  faire  coïncider  les  deux  surfaces  en  faisant  subir  k 
l'une  d'elles  une  série  de  déformations  continues  du  genre  de  celles  qui  précèdent. 

Lignes  remarquables  d'une  surface.  —  lA.  Pour  transformer  avec  les  notations  actuelles  l'équation 

différentielle 

da .  dx  -\-  db .  dy  -\-  de  .dz  =0 

des  lignes  asymptotiques,  dans  laquelle  a,  b,  c  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  il  nous  faut  calculer 
d'abord  ces  cosinus.  On  a 


().'/     à-        0.1/      ■          0'     0^ 
Ou     Oo       Oo     O'i        Oit-     Oo 

Oz 
Ov 

Ox   - 

Oh 

i 

Ox 

'0^ 

Ou 

■  Oo 

Ox 
Oo 

Ou 

Ou 

v/a^  +  b'- 

■+•  c- 

~       v/ËCT- 

'V' 

-    H' 

dble  sur  la  normale.  On  en  tire 

1 

ôll 
Ou 

On 
'Oo 

0:- 
Ou 

0^ 
Oo 

et  des  formules  analogues  pour  b  el  c.  Si  Ion  remaniuc  que    da  =  -^  du  -\-  —■  dv    et  que  db,  de,  dx,   dy, 
d:.  se  développent  de  la  même  façon,  on  voit  que  l'équation  difîérentielie  considérée  s'écrit 


2j O'i    Ou      ^ 2j\  Ou.   Oo     ov    O'^J  ^Ov    oi 


^4^.4:id,2  =  o. 


^t^    Ox 
Mais  en  différentiant  les  relations  vérifiées  identiquement      Va  —  =  0, 

les  tangentes  aux  courbes  m  et  u  sont  dans  le  plan  tangent,  on  a 


V^     Ox 


=  0,     qui  expriment  que 


Ou      0>^ 


■y\  Ox_     Oo- 

SOx      0^ 
Ou       Ov 


V     à^'^  _         \     \^  0-x 

^''~o^- — \r2à-^ 


jllL 

Ou 

Oy_ 

Ov 


0:- 
Ou 
Oz 
Oo 


-  _  y    ^_ '  V  d- 

~        ^'^  Ou.Ov  -~         H    ^Ou. 


Tv 


Ou  Qz 

Ou,  Ou 

EL  il 

Ov  Ov 


■        .-  1  "^   Ox^       do.         .       '^   Ox       Oa       T^  1     '  1  i   •• 

et  deux  équations  analogues  pour     Tj— r-  •  -^r-     ("t      Zj^r-  •  ^r--    Posons  pour  abréger  les  notations  : 

°       ^         ^^  Oo      Ou  ^^  Or      Oo 


!)'  = 


0 

.(/ 

0'^ 

O'-x 
Ou' 

Ox 
Ou 

Ox 
Ov 

n  = 

^'0 

X 

Ou 

Ou 

Ou 

Oz 

= 

O^U 
Ou' 

Ou 

Ou 

Oy 

Oo 

Oo 

Or 

O'z 
Ou' 

Oz 
Ou 

Oz 

Oo 

O'x 
OuOr 

Ox 
Ou 

Ox 
Or 

Ô'x 

ov 

Ox 
Ou 

Ox 
Ov 

O'ii 
O'tOc 

Ou 

Ou 

Ou 
Ov 

et            D"  = 

Ohj 

dri 

dy 

Ou 

ày 
Ov 

0'^ 
Oudo 

Oz_ 
Ou 

0 
'0 

V 

oc 

Oz 

Ou 

Oi 
Ov 
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L'équation  diffnerJielle  des  lignes  cmjn^ptotiques  est  en  définitive,  en  remarquant  que  11  est  différent  do  0, 

ds\  =  Bdu^  ■+-  2D'du.dv  -+-  D"dv'''  =  0  ; 

dsl  s'appelle   parfois  la  seconde  forme  fondamentale,  ds'^  étant  la  [)ronnière.   On  voit  que  les  directions  asymp- 

dv 
totiques  ne  sont  réelles  au  point  {u,  r)  (jue  si  cette  équation  du  second  degré  en  -j—  a  ses   racines  réelles, 

c'est-à-dire  si    DD"  —  JJ'-  <  0. 

Si  l'on  remarque  que  la  condition  pour  que  deux  directions  dx,  dy,  dz  et  ox,  o(/,  oz  soient  conjuguées  est 
da.ox -\- db.?jij -\- dco:  =0,  on  en  déduit  par  des  calculs  analogues  aux  précédents  la  nouvelle  forme  de 
cette  condition  : 

DttM.  ou  -+-  \)'[du.  ov-\-  de  .ou)  -+-  î)"dv .  ov  =:  0, 

d'ailleurs  symétrique  par  rapport  aux  deux  directions.  En  particulier  les  courbes-bases  sont  conjuguées  si  l'on 
a    D'  -  0. 

15.  —  Cherchons  maintenant  l'équation  différentielle  des  lignes  de  courbure  de  la  surface.  Les  formules 
d'OIinde  Rodrigues  sont,  comme  nous  l'avons  vu, 

dx  +  Rda  =  0,  (///  +  lidb  =0,  dz  -+-  [\dc  —  0. 


La  première  peut  s'écrire 


— —  du  -H  -^^—  c/î)  -I-  H      du  +  •  ,—  t/u 


à  laquelle  on  adjoint  deux  formules  analogues. 

Multiplions  la  première  par  -r-  ,  la  deuxième  pai'  -v-  ,  la  troisième  par  t^  et  ajoutons-les 

on  ^       du  ^      au 


Edu  +  Fdv  =  -^  {\)du  -+-  ï)'dv), 
H 

avec  les  définitions  ci-dessus  pour  D  et  D'.  En  les  multipliant  de  même  par  -^  >    -v-'    -7-  on  a 

^  '^  ^        Oo       ôv       ()V 

F  du  +  Gdv  =  ~  [D'du  +  D"dv). 

La  comparaison  de  ces  deux  relations  donne 

R__    Edu -h  Fdv    _     Fdu-i-V.do    _       (Edu -\-Fdv)  du -\~  {Fdu -{- Gdv)  dv     _    ds^_ 
ir  ~    ïfdu  -+-  D'au  D'dii'hi)"do   ~      (l)du  + D'dv)du  +  {D'du  -+-  D"dv}  dv    "    dsf  ' 

Le  deuxième  et  le  troisième  rapport  donnent  par  comparaison  Véquation  différentielle  des  lignes  de  cour- 
bure ;  le  premier,  comparé  à  lun  des  deux  suivants,  donne  le  rayon  de  courbure  correspondont  à  la  ligne  con- 
sidérée. On  verrait  aisément  que  les  deux  lignes  passant  au  point  {u,v)  sont  orthogonales  et  toujours  réelles. 
En  particulier  les  courbes-bases  sont  lignes  de  courbure  si  F  =  0  et  D'  =  0.  La  première  condition 
exprime  que  ces  deux  courbes  sont  orthogonales,  la  deuxième  qu'elles  sont  conjuguées  et  ces  résultats  devien- 

E  1*"         G  .    ,   ,        . 

nent  alors  évidents.  Si  -^^  =3— 7  =  —  les  lignes  de  courbure  sont  indéterminées  au  point  considère,  qui  est 

alors  un  ombilic. 

dv 
Ces  mêmes  rapports  permettent  par  élimination  de -y-  d'obtenir  l'équation  du   second  degré  en    R    qui 

donne  les   deux   rayons  de    courbure  principaux  R  et  R'  au  point  (m,  v)  considéré,  et  par  suite  de  calculer 

11  i  ... 

^H-—      ou  courbure  moyenne  et   -77J-7-   ou  courbure  totale.  On  trouverait  ainsi 

1     .     i  ED"-t-GD  — 2FD'  1  DD"  -  D'^ 


H        H'  ~  H»  '  R.H'  H^ 


(.4  suivre.) 
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1767.  —  On  considère  un  cercle,  deux  diamètres  rectangulaires  fixes  de  ce  cercle  et.  sur  chacun  d'eux, 
un  point,  A  et  B. 

1"  Trouver  réquation  rjénérale  des  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  formé  par  les  tanrjenles  au 
cercle  issues  des  points  A  et  B^  le  lieu  de  leurs  centres  et  le  Uni  des  points  du  plan  où  se  coupent  deux 
coniques  orthogonales  en  ce  point. 

2f'  Dans  le  faisceau  ainsi  formé  il  y  a  une  parabole,  h'nveloppe  de  l'axe,  de  la  tangente  au  sommet  et 
lieu  du  sommet  quand  lé  point  B  varie  sur  le  diamètre  fixe  qui  le  porte. 

3"  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  des  pieds  des  normales  abaissées  de  l'origine  sur  ces  para- 
boles et  le  lieu  du  centre  du  cercle  passant  aux  pieds  de  ces  normales . 

i°  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  les  deux  diamètres  OA  et  OB,  et  soient  a,  b  les  longueurs 
OA,  OB  et  R  le  rayon  du  cercle.  L'équation  tangentielle  du  cercle  est 

R^{u'- -i- V'-)  — -w'-  =  0, 
celle  do  la  conique  impropre  réduite  aux  deux  points  A  et  B, 

(au  ■+-  ir){bv  -+-  iv)  =  0. 

Les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  indiqué  forment  un  faisceau  tangentiel  dont  l'équation 
est 

R2(m2  +  y2)  _  n,2  ^  X(aM  +  io){bv  4-  w)  =  0. 
X  désignant  un  paramètre  arbitraire. 

Le  centre  de  chaque  conique,  À,  a  pour  équation  tangentielle 

f'w  =  0     ou    l{au  -\-  bv  +  ^w)  —  2m.'  =  0  ; 
ses  coordonnées  cartésiennes  sont 

al  bl 


y  = 


2(X  — 1)       ^         i:J(>^  — 1} 
et  le  lieu  de  ce  point  est  la  droite 

a  b 

qui  joint  le  point  0  au  milieu  de  la  droite  AB;  c'est  la  droite  de  Newton  du  quadrilatère  formé  par  les 
quatre  tangentes  menées  des  points  A  et  B  au  cercle. 

Ce  résultat  est  classique  et  découle  du  résultat  analogue  pour  un  faisceau  linéaire  tangentiel  de 
coniques  absolument  quelconque. 

Considérons  maintenant  un  point  M  quelconque  du  plan:  les  tangentes  menées  par  ce  point  aux 
diverses  coniques  du  faisceau  forment  les  couples  dune  involution  dont  les  rayons  doubles  sont  les 
tangentes  en  M  aux  deux  coniques  du  faisceau  qui  y  passent.  Ces  deux  rayons  doubles  doivent  être 
rectangulaires;  donc,  dans  le  faisceau,  il  y  a  un  couple  confondu  avec  le  couple  isotrope;  par  consé- 
quent, le  point  M  est  un  foyer  et  nous  aurons  le  lieu  demandé  en  cherchant  le  lieu  des  foyers  des  coni- 
ques du  faisceau. 

Soit  (x,y)  un  tel  point;  si  nous  exprimons  que  la  droite  courante  du  plan  passe  en  ce  point  et  est 
tangente  à  la  conique  X,  nous  aurons  ux  -Jfvy  -^  w  =  0, 

R2(w2  -+- 1-2)  —  w^  ■+-  l{au  -f-  w){bv  -h  >/■)  =  0. 

Il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  ir  entre  ces  deux  équations  pour  avoir  les  directions  des  deux  tangentes 
menées  du  point  (.r,  y)  à  cette  conique. 
Ceci  nous  donne 

K^{u^  -h  v^)  —  {ux  -+■  vyy  -+■  l[au  —  u.r  —  vy){bv  —  ux  —  vy)  =  0. 
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Le  point  sera  un  foyer,  si  cette  équation  se  réduit  à     K(m-  -i-  v-)  =  0.    Ceci  donne 

R2  _  x2  —  Xx{a  _  x)  =  R^  -  ir-  -  hj(h  -  y),  -  2xij  +  l[xij  -+-  {a  —  x){h  —  y)]  =  0, 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  éliminer  X  entre  ces  deux  équations .  On  trouve  ainsi 

{x"'  —  y^){'ixy  —  ay  —  bx  +  ah)  —  '2xy{x^  —  y-  —  nx  -\-  hy)  =  0, 
ou 

(2)  {X'  +  y^-)(ay  -  hx)  +  ab(x'  -  y')  =  0. 

Tel  est  le  lieu  des  foyers,  le  lieu  des  points  par  lesquels  passent  deux  coniques  du  faisceau  qui  se 
coupent  en  ce  point  à  angle  droit.  Ce  lieu  est  une  strophoïde  oblique  ayant  pour  direction  asymplotique 
la  ligne  des  centres  des  coniques  du  faisceau  et  ayant  l'origine  comme  point  double. 

2°  Pour  que  la  conique  du  faisceau  soit  une  parabole,  il  faut  que  le  terme  en  ir"-  soit  nul,  ce  qui 
donne     1  —  1.     Il  y  a  donc  une  parabole  et  une  seule  dans  le  faisceau  et  elle  a  pour  équation 

(3)  ]X-{u'^ -\-v-)-\- abuv -\-awi  -\- bv/i'  =  0. 

X         y 
Le  centre  de  cette  parabole  est  à  l'infini  sur  la  droite      —  =  -^l     la  direction   de  l'axe    est  donc 

au 

bx  —  ay  =  0.     D'autre  part,  le  foyer  est  fourni  par  les  équations  précédentes  où  l'on  fait    À  =  1, 

ax  —  by  =  0, 
bx  -\-  ny  —  ab  =  0. 


Ce  point  a  pour  coordonnées 

X         y  ab 


b  a  a-  -h  b- 

et  son  lieu,  quand  avarie  seul,  est  le  cercle 

(4)  x^H-i/-  —  ax  =  0, 

c'est-à-dire  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre. 

L'axe  passe  au  foyer  et  est  parallèle  à  la  droite     bx  — ay  =  0  ;     il  a  donc  pour  équation 

0^2     x  /  a'-b 


ab(a'-  —  b-) 

(5)  bx  —  ay  h ^^ -—  =  0. 

^  '  •'  a^^  b^ 

Son  enveloppe  est  une  courbe  de  troisième  classe  dont  on  a  facilement  l'équation  tangentielle,  en 

posant 

ab{a'  —  b') 

b  =  lu,  a  =  —  \v,  7- —  =  A»,', 

a-  -t-  b^ 

et  éliminant  6  et  X  entre  ces  équations.  Ce  calcul  donne 

(6)  ?/'(m"--4- U-) —  au{u^  —  V-)  =  0; 

c'est  l'équalion  tangentielle  d'une  courbe  de  troisième  classe  doublement  tangente  à  la  droite   de 

l'infini  aux  points  cycliques;  c'est  donc  l'équation  d'une  hypocycloïde  à  trois   rebroussements,   qui 

admet  Oa:  pour  axe  de  symétrie. 

La  tangente  au  sommet  est  la  droite 

ax  -\-  by  -h  ;->•  =  0, 

|ji  étant  déterminé  par  la  condition  que  cette  droite  soit  tangente  à  la  parabole,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

ma'  -+-  b-')  -h  a-b'  -h  Ka2  +  b^)  =  0, 

a^b- 
IX  est  donc  égal  à    —  R- —^     et  l'équation  de  la  tangente  au  sommet  est 

a'b'' 

(7)  ax+by-ïi^-——rr  =  0.. 
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L'enveloppe  de  cette  droite  s'obtient  aussi  en  posant 


n  =  Iv,  h  =  ).r.  R2-f 


fû  ^-  62 
et  en  éliminant  b  et  X  entre  ces  trois  équations,  ce  calcul  donne  facilement 

a-v"^  aiv 

li  -+-  —:. r  H =  0, 

u-  -+-  r-  u 

OU 

(8)  aw{u'-  +  v^)  4-  R-a(u2  4-  U")  -I-  a^y^^  ^  q_ 

C'est  encore  l'équation  langentielle  d'une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements,  ayant  Or  pour  axe 
de  symétrie. 

Le  sommet  est  l'intersection  des  droites  (3)  et  (7) 

bx  —  au  —  ; — -^.  nx  -h  bii  =  II-  H 


n'^  +  //-  a-  -+-  b- 

Ce  point  a  donc  pour  coordonnées 

R-rt  ab'*  R26  ba' 


a2  +  6^         (a^  4-  b-y  '         a'^  4-  6-    '    (a-  -+-  ^^j^ 

et,  si  on  pose     R-  =  aa'     et     b  =  nt, 


af 


^^  ^  a'I  at 

Ce  sont  les  équations  paramétriques  d'une  courbe  du  quatrième  degré,  symétrique  aussi  par  rap- 
port à  l'axe  des  x  et  ayant  ses  directions  asymptotiques  deux  à  deux  confondues  avec  les  directions  iso- 
tropes. Elle  est  donc  aussi  doublement  tangente  à  la  droite  de  l'infini  aux  points  cycliques. 

Si  nous  voulons  les  équations  ponctuelles  des  deux  hypocycloïdes,  il  faudra  poser  b  =  at  dans 
les  équations  (5)  et  (7)  et  dériver  par  rapporta  t.  Ainsi  l'équation  (o)  devient 

aiœ  -  1) 
sa  dérivée  par  rapport  à  l  est 

(r- -h  i)(3/^  - 1)  —  2/2(/2 _  1)  /*  _f_  'il'  —  I 

~        -  ./■  =  a 


elle  fournit  de  suite  x  en  fonction  de  t.  Nous  avons  ensuite  y  par  l'équation 

y  =  tx-\ f; — ^, 

•^  f-4-1 

q)ii  nous  donne 

kaP 


Les  éfiuations  paramétriques  de  In  première  hypocycloïde  sont  donc 

if.  -1-  4/2  _  1 
■'  =  '     [i^  +  xY    •■ 
Âal' 

Elles  permettent  de  construire  facilement  celte  courbe,  dont  nous  donnons  la  forme  ci-contre. 
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3°  Soit  {.V,  }/)  lo  pied  d'iiiio  iiorinali'  à  l.i  [);uMbo'.o  ;  la  taugonle  au  point   (x,  y)  aura  pour  (équation 

x(\ -.r)-f-?/(Y  — .V)  =  0, 

î  /  et  nous  aurons  à  écrirfi  (|uo  In  pôle  de  cette  droile  est   le  point 

///  (.(•,  ?/),  c'est-à-dire  que 

/      I  en  prenant         u  —  .v,  v  =  ?/,  ic  =  — x-  —  y'^. 


Nous  trouvons  ainsi  successivement 

/'„'  =  2K-»  -h  aôv~h  aiv  =  2K-x  -+-  nfjij  —  a(x^  -+-  y-), 
[;.  —  2R-U  f-  (tl)H  +  fur  =  2R^(/  h-  ahx  —  h{x-  -4-  y-), 
/'„',  =  au  -\-  hv  =  ax  +  èï/, 


et 


2R2.r_|_f,,(^,/  —a{x--ir-y-)  'iWy-{-abx—b{x^--\-y'' 


=  a.r  -\-by . 


X  y 

Les  pieds  des  normales  sont  dune  à  l'intersection  des  deux  coniques 

f  =  2fl.r2  -f-  hx>j  H- aî/2  _  2i|2a?  —  a//i/  =0,  p-  ^  6a;-  +  a.r y  -+-  26(/'-  —  «/^x  —  ^R'-//  =  0  ; 

ces  coniques  se  coupent  à  l'origine  et  en  trois  autres  points  qui  sont  l3s  pieds  des  normales  à  la  para- 
bole menées  par  le  point  0.  Pour  avoir  une  troisième  conique  passant  en  ces  trois  points  et  ne  passant 
pas  à  l'origine,  il  faut  mettre  chacune  d'elles  sous  la  forme  A.r  H-  Bj/  =0,  et  éliminer  la  solution  nulle 
entre  elles,  c'est-à-dire  écrire  que  le  déterminant    AB'  —  BA'    est  nul  ;  ceci  nous  donne 

[iax  H-  by  —  2R2)(26)/  —  SR^)  —  (ay  —  ah){bx  +  ay  —  ab)  =  0, 
ou 

h  =  ^abxy  +  (2//^  —  a-^)y'  -+-  nh\x  +  26(^2  —  3IP,,y  ^  IR'^  _a262  ^  o_ 

L'équation  générale  des  coniques  passant  aux  trois  points  {x,  y)  est  alors 

X/  +  iiy  -f-  v/i  =  0, 

et,  en  exprimant  que  cette  conique  se  réduit  à  un  cercle,  nous  avons 

9aX  +  bix  =  «X  +  -Ibix  H-  v(26'  —  a'-), 
//A  +  r/uH-  3('/yv  =  0, 


ou  encore 


Nous  déduisons  de  là 


rt>.  —  6[Jl+v(fl^—  2//-)    rr.    0, 

bX  H-  ajjL  -h  Sf/Z/v  =  0. 


—  a{a}  -4-  6-)  —  2A(«-^  +  /y-)  r/.^  4-  //^ 

par  suite,  X,  ;ji,  v  sont  proportionnels  à     — a,     — 2/;,     l,  et  le  cercle  demandé  a  pour  équation 

af-^'-lb'j  —  h  =0, 
ou 

(H)  2(fl2  +  //2j(,x2  _|-  yî)  _  a(2R2  +  S//^).!-  —  /y(3^j^  —  2R-2)v  +  a'/!''  —  4R'  =  0. 

Le  lieu  des  centres  de   ces  cercles  est  une  conique  qui  a  pour  équations  paramétriques,  quand  b 
varie, 


(12) 


?/  =  f^ 


2R2  h  U- 
4(a2  H-  //-) 
:\n^  -  2R2 
4(a2  +  b-^) 
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Quant  au  lieu  des  pieds  des  normales  cux-mAmes,  on  l'obtiendra  en  éliminant  b  entre  les  équations 
/'  =  0,     (j  —  0.     Ce  calcul  est  immédiat  et  donne 

(x2  +  2i/2  -  ax)[%ix^-  H-  rt/ys  -  2R2.r)  --  (xy  —  (iy){oxy  -  SR^y)  =  0  ; 
puis,  toutes  réductions  faites, 

(  \  3)  a{x^-  -\-  if-Y-  —  (a2  -j-  l{2).v'  -  ]pxif-  -+-  aW^x'-  —  y'')  =  0. 

C'est  une  courbe  du  quatrième  degré,  doublement  tangente  à  la  droite  de  Tinlini  aux  points 
cycliques,  et  ayant  à  l'origine  un  point  double  avec  tangentes  rectangulaires. 

Remarques  géométriques.  —  Nous  savons  que  les  coniques  de  l'énoncé  forment  un  faisceau  tan- 
genliel  dont  le  lieu  des  centres  est  la  droite  qui  joint  les  milieux  de  trois  diagonales  du  quadrilatère  circonscrit. 
Ici  l'une  des  diagonales  est  la  droite  AB,  son  milieu  C  est  donc  un  centre  ;  d'autre  part,le  point  0  est  évidem- 
ment un  centre  aussi,  et  la  droite  OC  est  le  lieu  des  centres.  Il  n'y  a  qu'un  seul  centre  à  l'intini,  le  point  à 
l'infini  (le  OC;  il  n'y  a  donc  qu'une  parabole  dans  le  faisceau  et  elle  a  pour  direction  diamétrale  OC.  Ceci 
résulte  d'ailleurs  de  ce  qu'il  n'y  a  qu'une  conique  tangente  à  cinq  droites. 

Poui-  que  le  point  M  soit  un  point  où  se  coupent  deux  coniques  rectangulaires,  il  faut  que  tous  les  couples 
de  tangentes  issues  de  ce  point  aient  les  mômes  bissectrices  ;  or  O.Vl  est  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  tan- 
gentes menées  au  cercle  par  le  point  M.  11  y  aura  donc  à  exprimer  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle 
AMB    passe  au  point    0,    c'est-à-dire  que  les  deux   cou|)les  de  droites  ayant  pour  coefficients  angulaires 

y  ^       ,         y  y  —  b 

^— -  '         ; —     sont  barmoniques.  Ceci  donne 


et 

y 


o  I   ^yjy  —  b)    _  /y_  _^W. 

x[x  —  a)         \x         y  l\ 
C'est  l'équation  de  la  strophoïde  déjà  rencontrée. 


)  = 


Nous  avons  déjà  vu  (pie  OC  est  la  direction  de  l'axe   de   la  parabole.  Cette  droite  et  AB  sont  également 

inclinées  sur  Ox  et  sur  0//.  Il  en  résulte, en  appliquant  le  tbéorème 
de  Poncelet  au  point  A  ou  au  point  H,  que  le  foyer  de  la  parabole 
est  sur  AB.  D'ailleurs,  ce  point  F  est  tel  que  OF  soit  bissectrice 
de  l'angle  de  FA  avec  FB  ;  donc  OF  est  perpendiculaire  sur  AB  : 
et  le  Heu  du  point  F  est  le  cercle  décrit  sur  OA  comme  diamètre. 
Soient  D  et  E  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du 
point  A  au  cercle  ;  le  cercle  décrit  sur  0.\  comme  diamètre  passe 
en  D  et  E  ;  il  est  circonscrit  au  triangle  ADE  ;  comme  AD  et  AE 
restent  tangents  à  la  parabole,  DE  est  aussi  une  tangente  fixe  de 
cette  parabole,  et,  lorsque  le  point  B  varie,  la  parabole  envisagée 
décrit  un  faisceau  tangentiel  de  paraboles  inscrites  dans  le  triangle 
ADE. 

La  tangente  au  sommet  est  la  droite  de  Simson  du  point  F,  on 
sait  qu'elle  enveloppe  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  don  l 
le  cercle  tritangent  est  le  cercle  des  neuf  points  du  triangle  ADE. 
Soit  H  le  point  de  concours  des  bauteurs  du  triangle  ADE  ;  si  on 
l)rend  la  figure  homothétique  dans  le  rapport  2  par  rapport  au  point 
H,  le  cercle  des  neul  points  vient  coïncider  avec  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ADE,  et  la  tangente  au  som- 
met vient  coïncider  avec  une  parallèle  menée  par  le  point  F.  L'axe  est  la  perpendiculaire  à  cette  droite  menée 
par  le  point  F  et  l'on  sait  qu'elle  enveloppe  la  même  hypocvcloïde  que  l'autre  droite  ;  c'est  l'hypocycloïde 
bomotliétiquc  de  la  précédente  et  dans  le  rapport  2  par  rapport  au  point  H. 

Quant  au  lieu  des  sommets,  rien  de  particulièrement  intéressant  à  on  dire.    (Mi    pourrait  trouver  facile- 
ment sa  forme  à  l'aide  des  équations  (9). 

Itonnes  solutions  :  MM.  U.  Boi  vaist  ;  Névéjans,  lycée  de  Douai  ;  Louis  Snti;. 


1770.  —  On  considère  la  courbe  (G)  donl  les  équations  sont 

X  =  a(ch  (p-t-ch  <p'),  y  =  a{ch  f  —  eh  o'), 

'f  e(  «p'  étant  deux  paramètres  liés  par  la  relation 

sh  2o  —  sh  io'  =  2ï  —  2'f'  h-  a, 
et  a,  (X  deux  constantes. 
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1°  Former  l'équalion  cartésienne  de  celte  courbe. 

2°  En  supposant  que  a  varie,  former  l'équation  différentielle  des  courbes  (C). 

3'  Soient  M  un  point  quelconque  de  cette  courbe,  P  le  pied  de  l'ordonnée  du  point  .M^  T  el  .N  les  points 

de  rencontre  avec  Ox  de  la  tangente  et  de  la  normale  en  M,  cl  T'  le  symétrique  de  T  par  rapport  au  point  V; 

montrer  que  l'on  a  la  relation 

ON.  or  =  4a^ 

4°  Trouver  toutes  les  courbes  qui  jouissent  de  cette  propriété.  Il  y  en  a  deux  familles  :  la  famille  (C) 
et  la  famille  (r)  dont  les  équations  sont 

X  =  a(cos  9  4-  cos  '-?');  y  =  a[cos  9  —  cos  9')» 

o  et  tf'  étant  deux  paramètres  liés  par  la  relation 

sin  2o  —  sin  2cp'  =  2o  —  2(f'  4-  8, 
et  ji  une  nouvelle  constante  arbitraire. 

5°   Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (C),  celles  des   courbes  (r)  et  montrer  que  leur 
ensemble  constitue  toutes  les  coniques  ayant  mêmes  axes  en  position  et  un  même  cercle  orthoptique 

X-  H-  y2  _  \Qi  ^ 

1°    Si    nous    posons      u  =^  a  ch  o,     u  =  a  ch  ç',      nous   aurons     x-+-y  =  2m,      x  —  y  =  2y,      et 
l'équation  de  condition  pourra  s'écrire 


a  V    a^  a    *''   a 


-^»/4-r=L 


Pour  calculer  e^,  nous  avons  l'équation 


e'^  -^  e  '^         u  2m 

=    ,  e^r g,   _^1_Q 

2  rt  a 


puis    e^  =  —  -^-  V/  — ^„ 1  '    l«  radical  étant  pris  avec  le  double  signe.  La  relation  donnée  s'écrit  alors 

a         V     a- 


C)   Tv/'|-'-K7-v/ï-')-^v/^-'-'-a-v/^-')-^- 

a 
(j  étant  la  constante    ■—  • 

2 

Si  on  remplace  dans  cette  équation  u  par    — ^—^    et  v  par    — ;r~^'    *^"  '^  l'équation  cartésienne 

de  cette  famille  de  lignes.  Cette  équation  ne  présente  d'ailleurs  aucun  intérêt  spécial  et  nous   ne 
l'écrirons  pas. 

2°  Hn  multipliant  les  deux  membres  par  a^,  la  relation  devient 

u\/u''  —  a2  —  a^L{u  -\-  y,l u'  —  a^)  =  v^/v'  —  a-  —  a^L{v  -f-  \/v-  —  u^)  +  C 
et  il  suttit  de  prendre  la  dillerenlielle  des  deux  membres  pour  avoir  l'équation  diflerentielle  demandée. 

On  trouve  ainsi 

v^u-  —  a-  du  =  v''^-  —  a-  dv, 
ou,  en  élevant  au  carré  et  groupant  les  sommes  deux  à  deux, 

{udu  -H  vdv){udu  —  vdv)  =  a^[du  -f-  dv)(du  —  dv). 
D'autre  part, 

2rfu  =  dx-hdy,  "Ido  =  dx — dy, 

i{udu  H-  vdv)  =  {x  ■+-  y)idx  -h  dy)  -h  (.r  —  y){dx  —  dy), 
\{udu  -\-  vdv)  =  2(xrf.x-  -h  ydy)  ; 
de  même  4(Mrfu  —  vdv)  =  t^xdy  -\-  ydx)  ; 

enfin  2(rfu  -v-  dv)  —  2dx,  2(du  —  dv)  =  2dy, 

et  l'équation  devient 

{xdx  -+- ydy){xdy  H- ydx)  =  'yi'dxdy, 
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ou  enfin 

(2)  (r  -+-  yy%Ty'  +  j/j  =  ^^^!/'- 

3"  Pour  interpréter  géornélriquf  inenl  cette  équation,  il   nous  suflit  de  ^'onsidérer  la  tangente  et  la 
normale  k  la  courbe  au  point  courant  Ix,  y), 

Y-y=y'(\-x)  ,.t  Y-y  =  --^(\-x). 

Les  segments  déterminés  sur  Or  par  ces  deux  droites,  OT  (t  ON,  ont  pour  valeur^ 

OT  =  a-  —  -^=  ON  -  a-  —  y  y'. 

>j 

Cela  posé,  soit  T'  le  symétrique  de  T  par  rapport  à  l'ordonnée  du  point  .M  ;  nous  avons 

OT  ~  OT'  =  2.1  ; 

7/ 

donc  OT'  =  r  ~  -^1 

y 

et  l'équation  différentielle  s'écrit  O.N.OT  =  4a"-. 

4.  Four  avoir  toutes  les  courbes  qui  satisfont  à  cette   relation,   il   faut  intégrer  complètement 
l'équation  différentielle  (2),  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'équation 

(u^  -  a^-)dv-  =  (y  —  a-)dv\ 
déduite  de  celle-là  en  posant  x  =  u-i-v,     y  —  u  —  c. 

Si     u-  >  a^.      t'-  est  aussi  plus  grand  que  a-,  et  l'équation  prend  la  forme 

\'u-  —  a-du  =  s'v'^  —  a^dii  ; 
elle  redonne  la  famille  de  courbes  dont  nous  sommes  partis. 
Si     u-  <  a-,     y-  <  a^     et  l'équation  s'écrit 

\/a^  —  ù-du  =  \  a-  —  v-dv  ; 
en  l'intégrant,  nous  trouvons 


u\/a-  —  u^  —  a-  arc  cos  —  =  t'v  "■  —  t'- —  a-  arc  cos  — 
a  a 


M     /,        u-         "     /.        f  u  0        ,, 

ou  —  V/  1 -^ \/  ' =  arc  cos arc  cos h  3 , 

a  ^  a-         a  \  a-  a  a 

^'  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  suffit  de  poser    u  =  a  cos  o,     v  =  a  coso'    pour  avoir  la  seconde  famille  do  courbes 

X  =  rt(cos  'f  -+-  cos  o'),  ?/  =  a{coso  -  cos  &'). 

si  M  ±r  —  sin  2o'  =  2--  -   -V  -^  C.  (C  =  it'i'). 

5.  Les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (C)  et  (D  s'obtiennent  en  remplaçant  y'  par j 

dans  leur  équation  différentielle.  Ceci  nous  donne 

{^y'-y){^  -  !/.'/'y  — -i"';/'  =  ^■ 

Cette  équation  s'intègre  aisérnonl  en  posant    x-  =  u,     »/-  =  y;     nous  avon<  ainsi  suc(t'<sivpm<'nt 

"i.rt/.r  =  du.  -Î/^.V  =  dv, 

du  —  (iv                                         udv  —  odu 
xdi  -  ydy  = ,  xdy  —  ydx  =  — , 

et  l'équation  devient 

{tidn  —  odii)(dn  —  dv]  =  Ao-dudv. 

(lu 
Kn  posant     — p-  =  »',     elle  s'écrit  aussi 
dv 

hn-u' 
M  =  u  y  -f 


H    -  1 
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Sous  cetlc  forme,  on  recoiinait  une  équation  de  Clairaul,  qui  s'intègro  imnK'dialfnK'nl  on  posant 
u  —  une  constante  ai  biliaire  X.  Les  trajectoire»  orthogonales  aux  courbes  fC)  et  (I";  ont  donc  pour 
é(Hialion  commune 


4a- A 
u  ^=  Ay  -f-  -^ -,  ou         X-  —  /.if- 


4a-A 


À  -  1  ■'      '    À  —  1 

4ft-X                           4rt" 
Ce  sont  des  coniques  ayant   pour  longueurs  d'axes     a-  =  ^ -?      i-  =  —  ^ j--       Elles  ont  pour 

axes  Ovi-  et  Oy  et  on  a,  en  outre. 

a2  -h  ^■-  =  4a-, 
ce  qui  justifie  l'énoncé. 

Cette  méthode  d'intégration  est  commode  et  rapide;  elle  présente  cependant  un   inconvénient, 
celui  de  ne  pas  séparer  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (C)  de  celles  des  courbes  (Fj. 

iieprenous  donc  la  question  pour  les  courbes  (C).  Nous  avons 

rf.t    =  af^h  ■:,  ch  -+-  sll  ?'rf'f'jj  ff'/  =  «(^h  o(/.i  —  .-h  o'(/o'), 

et  2  ch  -2  och  -  "i  ch  2  o'cL'  =  2  ch  —  2  do', 

ou  sh- -jdr  —  sh-çt/o'  =  0; 

par  suite, 

dy  sh  9  sh-  o'  —  sh  ■^'  sh-  o 

dx        sh'f   sh-  o'  -+-  sh  o'  sh-  -^ 
dy  sll  o'  —  sh  o 

rf.c  sh^'-t-sh'-f 

L'équation  dilTérenlielle  des  trajectoires  orthogonales  aux  courbes  (C)  est  donc 

sh  cprfo  —  sh  r'/^'  sh  -^ -r-  sh  o' 


sh  yc/ç  -h  sh  tf'rf'f'  sh  o  —  sh  9' 

elle  se  réduit  à    rfo  -1-  rf-^'  =  0,     et  donne     ç.'  =:  k  —  o,     k  étant  une  constante  arbitraire. 
Les  équations  paramétriques  des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (C)  sont  donc 

a-  =  a[ch  'f -I-  ch  [k  —  ?)],  y  =  «[ch  cp  —  ch  {k  —  '^Y . 

Chaque  valeur  do  k  donne  l'une  de  ces  trajectoires,  et  ([uand  on  l'ail  varier  k  on  a  toutes  les  trajec- 
toires de  cette  famille. 

Les  valeurs  de  x  et  de  y  s'écriaient  autrement  : 

k    ,    /  /.:  \  .      .    /.-     ,   /  k 


X  =  '2a  ch  ^  ch  (  o  —  -^  ) ,  ,/  =  2a  sh  ^  sh  (  r  -  -^ 

en  éliminant  --^  entre  elles,  on  a  l'équation  cartésienne  de  la  trajectoire  qui  correspond  à  la  cuiislante  /.■  : 

3-'  .v' 


ch-—         sh- — - 


=  ia'. 


C'est  une  hyperbole  qui  satisfait  aux  conditions  indi(iuées. 
Les  ellipses  sont  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (i"  . 

A.   BAVi:i   cl  i;il£LMA.FOLl. 

Bonnes  solutions  :   MM.  Bodliga.nu,  à  Nantes  ;  A.   Mobnal,   au    !«''  d'infanterie;  N'kvej.ans,  à  Douai;  Bo.wKTtTi;,  à  Dinan: 

DORÉAULT. 


1771.  —  On  considère  une  ellipse  donl  l'un  des  axes  est  doahle  de  l'autre.  Soit  MP  la  distance 
dun  point  M  variable  de  l'ellipse  au  petit  axe.  Le  cercle  décrit  sur  MP  comme  diamètre  enveloppe  une 
épicycloide  à  deux  rebroussements.  Solutions  analytique  et  géométrique . 
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Solution  analytique.  —  Prenons  pour  axes  de  coordonnées  OA  et  OB.  Posons  UA  —  2b, 
OB  =  tj.  Les  coordonnées  du  point  M  sont  x  =  26  cosç-,  y  =  b  sin  ^  ;  celles  du  point  P,  »  =  0, 
y  =  ôsiii'f.     Par  suite,  l'équation  du  cercle  décrit  sur  MP  comme  diamètre  est 

(1)  x{x  — 'ih  cos  o)  ~Jr  [y — 6  sin  o)^  =  0. 

Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  ç,  nous  obtenons 

{"2)  X  sin  Ç'  —  (y  —  b  sin  ?)  cos  ?  =  0. 

Les  coordonnées  des  points  limites  sont  définies  par  les  équations  (I)  et  (2).  De  l'équation  (2)  nous 
tirons 

y  —  6  sin  o  =  a;  tgç, 

et,  en  portant  celte  valeur  de    y  —  b  sin  ç     dans  l'équation  (I),  nous  avons  une  équation  du  deuxième 
degré  en  x  qui  admet  la  racine  zéro  et  la  racine    x  =  2b  cos^  o. 

Nous  avons  ainsi  deux  points  limites  :  d'abord    x  —  0,     y  =  b  sino.     c'est  le  point  P,  puis 

X  =  2b  COS-'  o,  y  =  ^  sin  9 -h- 2/^  sin  o  cos^  o. 

Ces  deux  équations  peuvent  encore  s'écrire 
Sb  b 


(3) 


X  =    — —    cos  ?  -h  -77-   COS  3ç, 

6)  9 


.'/ 


36     .  b 

— -  sm  <f  -I-  -r-  sm  89. 

2  2 


On  reconnaît  les  équations  paramétriques  d'une  épicycloide  à  deux  rebroussements.  En  efl'et,  cons- 
Iruisonsun  vecteur  01  égal  à  -^  et  faisant  avec  OA  l'angle  ç>;  puis,  un  vecteur  lll  égal  à  —  et  fai- 
sant avec  OA  l'angle  89.  Les  formules  (3)  donnent  les  coordonnées  du  point  11. 

On  voit  aisément  (jue  l'angle  de  IH  avec  10    est  égal  à     6  —  2tp,     c'est-à-dire  au  double  de  l'angle 

lOB.  Par  suite  le  cercle  de  centre   I  et  de  rayon  —  rotilc  sur  le  cercle  de  centre  0  et  de  rayon  b,  et  le 
point  II  décrit  une  épicycloide  à  deux  rebroussements. 


Solution  géométrique. 


Soioiit  OA  et  OB  les  axes  de  Icllipse,  OA  =  20B;  pour  construire  un 
point  quelconque  de  l'ellipse,  nous  prenons  un  point  M'  sur  le  cercle 
lioniographi(|ue  de  rayon  OA,  nous  menons  M'C  perpendiculaire  sur 
OA.  Le  point  M,  milieu  de  .M'C,  est  un  point  de  l'ellipse. 

Le  centre  w  du  cercle  qui  a  pour  diamètre  .MP  est  à  la  fois  le 
milieu  de  MP  et  de  DM';  donc  ce  point  décrit  le  cercle  de  centre  0 
et  de  rayon  OB. 

Le  cercle  infiniment  voisin  du  cercle  (ou)  le  rencontre  d'abord  au 
point  P,  puis  au  point  B,  symétrique  du  point  P  par  rapport  à  la 
lii;ne  des  centres,  «lui  est  ici  la  tangente  «oT  au  point  w  au  cercle  OB. 

Tout  revient  à  trouver  le  lieu  du  point  B. 

Les  deux  triangles  OPto  et  .M'Bo)  étant  symélri(|ues  par  rapport 
à  ojT,  l'angle  (oBM'  est  droit  ;  par  suite  le  cercle  (jui  a  pour  diamètre 
(oM'  et  pour  centre  le  point  I  passe  parle  point  H.  De  plus,  les  angles 
ilM'fo  et  POto  étant  égaux,  l'arc  (oB  du  cercle  (I)  est  égal  à  l'arc  wB 
du  cercle  (OIJ).  I!  en  résulte  que  le  cercle  (I)  roule  sur  le  cercle  (OB) 
et  que  le  point  11  engendre  une  épicycloide  à  deux  rebroussements 
qui  sont  les  points  B  cl  B'. 

BOiN.XETÉTE,  à  Dinan. 


Momies  solutions  par  MM  .lp;m  Rin(;  :  IJlakkz  ;  F.  Ciiampaniiao,  lycée  de  Marseille:  .1.  Cocla.ngk  et.l.  Vkhois,  école  des 
Anglais,  n  Lyon  ;  ,\.  Coirtois,  lycée  de  Donai  ;  André  Di  ut,  lycée  de  Dijon:  Charles  (li  ii.i.bhmr,  lycée  de  Lyon  ;  M.  Jacoukmbt- 
TON,  lycée  de  l>fniai  ;  C.  I.acii.  i\  Denain  :  It.  Mankn.  à  AIbi  ;  MABKsiivi.i  m  :  Nf:\kj^ns,  hcéo  de  Douai  ;  Rikcmajou  ;  A.  Hocsskai  , 
à  Laiidrccies  ;  L.  Simon,  ,i  Chàlons-sur-Marne  ;  Louis  Sire,  à  Lyon. 


MÊGANIUUK  41  : 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1841.  — 1"  Déterminer  et  construire  les  eourl)e.s  (E)  telles  (pie  la  tangente  et  la  normale  en  cliaqiie 
point  M  déterminent  sur  Oar- un  segment  de  mesure  algébrique  constatite  a. 

2"  Calculer,  en  l'onction  de  l'angh;  polaire  7.  de  la  demi-tangente  positive  de  la  courbe  (C)  qui  passe  à 
l'origine,  les  coordoniu'cs  de  M,  l'arc  UM  et  le  rayon  de  courlnire  en  M.  Calculer  l'aire  comprise  à  l'intérieur 
de  la  courbe. 

3"  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  courbes  (C). 

4°  On  considère  les  tangentes  aux  différentes  courbes  (G)  en  leurs  points  de  rencontre  avec  Oy.  Trouver 
et  construire  l'enveloppe  (K)  de  ces  tangentes. 

o"  On  suppose  que  a  varie  et  ou  demande  les  trajectoires  orthogonales  (T)  des  conrbes  (K). 

G"  Construire  la  podaire  relativement  à  l'origine  de  la  courbe  (G)  qui  passe  en  ce  point  et  celle  d'une 
courbe  (T)  qnelconque. 

J.   Haag. 

1842.  —  On  considère  deux  figures  liomograpliiques  F  et  F'  dans  l'espace  et  deux  points  quelconques  A 
et  15  :  lieu  géométrique  des  i)oints  M  tels  ([ne  A  M  et  It.M  contiennent  deux  points  homologues  P  et  P'  des 
deux  ligures  ;  lieu  géométrique  de  ces  points  P  et  I''. 

.1.     I.EMAIRE. 


DEUXIÈME   PARTIE 


h:CANlOUE 


1777.  —  Un  point  nuitéiiel  un»  pesant  iM  ayant  une  masse  égale  à  1  est  assujetti  A  glisser  sans  frotte- 
ment s  ni'  la  courbe 

2 
(Q  X  =  —t\  y  =  t\  z  =/, 

o 

.sous  l'action  d'une  force  variable  constamment  tangente  à  la  trajectoire,  de  telle  sorte  que   les  équations  du 

mouvement  soient  justement  les  équations  (C). 

1"  Déterminer  cette  force  tangentielle  ainsi  que  ta  réaction  normale  MN  de  la  courbe  (C)  sur  le  point  M. 

2°  Trouver  le  lieu  engendré  par  la  ligne  d'action  de  la  force  MN.  Ce  lieu  est  une  surface  réglée,  uni- 
cursale  et  à  plan  directeur  ;  donner  ses  équations  en  fonction  de  deux  paramètres . 

3°  Trouver  le  lieu  de  l'exlrémié  N  du  vecteur  ^.'S  et  construire  la  projection  dece  lieu  sur  le  plan  des  yz. 

4°  Trouver  le  lieu  du  centre  de  courbure  de  la  courbe  (G). 

1°  Les  composantes  de  la  vitesse  sont 
et  celles  de  l'accélération, 


dx        ^  ,  du         ^  dz         , 

-—  =  21-,  -f-  =  2/,  -—  =  I 

dt  dt  al 


dt'-  '  dV-        ''  dt'' 

par  conséquent,  la  vitesse  a  pour  valeur 

"  =  ^w  -^U'^  1  =r  2r-^  +  'i. 

dv 
La  force  tangentielle  F,  est  égale  à    -j-  ;     elle  a  donc  pour  valeur     F,  =  4/,     F,  étant  évaluée  sur 

un  axe  orienté  dans  le  sens  de  la  vitesse. 


tl6  MÉCANIQUE 


Si  nous  appelons  X,  Y.  Z  les  composantes  du  vocleur  F,,  nous  aurons 

X  Y  Z  I-,  M 


'-11'  21  I  V  5/2  +  1 

par  suite 


2/^  H- 1  ^ir-  + 1  2/-  +  1 

Dailiro  part,  les  roni|)osanl('s  (le  la  réaction  !'„.  \',   V.  Z',  sonl  données  par  les  équations 
d'x                                            d-u  d'-z 

(//-  df-  dl- 

et  nous  avons  en  outre 

F,i^-l•    =  16/2+ 'i. 

Nous  voyons  donc  que     F„  =  2    et  que  ses  composantes  sont 

4/  '^  —  4/-  — 4/ 

X'=:4/-.\  =  — ^,  Y'  =  2-V=  -:— -V,  z'  =  o-z  = 


•^-T 

-/^' 

z  -/^           c-/ 

X' 

V                Z' 

2 

l' 

7/  —  /2          :.  —  / 

2/^  +  1  2/^+1  2/-'-J-l 

iNous  avons  ainsi  les  deux  forces]'/,  V„  et  leurs  composantes;  nous  connaissons  donc  parfaitement 
les  deux  vecteurs  F,  et  V„. 

2'  La  liiine  d'action  de  MN  a  pour  équation 

9 


ou 


/(/  2  —  M'         —  Al 

o.l  si  nous  appelons  À  li  valeur  commune  des  rapports,  nous  voyons  que  les  équations  paramétriques  dn 
lieu  de  MN  sont 

0-  =  -^  /•'  4-  '«//,  y  =  i-  -+-  A(2  — 't/-j,  :  =  /  —  4À/, 

O 

X  et   /  étant  doux  païamètres  variables. 

Cette  surface  est  une  surface  réglée,  unicurs;ile  ;  les  deux  systèmes  de  lignes  coordonnées  sont 
/  =  C  et  l  =  C".  Les  lignes  /  =  C""  sont  les  droites  de  la  surface  et  les  lignes  \  =  (Va  forment 
un  système  de  lignes  parmi  lesquelles  il  y  a  la  ligne  proposée   et  une  ligne  du    plan    des    .ry,   la   ligne 

.  _    1 

La  direction  de  la  génératiice  /  est  fournie  par    . 

jL  =  _j/  _  ^       " 
/(/  2—4/2         _/^l 

Cette  droite  est  toujours  parallèle  au  plan     r  +  :  =  0,     qui  est  un  plan  directeur  de  la  surface. 


3"  Le  lieu  du  point  N  a  pour  équations  paramétriques 

2  2  4/ 


3  ;i  2/2+  1 

2  —  4/2 


,/  =  /2+Y' =  /^  + 

Z    =  l-Y-'/J  =  l  — 


^11'     \     1 

w 


2/2 -h  1 


MËC/VNIQUR 


'tl7 


La  projeclion  sur  le  plan  des  yz  a  pour  équations 

2l'  -  3/2  -+-  2 


W  —  'M 


!l  = 


n^  -H  1  ^>l-  -+-  1 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  Taxe  des  y,  car  si  on  change  <  en  —  /,  ?/  no   change  pas 
et  :  ne  fait  que  changer  de  signe.  Il  sudit  donc  de  faire  varier  /  de  0  à     -Hx  ;     y  est  toujours   positif 

et  :  s'annule  deux  fois,  pour     /  =  0     et     t  - 

Les  dérivées  sont 

dy  'iti-U'  -f-  4f2  —  7 


la  première  est  nulle  pour     t"^  = 


dt  {tV  -h  I) 

—2+^/32 


dz 

HT 


/i/^  +  l2<2-3 


,     ou     t^  =  \/li —  l    la  deuxième,  pour     i^ 


-6-^v/48 


')  ri  - 

ou     /2  _  ^3 1.     La  première  valeur  de  t  est  visiblement  supérieure  à  l'autre  ;   -r^  change  de  signe 


dt 


avant 


dt/ 
dt 


Enfin  —  est  encore  plus  grand  que     \l'6 '-  ;    par  conséquent  la  courbe   revient  à   l'axe 

des  y  après  que  les  deux  dérivées  ont  changé  de  signe.  Au  départ,  pour  t  =  z,  les  deux  dérivées  sont 
négatives,  les  deux  fondions  sont  décroissantes.  Tous  les  résultats  sont  réunis  dans  le  tableau  ci-dessous 
et  la  courbe  est  figurée  à  côté.  Il  n'y  a  plus  qu'à  l'achever  par  symétrie. 


t 

y' 

0 

— 

s/f^-'^ 

— 

\/s-{ 

0 

\/'l 

+ 

-h 

-+-X 

y 


" 

; 

0 

— 

décr. 

0 

Min. 

•4- 

cr. 

-t- 

cr. 

0 

cr. 

-^  co 

9 

décr. 
décr. 

Min. 

cr. 
\ 

1 
cr. 

+  20 


4°  Four  trouver  le  centre  de  courbure,  il  faut  d'abord  calculer  p.   Ceci  se  fait  à  l'aide  de  la  formule 

—  =  Y„.     Comme  ici  o  et  •[„  sont  connus,  on  a     p  =  —   = 

?  Y" 

Par  conséquent,  en  appelant  Xi,  Y„  Z,  les  composantes  du  rayon  de  courbure,  MG,  on  a 

X,  Y,  Z,  (2<2  4-l)2 


X' 


Y'  Z 


et 


X,  =  X 


,  (2/2-^1)2 


Yi  =  Y 


r,     (2/^-+-l)- 


,  (2/2+1)2 


4  4 

En  remplaçant  X',  Y',  Z'  par  leurs  valeurs,  on  trouve 

i  —  Al'- 


Xi  =  f(2/^-hl), 


Y.  = 


Z,  =  Z 


Z,=   -/(2/2-f-l); 
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les  coordonnées  du  contre  de  courbure  sont  donc 

.3  3  2  2 

Ce  senties  équ£tions  paramétriques  d'une  courbe  du  quatrième  ordre,  dont  les  projections  sur  les 

plan?  de  coordonnées  sont  aisées  à  construire. 

RIEUMAJOU,  à  Sélif. 

Bonne  solution:  M.  A.  Rousseau,  à  Landrecies. 

Assez  bonne  solution  :  MM.  J.  Vkisots  et  .1.  Collaxgk,  école  des  Anglais  à  Lyon. 


1778.  —  Soient  y<  cl  y,,  l'accéléraiion  tangentielle  et  l'accélérationnormale  d'vn  point  mobile  dans 
le  plan  des  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy,  V^.  et  V,^  les  projections  de  la  vitesse  du  point  sur  ces  deux 
axes . 

i°  Sachant  que      — ^  =  it  --^»     trouver  l'hodorp-aplie. 

2"  Sachant  en  outre  que  -^  est  constant,  trouver  la  trajectoire  et  la  loi  du  mouvement. 
*  ji 

1.  Posons  V^  =  X,  Vy  =  Y  ;  X  et  Y  sont  les  coordonnées  dun  point  de  Thodographe.  La  rela- 
tion donnée    -~  —  =t  -^     peut  s'écrire 

Y»  X2 

Y  désignant  l'accélération  totale.  Mais  on  a 


,        /  dX  V-       l  dX\ 


dX  V       l  dX 

r  =  y- 

on  en  déduit 


dX 


X2 

-1- 

Y^ 

X' 

-+-Y2 

2 

Y, 

d\ 

X 

dX 
dt    -^ 

Y 

rfY 
dt 

dt 

\/X2-+. 

Y2 

rfY 
dt 

)' 

( 

dx  y- 

dt  ) 

-( 

d\  y 

dt  j 

Y^(X^+Y2)  X'-'H-Y-^ 

ou  {XdX  H-  YrfY)-  -  Y2(rfX2-4-  rfY^)  =  0, 

ou  endn  [(X^  —  \^)dX  -4-  1X\d\\dX  =  0. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

dX  =  0,  (K-^  —  Y2)(/X  +  2XY^iY  =  0. 

La  première  donne  des  droites     X  =  C",     parallèles  à  Oy. 

La  deuxième  est  une  équation  bomogène,  qui  s'intègre  en   posant      Y  =  TX,      d\  =  ïdX-^XdT, 
et  devient 

2TriT  d\ 

TTri  -^  ^  =  ^- 

L'intégration  est  immédiate  et  donne 

L(l  H-  T2)  -^  LX  =  LC, 

puis  X(l  +  T^)  =  C; 

Y 

en  remplaçant  T  par  —  on  obtient  le  faisceau  de  cercles 
A 

x^  4-  y  -  ex  =  0, 

qui  sont  tangents  à  roria;inc  à  l'axe  O.y. 


méganiquiî:  iio 


Il  est  d'ailleurs  facile  de  contrôler  ces  résultats.  La  vitesse  du  point  M  de  l'hodographe  (H)    est  un 
vecteur  My  équipollent  à  l'accélération,    et  ses  composantes  suivant  le 
y  rayon  vecteur  OM  et  la  perpendiculaire  sont  précisément  y,  et  •'„. 

Par  suite,  l'égalité  donnée    -^  =  dr -^     exprime    que    les    deux 

triangles  rectangles  MyY-i  et  MOP  sont  semblables,  ou  que   les  angles    .o 
et  9  sont  égaux. 

On  vérifiera  aisément  que  celte  propriété  appartient  aux  droites  paral- 
lèles à   O.v  et  aux  cercles  tangents  à  Oy  au  point  0. 

2.  Nous   avons  par  hypothèse     7,=  kY,f,     ou    —r—  =  /.•  — ^, 

al  dl 

ou,  en  intégrant, 

(I)  -  V  =  %-?/„), 

i/j,  désignant  une  constante  arbitraire. 

Prenons  d'abord  le  cas  où  l'hodographe  est  une  parallèle  à  0//,     X  =  a  ;     nous  avons  alors 

dx    _  ^f  _   ^^ 

dt  '  a 


dt-  rf.ï-  L         \  dx  J  } 


\dx  J 
La  relation  (1)  nous  donne  alors 


''{'^(■5l)]  =  *''«-^«''' 


c'est  l'équation  différentielle  de  la  trajectoire.  On  en  déduit 

dy 


dx  = 


-yor_^ 


\  a- 


OU  /,  y-vo  ^   / ,.,  (y-?/o)'  _  1  _  gT  '^-^°^- 


a 
Egalons  les  inverses  des  deux  membres,  nous  avons 


puis,  en  ajoutant, 

La  trajectoire  est  une  chaînelte. 

dx 
Le  mouvement  sur  cette  trajectoire  est  défini  par  l'équation     -7—  =  a,     ce     qui    montre   que    la 

projection  du  mouvement  sur  Ox  est  uniforme. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  l'hodographe  est  le  cercle  X^H-  V^  —  aX  =  0.     Nous  en  tirons 

dx  \^       /  du  \-  dx        ^  ,  dx-  -+-  dr/^ 

-T-     4-  (  -f-  )   —  a  -r  =  0,  ou  dt  =  •' 


dt  J        \  dt  /  dt  adx 

et 

_  '^^'  -t-  dy'  _       a^dx 


dt-  dx^  ■+■  dy-         A    ,    [  ^y 

dx 
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L'équation  différenlielle  de  la  trajectoire  se  déduit  alors  de  la  relation     v  =  k[y  —  To),      et  s'écrit 

a2 


ou 


\dx  j 

Ky  —  yo)dy 


dx  =  -±_     

sja"-  —  k-{y—yo)- 
On  en  tire 


^~  •'^»  =  -I\/^''-/^-'(.'/-?/o^ 


ou 


La  trajectoire  e.'t  vn  cercle,  et  le  mouvement  sur  cette  tiajectoire  se  déduit  aisément  de  la  rela- 
tion      V  =  l,-{ij  —  I/o). 

G.   BOULIGAND,  élève  à  l'Ecole  Normale  supérieure. 

Solutions  satisfaisantes  par  MM.  Amdlard,  à  Kiiines;  .1.  Coulange  et  .1.    Vkhots,   école  des   Anglais,  à  Lyon  ;  G.     L\cii,  à 
Denain  ;  Maurice  Larroqlk,  à  Toulouse  ;  1!ieumajou,  à  Sétif  ;  A.  Kolsseau,  à  Laiidrecies. 


ÉCOLE  CENTRALE  (1909), 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  (Suilc.) 


4720.  —  Primitives  des  fonctions  suivantes  : 

l  1 

y' =  a ■■■>■,    y'  =  s\n^x,    y  =  cos- ./',      y  :=^cos^x,    y  = , —  >  »/' =  — ^ — '       ?/' =  sin- a- cos- ./■,    >/' =  tg-.r,    «'  =  tg\r, 

cos-  X  cos-"  ./• 

cos  X             ,                       cos  X  1              ,            3.C            ,             .r                           3.c 

^          e     .    ./          sin-./'  +  4  3sni- .f -1-2  sin.r+ 1  x-a                 x-4- 1                 3,r  -  1                  4.f-5 

,  _  .ï  +  1         ,  _        X  ,             'ix             ,  _  3.i-  ,  _  X  -h  i         ,  _         1               ,  _         4 

''  ~   .1-  H-  2  '     ^  ~  4.Ï  +  1  *     ^  ~  "¥./•  -+■  1  '     ■'   ~  8x-  +  5  '     "^  ~  a;—  1  '     ^   ~    a-  —  x-  '    ^   ~    5  —  a- 

^ ,  _      4.T-             ,  _  X''             ,  _         1  ,  _  x-  +  1         ,  _     .c  -I-  3           ,  _            3 

'^   ■"    5  -  X-  '  ^   "~  x-~  [   '  -^    ~    3,/-  -I-  4  '  ^    ~  X» -+-  4  '  ^   ~    4x-  -f-  î)  '    "^   ~  "jMTtTT' 

3a;^                       ,  a;'  -+  1                     ,  j  -  ,               x-                       ,               1 


?/=--rr— TT^'  y  =  ^.  .  ^  .  .  '  y^-T—T'  y  =  Tn-r— 7'  î^  = 


a;«  -4-  X  +  1  x^  +  .x;  +  1  x-  -^  l  x  ■  -+-  x  -f-  1  x-  -+-  .r  -f- 1 

.;•-  ,  _  .T  -f-  1  ■  _  ^  _  r 

'•'  ~   (x-l)(x-  2)  '  ^  ~    X-  +  2x  +  3  '  ^  "~  2x--(-x-+-l'  ^   "~    4.i -  -(-  4X 4-  3  ' 

.T  .T''  ,  .{•'  .  1 

II'  =^  ,  v'    =  '  V   =  '  '/   ^=    -^ • 

5x^  +  .T  -4-  1  Zx^  ^x  -^  \  ■  X-  -  X  +  1  ■  .r^  H-  ./•  -  2 

.r  ,  X!  , x:'  ,  _  .(■'  , X'' 

•'  ~  'x^~~ïxT^'  •'  ~   x^  — 3x  +  2'  ^  ~  x-^-(-5x--g'  ■''  ~  X '  -H  X  —  2  '  ^  ~    2x '  -  x  -  1 

•  _             •■'■^                           ■  —               "^'''                               '  _          1 
■^  ~    2x''  -  3x  +  1  '               "^  ■"   x^-l-x^-4-x— 3  '               •'  ~    (.r'-  -1)-  ' 
,  _         X  ,  _  X  .  __         1  ,  ^         5  ,  ^   2 .  ^  1 

■'  "    ^3^^'            ^''  ~    v/s'^^^sF'  "^  ~    4/4"3^-  '            ■    ~  v/5^^x^"'                ~   v/5  -  3x>  '                      v^S  -  2.?' 

4  i                         ,4                         ,          X-\-\ 

W'  =  — — — ==  ,  '/'  =  —^==^  .               V   =  — Tr=i=:T-. ,               V  =    ■                   . 

v'2  -  3x=  v/3  -  8x=               ■           v/S  -  Sx''                        V'-S  4x» 

2x       I                    ,                   X  ,  _  2x                          _  _         J  +  1                       ,  _          ^-H 

^  ^    V^4  — 3X»  '  '^  ~    v^3  +  x  — 2a-  '  "'  "    v^l  -f-x  — x-  "    ~    yJ^-X-X*  y/i-x-  3j« 

1  1  3x  1  X 


.'/■  =  -7-i==='    ?/=-;=FFr,'     -V  = -^^p^^ïï^r:  '     ?^  =  /^.^^_Z7'     «' = 


^xM=T        "  ~  v^ôM^x»        "       /ïrT~x-i-i        ■'       ^x^-hx-hi        "        ^/iMTF-T 
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l.t: 


^/3x'2  +  X'  —  5  ■  ^3j;-  +  a;  -h  1 


4727.  —  Calculer     (  tg h  i 


4728 
4729 
4730 
4731 
4732 


—  Racine  carrée  de    8  +  6t. 

—  Racines  cubiques  de     —  8,      i,      —  /,      1  —  j,      2  +  Hi,      j  -i-  y/J^      i  —  y/J"^      2j  -f-  y/'s. 

—  Racines  quatrièmes  de  t,    de    —  i. 

—  Que  signiûe  C'?  iMontrer  que  e'^.t'"  =  e'^^+'". 

—  Résoudre  les  équations 

x*-i-l(J=0,  .r' -1-1=0,  .r-f-32=0,  j;'' -H  1  =  0,  *« -l- 1  =  0,  .r'" -f- 1  =  0, 

.x'  -H  .à  -h  X-  +  i;  -f-  1  =  0,  .t'  H-  .r'  -t-  2j;'^ -j-  x  -t-  1  =  0, 

.^•''  —  a;-  -h  4  =  0,  4.1;''  -l- J^'-+  1  =  0,  .T*  +  2.r'-  4-9=0,  ar'-  -h  x"  -l-  1  =0. 

.t'  -i-  2 c-  —  (v/3  =  0,  X'  —  2j;=  -I-  2*  4- 1  =  0,  x^—  3.r=  4-  3i  -h  1  =  0, 

a;6_  J3.+- i_|_  1  =  0,  xii  4- 2c^  4- 2v/3  =  0. 

4733.  —  Etablir  les  relations  entre  les  cœfûcients  et  les  racines  pour  une  équation  du  troisième  degré.  Condition  pour 
que  les  trois  racines  soient  en  progression  géométrique. 

4734.  —  On  donne  l'équation     ir'  —  3/;  4-  m  =  0  ;     d 'terminer  m  pour  que  la  somme  des  carrés  de  deux  racines  soit 
égale  à  l'unité. 

4735.  —  Déterminer  m  pour  que  le  produit  de  deux  des  racines  de  l'équation 

('  —  jr  —  3i-t-?H  =  0 
soit  égal  à  1 . 

4736.  —  Condition  pour  que  l'équatio;!    rr'  —  6a;-  4-  m  -=  0    ait  une  racine  double  .  Même  question  pour  les  équations 

x'  —  1 2,r  4-  >.  =  0,  a;^  —  5  r'  4-  )^  =  0 . 

4737.—  Etant  donnée  l'équation    Xc'-f-r-  —  1  =  0,     calculer    i;  — -  '     -t'. 

a- 

1 

4738.  —  Calculer    1   pour  l'équation    .r^  4- 3.i- 4- 1  =;  0. 

1  4-  a- 

4739.  —  Combien  l'équation    2.r' —  3x^4-À  =  0    admet-elle  de  racines  entre    —  l     et  4- 1  ? 

4740.  —  Combien  l'équation    .r' —  3./,- 4- )>  =  0    a-t-elle  de  racines  comprises  entre    —2    et    4-3.' 

4741.  —  Discuter  les  équations 

.r*~4.r-4  ?«  =  0,  x^  —  4.r  4- w  =  0,  (.T  4- 1)' —  x' —  ?H  =  0,  x' 4- ax'^  4- <>  =  0, 

X'-  — 3'/,x;2-H  ^  —  0,  x-'^Zax^h  —  O,  x^  — Sx'^ -h  px  4- <ï  =  0,  (.r  4- a)' —  3R-.i;  —  aR- =  0. 

4742.  -  -  Condition  pour  que  l'équation    x^  4-  3x-  4-  m  =  0    ait  ses  trois  racines  réelles.  Calculer  pour    m  =1,    par 
la  méthode  des  parties  proportionnelles. 

4743.  Théorème  de  Descartes.  Expliquer  sur  l'exemple 

4744.  -  Limite  supérieure  des  racines  de  l'équation 

x-^  4- 2x' -  Sx'' 4- 2a;'^  4- 5j:  —  1 000  =  0 . 

4745.  -  L'équation    x'  —  4x  4-  3  =  0     a-t-elle  des  racines  fractionnaires? 

4746.  —  Appliquer  la  méthode  des  parties  proportionnelles  à  l'équation    x'  —  85  =  0. 
4747. -^- Appliquer  la  méthode  de  Newton  à  la  résolution  des  équations 

,r-  — 150  =  0,  x-  =  238. 

4748.  —  On  donne  l'équation    x"  —  204  =  0  ;    limite  supérieure  des  racines  ;  recherche  des  racines  par  la  méthode  de 
Newton. 

^lO).  —  Résoudre  les  systèmes 

^       X  -h  y  =  a,  i     X  -\-  y  =  a, 

}    X-'  4-  y^  =  ah'\  \    X'  4-  xf  —■  ub^- 

4750.  — Résoudre  les  inégalités 

x^  4-  4x  —  5 
x^  -  3x  4-  2  >  0,  X'  4-  X-  4-  X  —  3  >  0,  — — ^ <  0, 

X'-  —  2x  X-  —  2x  X'-  —  X        ,  -r-  —  X  4-  n 

>  1,  ^  >  1,  -; -r  ^  1'  : —  >  0- 


X- 

-2x 

X 

2 

1 

X  —  2  X— 2  4x  —  6 


4751. — Décomposer  les  fractions    < ■    en  éléments  simples. 

'^  X'  -  l  x^  —  3x  —  2 

4752.  —  Calculer    sin  —  ,  tg  15%  tg75°. 

8 

4753.  —  La  dérivée  de  sin  x  est-elle  encore  cos  x,  quand  l'arc  x  est  évalué  en  degrés  ? 

4754.  —  Résoudre  les  équations 

sin  Zx  —  cos  8x,  sin  (  ./• ^  j  =  cos  (  3x ]  • 

4755.  —  Calculer  cos  4a,  co5  8a  en  fonction  de  cos  a. 
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4756.  —  Calculer  la  somme 


sin h  sin h  ...  4-  siii  m  — 

8  8  S 


4757.  —  Résoudre  l'équation 

sin  X  -h  sin  ix  -+-  sin  Ix  =  0. 

4758.  —  Piésoudre  l'inégalité    6  sin-  x  —  3  sin  j;+  1  >  0. 

4759.  —  Résoudre  (et  discuter)  les  éqiiations  suivantes 

cos  ./•  —  sin  a;  =  m,         sin  x  -h  cos  i  =  m  sin  x.  ces  x,        sin'  x  +  cos^  .r  =  m, 

sin  a;  „       ..  1  sin'  x-h2  ces- a: 

m ,      2  cos  îlx : —  =  m ,    ^-, =  m . 


sm  (30"  —  X)  cos-  X  sin-x  cos'  x 

4760.  —  Résoudre  le  système 

^  +  y  =  a,  tg  a;  +  tg  y  =  m . 

4761 .  —  Montrer  que  les  angles  d'un  triangle  rectangle  vérifient  la  relation 

ABC  ABC 

2  cos  —  cos  -^  cos  -^  —  2  sin  —  sin  —  sin  —  =  l 

4762.  —  Les  côtés  a,  b,  c  d'un  triangle  étant  liés  par  la  relation 

c-  —  b' 

en  déduire  une  relation  entre  les  angles. 

4763.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  A,  B,  C  et  le  périmètre  2p.  —  Rendre  calculable  par  logarithmes 
la  somme    sin  A  +  sin  B  -f-  sin  G.  —  Relation  entre  les  cosinus  des  angles  d'un  triangle.  —  Relation  entre  les  tangentes. 

4764.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  angles   A,  B,  C  et  une  hauteur  ha. 

4765.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  angles  et  la  longueur  dune  bissectrice. 

4766.  —  Résoudre  un    triangle  connaissant   :    1°      a,k,b-\-c  =  m\      2°      a.A.b  —  c  —  m;      3»      a,A,bc=m^; 

4°    a.  A,  —  =  /.•;      5'      a,  A,  cos  A  +  cos  B  +  cos  C  =  h  ; 
c 

6o  a,  A,  sin'  A  -h  sin=  B  -i-  sin'  C  =  A;  ;     7°  a,  A,  tg  A  -H  tg  B  -+-  tg  C  =  fc  ;    8»  a,  A,  tg  A.  tg  B.  tg  C  =  A"  : 

9°  a,  A,  ha  ;    10°  b,  A.  /*,,  ;     li"  a,  ha,  b  +  c  —  m. 

4767.  —  Résoudre  un  triangle  connaissant  b,  c  et  sachant  que    C  =  SB. 

4768.  —  Distance  de  deux  points  inaccessibles. 

-4769.  —  On  donne  un  cercle  de  rayon  R  ;  on  y  inscrit  un  triangle  isocèle  de  surface  S  donnée.  Former  l'équation  qui 
donne  la  hauteur,  ou  le  demi-angle  au  sommet. 

Géométrie  analytique  et  Mécanique  (M.  Iablonski). 

4770.  —  Que  représente  la  formule    \/a^''-i^b''  -+-  cS     où   «,  b,  c  désignent  des  longueurs?—  Construire  ce   volume 
en  supposant  qu'on  ait  pris  pour  base  un  carré  de  côté  «. 

4771.  —  Construire  les  racines  de  l'équation 

(a  —  b)x^  —  a'x-  +  /;'  =  0, 
a,  b  désignant  des  longueurs  données. 

4772.  —  Mener  par  un  point  (./■„,  /y,,)  un  cercle  oi-thogonal  au  cercle    ./-  -h  !/'■  —  R-  =  0.     Lieudes  centres  des  cercles 
répondant  à  la  question.  Interprétation  géométrique. 

4773.  —  Construire  les  courbes 


y 

X' 

y 

i 

X-  —i 

—   y/x  —  l 

y  = 

. 

■  ■+-  ^X^  —  1 

y 

x  —  i 

X  -h^ 

4774. 

—  Construire  les  courbes 

t* 

t'       . 

t 

'^         t»-4' 

^-    l~-2   ' 

.r  =  t-f-v^<'-l, 

y  =  s/i-i\ 

4775. 

—  Construire  les  courbes 

sin  w 

cosu 

sin'  10 

sin-  (0 

2  cos  M  —  i 

1  -+■  tg  h) 

1—2  cos  10 

^  "    1-tgo. 

i               1 

i         cos  10 

P--            *^" 

ch  (t 

""        sin  (D         coso) 

\/2     cos  2(0 

''        sin  ta  -h  cos  « 

^  ~  sh  (0 

4776.  -    Construire  la  courbe    x^  -h  y'^  —  2xij  =  0. 
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4777.  —  Tangentes  à  l'origine  à  la  courbe 

x^  -h  tf  -h  x^  +  if -h  X-  —  ixy  -f-  y-  =  0 . 

4778.  —  Détermination  des  asymptotes  d'une  courbe  algébrique 
Faire  )a  théorie  sur  l'exemple  suivant  : 

{y-  —  x''){x  —  2y)  -\-x-+-y  =  0. 

4779.  —  Podaire  d'un  point  A  {a,  0)  par  rapport  au  cercle    x'^  +  y'  —  R'^  —  Q . 

4780   —  Trouver  les  courbes  pour  lesquelles  la  sous-normale  en  un  point  est  proportionnelle  à  l'abscisse  du  point. 

4781.  —  Résoudre  les  inégalités 

.V        V  X  +  y        X 

y       X  X—  y        y 

4782.  —  Réduction  de  l'équation 

X-  —  y-  H-  ixy  —  2x  +  y-h[^0. 
Même  question  pour  l'équation    3x'- —  ixy  ~h  y^  —  2r  =0.    Centre,  asymptotes,  axes,  sommets,  foyers. 

4783.  —  Construire  la  courbe  xy  -h  x -h  y  —  2  =  0.  Asymptotes,  axes,  distinguer  l'axe  transverse  de  l'autre  ;  coordonnées 
des  sommets  réels  et  longueur  du  demi-axe  transverse. 

4784.  —  Réduction  de  l'équation 

X-  -+-  4(/^  —  ixy  +  3,r  -  y  =  0. 
Axe  et  tangente  au  sommet.  Paramètre. 

4785.  —  Axe  et  sommet,  tangente  au  sommet  et  foyer  de  la  parabole 

x'^  —  ixy  -h  iy^  -\-x  —  y  -f- 1  =  0 . 

x~        y'' 

4786.  —  Trouver  sur  une  ellipse  —  +-; 1  =  0  de  sommets  A  et  A'  un  point  M,  tel  que  MA  +  M.V  =  2/.  Discussion. 

a^         b- 

4787.  —  Formules  de  Chasles  pour  l'ellipse  (et  pour  l'hyperbole).  Soit  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie, 
OVI,  ON  deux  demi-diamètres  conjugués,  P  et  0  les  projections  sur  0.r  des  extrémités  M  et  N  de  ces  deux  demi-diamètres  ; 
montrer  que  OP'-i-t)U'  =  C"=.  On  considère  un  diamètre  variable  0;  faisant  l'angle  a  avec  0.r  ;  calculer  la  somme  des 
carrés  des  projections  de  OM  et  ON  sur  le  diamètre  0;  ;  étudier  les  variations  de  cette  somme  quand  a  varie. 

4788.  —  Etudier  les  coniques  du  faisceau 

X*  -I-  2Xart/  -+->/-  -H  2\(x  -i-  y)  —  1  =  0 . 
Paraboles,  cercles,  systèmes  de  droites  du  faisceau.  —  Quelles  particularités  présentent  ces  droites  ? 

4789.  —  Mener  par  la  droite  .r-i-»/  —  1=0,    x-f-:— 3=:0    le  plan  perpendiculaire  au  plan    x  -\~2y  —  z  =0. 

4790.  —  Faire  tourner  d'un  angle  a  le  plan    2a;  +  3?/ —  z  —  1  =  0     autour  de  son  intersection  avec  le  plan 

jj-f-y  +  c—  1  =0. 
4791  .  —  Que  représente  l'équation    2a; -f- y  -+- A(y  —  :  +  1)  =  U,    dans  laquelle  \  désigne  un  paramètre  variable  ?  — 
Comment  tourne  le  plan  représenté  par  cette  équation  quand  "/.  varie  de    —  oo  à  +  oc  ? 

4792.  —  Faire  tourner  la  droite  x  ^=  az  -h  h,  y  =  bz -h  k  d'un  angle  a  autour  de  la  droite  x  :=^  y  =  z,  sur 
laquelle  on  a  choisi  un  sens  positif. 

4793.  —  Mener  par  la  droite    x  4-  y  —  c  =  0,    2x  -h  dy  —  1  =  0    un  plan  P  faisant  l'angle  a  avec  le  plan    x  —  y  =  0 . 

4794.  —  Mener  par  la  droite    x  :=  az  -h  h,  y  =  bz  +  k    un  plan  faisant  l'angle  a  avec  le  plan  d'équation 

Ix  -+-  my  -f-  ne  =  0 . 

4795.  —  Mener  par  une  droite  D  un  plan  faisant  un  angle  donné  avec  une  autre  droite  A.  —  Cas  où  D  et  A  sont  concourantes. 

4796.  —  Distance  du  point  (xo,  yo,  -o)  à  la  droite    aa;-i-  ^y  =  0,  :  =  /. 

4797.  —  Distance  du  point    (—  1,  2,  3)    à  la  droite 

j;  =  3;:  —  2,  y  =  2; -+-  1 . 

4798.  —Distance  du  point    (1,  2,-1)    à  la  droite 

X  —  y  =  Q,  a  +  ;  +  l  =  0. 

4799.  —  Distance  du  point  (1,  2,  3)  à  la  droite 

x-^-y  —  z  —  1  =  0,  a;  —  y -I- z -H  1  =  0. 

4800.  —  Plus  courte  distance  des  deux  droites 

a;  =  1,  i  y  =  i, 

y  =  2;  I  :  =3. 

4801.  —    Distance  de  la  droite    a;  =  ;,    y  =  2;  —  1     à  l'axe  des  ;. 
4802  .    —  Distance  de  l'axe  Oa;  à  la  droite    a;4-y  =  0,    y-i-:  —  1  =  0. 

4803.  —  Distance  de  la  droite    x  =  y  =  ;    à  la  droite 

a  — 3y-l  =  0,    x  +  z  =  ù. 

4804.  —  Plan  osculateur  à  l'hélice  circulaire    x  =  a  ces  t,    y  =  asint,    z  —  kl. 

4805.  —  Equation  du  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  s' appuyant  sur  la  courbe  d'équations 

X  -H  y  -f-  :;  —  1  =  G,       a;y  —  1  =  0. 

4806.  —  Cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe 

J:-  h-  y-  —  ^^  —  2a;  =  0,        x'-  —  y'-  —  'ix—2z  —  0. 

4807.  —  Surface  de  révolution  engendrée  par  la  droite    x  ^  i,    y  =  2    en  tournant  autour  de  la  droi.te 

—  =  IL  =  _i_ 

1     3     —  r 
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Montrer  que  les  plans  diamétraux  correspondant  à  des  directions  parallèles  à  un  même  plan,  passent  par  une  droite 
fi\e,  qui  est  le  diamètre  conjugué  de  ce  plan. 

4808.  —  Sections    de   l'iiypcrboloïde     —t-^t; 1=^0     par    le    plan     ux -h  vu -\- wz  +  k  =  0  ;      comment 

a-        0-         c- 
détermine-t-on  les  directions  asymplotiques  de  l'une  de  ces  sections?  Utiliser  le  cône  asymptote. 

4809.  —  ftlener  à  la  surface    x-  —  if  +  r-^  —  1  =  0    un  plan  tangent  parallèle  au  plan    x-^  y  ^z  =  0. 

4810.  —  Mener  h  la  suiface 1 2:  =  0    un  plan  tangent  parallèle  au  plan     M.r  -i-  vy  +-  wz  =  0. 

4811.  —  Sections  planes  du  paraboloïde    ^ h 2z  =  0  ;    section  par  un  plan  parallèle   à   Taxe,  déterminer  le 

y         q 
sommet  d'une  pareille  section. 


4812.  —  Trouver  les  plans  de  sections  circulaires  dans  le  paraboloïde 

x- 


X-        y-  _ 


4813.  —  Cylindre  circonscrit  au  paraboloïde 


—        Zl  —  9-  z=  0 


1>  Q 

4814.  —   Plan   diamétral  conjugué  à  la  direction    (a,  2,  •')    dans  le  paraboloïde  hyperbolique 2:  =  0. 

V  1 

Comment  varie  le  plan  diamétral  quand  la  direction  (ot,  p,  y)  varie? 

4815.  —    Exprimer  qu'une    droite       =    '-y—  =  —      est   tangente    à    un    paraboloïde   hyperbolique 

p       q 

4816.  —  Diiections  principales  dans  les  quadriques 

•i-  —  y--+-  z-  —  iyz  —  2x11  -1=0, 
X-  —  y-  -hz^  -  2yz  —  ixy  —  2y  =  0. 

4817.  —  Réduction  de  l'équation    x'-' -h2y^ -h  z'^-\-2yz -{-  5  =  0. 

4818.  —  Etudier  la  surface    x-  ~h  y--h  2z-  -  iyz  — 3x  -h  iz  =  0.     Centre,  plans  principaux,  sections  par  les  plans  de 
coordonnées. 

481Î).  —  Etudier  les  surfaces 

yz  +  zx -h xy  —x  —  y  —  z  ^  0, 
X-  ->r  y"  —  2^  +  2yz  +  2xy  —  x-{-y  =  0, 
contour  apparent  de  cette  dernière  quadrique  sur  le  plan  des  xy  (projections  parallèles  à  0:). 

(.4  suture.) 

♦ 

QUESTIONS   PROPOSÉES 


1843.  —  Uélcrmincr  les  courbes  planes  qui  possèdetil  la  propriété  suivante  :  le  cercle  homolhéliquc  dans 
le  rapport  conslant  h  par  rapi)ort  au  point  M  du  cercle  de  courbure  en  M  passe  par  un  point  fixe. 
Cas  où     A-  =  1 . 

N'ixrKjOLX. 

1844.  —  On  considère  une  slrophoïde  ayant  pour  point  double  le  point  0,  origine  des  coordonnées,  et  pour 
tangentes  en  ce  point  0  les  deux  axes  : 

(ax  +  ^2/)(a:-  -|-  y-)  —  xy  —  0. 

1»  Soient  Oj  et  Qi  les  deux  jioinls  situés  sur  les  deux  branches  de  la  strophoïde  et  confondus  avec  le 
point  C),  A  et  B  deux  autres  points  de  la  courbe  tels  que  le  rajjporl  anharmoniquc  (OiOiAB)  soit  égal  k  —  \  . 
Trouver  l'enveloppe  de  la  corde  AB  et  le  lieu  du  milieu  de  celle  corde. 

2°  L'enveloppe  de  AB  est  une  parabole.  Trouver  le  lieu  do  son  foyer,  quand  a  et  [i  varient  de  façon  que 
l'asymptote  de  la  strophoïde  passe  par  un  point  fixe.  Dans  les  mêmes  conditions,  trouver  le  lieu  du  sommet 
et  construire  ce  lieu.  E,  H. 


Erratum.  —  Question  n»  1836,  p.  391.  Au  lieu  de  :  u  systèmes  différents  »  lire  :  «  du  même  système  ». 
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H-  c2  =  1 , 


j3'2 


y 


§  IV.  —  APPLICATIONS 

16.  —  Surfaces  réglées.  —  Un  point  d'une  surface  réglée  a  des  coordonnées  de  la  forme 

X  ^  au -h  a.  Il  z=  6m  +  ji,  3  ^  eu  -|-  y, 

o,  b,  c,  a,  p,  Y  étant  des  fonctions  d'un  même  paramètre  v.  On  peut  supposer  en  outre  que  a- -h  b^ 
Les  courbes  v  =  C"=  sont  les  génératrices  de  la  surface,  a,  b,  c  étant  les  cosinus  directeurs  d'une  telle  géné- 
ratrice. Les  accents  indiquant  des  dérivations  par  rapport  k  v,  on  a  pour  l'élément  linéaire  en  effectuant  les 
calculs 

ds"'  =  du^-h2L  du.dv-\-  {Mu^-  +  2^u-\-P)dv\ 
L,  M,  N,  P  étant  des  fonctions  de  v  définies  par 

L  =  ax' -\- b<^' -h  cY ,  M  =  a'2  +  fc'2 -f- c'2,  N  =  a V -f- ^''p' +  c'y',  P  = 

Remarquons  d'ailleurs  que  le  coefficient  de  dv~  étant  toujours  positif,  on  a    M?  —  N^  <0. 

Si  l'on  prend  pour  courbe  u  =  C"  une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices,  ce  qui  est  permis,  l'élé- 
ment linéaire  se  simplifie,  car  le  terme  en  du.dv  disparaît  :  L  =  0.  On  peut  se  ramener  à  ce  cas  en  effec- 
tuant le  changement  de  variable 

u'  =  u  -h  fhdv 
qui  fait  disparaître  le  terme  en  du.  dv.  On  voit  donc  que  les  trajectoires  orthogonales  des  génératrices  d'une  surface 
réglée  s'obtiennent  par  une  seule  quadrature. 

17.  —  Si  l'on  cherche  les  lignes  asymptotiques  de  cette  surface,  on  trouve  pour  une  des  deux  familles,  les 
génératrices,  car  une  droite  est  toujours  ligne  asymptotique  d'une  surface.  D'ailleurs  on  trouve  avec  les  nota- 

A^X  /i^U  fl^Z 

tions  générales  déjà  données    D  =  0,    car    -— ^  =  "^  =  -TT  =  ^'    et  par  suite  on  trouve  dans  l'équation 

des  asymptotiques  le  facteur  dv  qui,  annulé,  donne  bien    v  =  C". 
Cherchons  la  seconde  famille  de  lignes  asymptotiques.  On  a 

'     a     a'u  +  a' 


D'  = 


b'u 


b' 


a 

a 

b 

^' 

D'  = 

c 

y' 

b"u  -f-  ^" 
c"u  -4-  y" 


a  u- 
b'u- 

c'u- 


Y 


D'  est  uniquement  l'onction  de  v  et  U"  est  un  trinôme  du  second  degré  en  m,  trinôme  dont  les  coefficients  sont 
fonctions  de  v.  On  en  déduit  que  l'équation  différentielle  \y'du->r^"dv  =  0  de  la  seconde  famille  de  lignes 
asymptotiques  est  de  la  forme 

—5—  =  Aw2  +  Bm  -r  C, 
dv 

A,  B  et  C  étant  fonctions  de  v.  On  reconnaît  là  une  équation  de  Riccati.  Nous  ne  rappellerons  pas  bs  pro- 
priétés classiques  de  cette  équation,  nous  contentant  d'énoncer  les  conséquences  suivantes  : 

Le  rapport  anharmonique  des  quatre  points  d'intersection  d'une  génératrice  avec  quatre  lignes  asymptotiques 
fixes  est  constant  quelle  que  soit  la  génératrice. 

Si  Von  connaît  deux  lignes  asymptotiques  particulières  qui  ne  soient  pas  de  la  famille  des  génératrices,  on  peut 
avoir  toutes  les  autres  par  une  quadrature . 


18.  —  Un  cas  intéressant  de  ce  dernier  théorème  est  celui  des  conoïdes  dans  lequel  on  connaît  deux  lignes 
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asymplotiques  particulières  de  la  seconde  famille  :  l'axe  et  la  génératrice  à  lintloi  du  plan  directeur.  Nous 
allons  vérifier  directement  qu'une  seule  quadrature  suffit  ici  pour  avoir  les  autres  :  on  peut  toujours  par  un 

choix  convenable  d'axes  prendre  pour  équation  du  conoïde  :     r  =  /"(  —  j .    Posons  alors 

X  =^  u,  i,  =  uv,  :■  =  /"(f). 

Les  génératrices  sont  données  par    v  =  C'"=.    L'élément  linéaire  est 

du         f"(v) 
L'équation  des  lignes  asymptotiques  montre  que   D  =:  0,    résultat  prévu  et  donne  ensuite    2  —^  =z  dv 

pour  laquelle  l'intégration  est  immédiate  :  en  désignant  par  C  une  constante  arbitraire  on  a 

u2  =  c.riv), 

qui  est  Véquation  des  lignes  asymptotiques   du  conoïde  donné. 

La  projection   d'une  telle  ligne  sur  le   plan  xOy  est    x^  =  Cf  (  —  )  •    Par  exemple  pour  le  conoïde  de 

cc~  —\—  y^ 
Pliicker,     z-  =  a  ^—,    on  trouve  l'intersection  du  conoïde  avec    x-y^  =  C{i/-  —ce-),    qui  donne  des  cour- 

xy 

bes  unicursales  du  quatrième  degré. 

19.  —  Prenons  encore  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  ou  surface  engendrée  parles  normales  principales 
à  une  hélice.  On  peut  poser 

X  =:  u.  cos  V,  y  :=  it.  sin  V,  z  ^z  av, 

a  étant  une  constante.  Les  courbes  v  =  C**  sont  les  génératrices  et  les  courbes  m  =  C*  sont  des  hélices, 
trajectoires  orthogonales  des  précédentes.  L'élément  linéaire  est 

ds^  =  d^i^  -h  {u^-  -h  a2)  dv'~ . 

Si  l'on  cherche  les  lignes  asymptotiques  on  trouve  D  =  0,  résultat  prévu,  et  en  outre  D"  =:  0  qui  donne 
pour  l'équation  de  ces  lignes  :     du.dv  =  0     ou     m  =:  C'<=    et    v  =^  C*.    Donc  : 

Les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  d'un  hélicoide  gauche  à  plan  directeur  sont,  d'une  part  les  généra- 
trices, et  d'autre  part  les  hélices  tracées  sur  cette  surface. 

La  seconde  partie  de  cet  énoncé  ^e  vérifie  géométriquement,  en  remarquant  que  le  plan  osculateur  en  un 
point  d'une  hélice  de  l'hélicoïde  est  précisément  le  plan  tangent  en  ce  point  à  l'hélicoïde. 

Les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  sont  orthogonales,  donc  l'indicatrice  est  une  hyperbole  équila- 
tère  et  par  suite  les  rayons  de  courbure  principaux  sont  égaux  et  de  signes  contraires:  la  courbure  moyenne 
est  nulle  en  chaque  point.  Ce  résultat  se  vérifie  immédiatement  si  l'on  se  reporte  à  la  valeur  de  la  courbure 
moyenne  en  un  point.  Toute  surface  à  courbure  moyenne  nulle  s'appelle  une  surface  minima.  Donc  : 

L'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  est  une  surface  minima.  On  démontre  d'ailleurs  que  c'est  la  seule  surface 
minima  réglée. 

20.  — Une  classe  importante  de  surfaces  réglées  est  celle  des  surfaces  développables.  Reprenons  les  nota- 
tions précédentes  : 

a;  r=  «M  +  X,  y  ■=:  bu  A-  ^,  ^  =  eu  -\-  y. 

Celte  surface  est  développable  si  le  plan  tangent  au  point  {u,v)  est  le  même  que  le  plan  tangent  au  point 

V     ^      ,   -,    .               •           ,             -,         a'u-hoi'         i'w  _|_  R'          c'u-hy'  .   ,  ,  .... 

0,  tj).  On  doit  donc  avoir,  quel  que  soit  u,  ; —  =  — -,.— ^  =  ; — -,    ce  qui  donne  les  conditions 

'  'ni  '  rt  b  c 

^-l  -jL 

a'   ~    b'  ~    c'  ' 
En  reprenant  des  notations  déjà  données,  on  voit  tiue 

M  P  —  N2  =  (a'2  +  b''  +  c'^')(a'2  +  ^"-i  -f-  y'-)  —  {a' a.'  ■+-  ft'ji'  -+-  c'Y)-  =  ^^.{^'c'  —  y'6')-  =  0- 
Le  coefficient  de  dv'^  dans  ds^  est  donc  carré  parfait  : 

ds^   =   rf«'-'-f-A((<  —  0)2(fî5^ 

A  et  0  étant  fonctions  do  v.  On  peut  d'ailleurs  par  un  changement  de  variable  effectué  sur  r  ramener  A 
à  être  égal  à  1 . 

Un  démontre  que  ces  surfaces  sont  applicables  sur  un  plan,  d'où  leur  nom  de  surfaces  développables. 

L'une  des  familles  de  lii/nes  de  courbure  de  ces  surfaces  dévelopuables  est  donnée  par  les  génératrices,  car  les 
normales  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  génératrice  forment  une  surface  développable  (plan).  L'autre 
famille  est  formée  des  trajectoires  orthogonales  de  ces  génémtriccs  ou  développantes  de  l'arête  de  rebrousscment. 
Nous  avons  vu  qu'elles  peuvent  s'obtenir  par  une  seule  quadrature. 
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21.  Surfaces  de  révolution.  —  F/a\c  de  révolution  étant  l'axe   Oz  et  r  désignant  la  distance  d'un  [t'Anl 

quelconque  de  la  méridienne  à  cet  axe,  l'équation  de  la  surface  est    ;:  =  f{r)   et  l'on  peut  poser 

X  zr  r  cos  V,  !/  =  r  sin  u,  2  z=  /"  (»), 

les  deux  paramètres  étant  ici  r  et  v.  On  trouve  aisément 

(h'  —  dr"'  (1  +/'-)  +  r'-dîj2, 

r  =  C"  donne  les  parallèles  et  v  =  C'-  les  méridiens.  Si  on  calcule  D'  on  trouve  D'  =  0,  donc  en  remarquant 

([ue  en  outre  F  =  0,  on  voit  que  les  lignes  de  courbure  sont  données  par  les  méridiens  et   les  parallèles,  C(î   qui 

est  d'ailleurs  évident  car  les  normales  le  long  de  ces  courbes  forment  une  surface  développable  :  cône  ou  plan. 

On    peut    simplitier    l'expression     de    l'élément    linéaire,    en     faisant    le    changement    de    variable    : 

dr\/î~+  /'-  =:  du.     On  a  alors 

ds^  =  du^  H-  9(M)f/r^ 

o(w)  étant  une  fonction  convenable  de  m,  déduite  de  ce  qui  précède. 

Passons  en  revue  quelques  surfaces  de  révolution  :  pour  la  sphère  on  peut  poser 

X  =  sin  u.  cos  V,  ?/  =  sin  u.  sin  v,  z  =  cos  ic, 

V  désignant  la  longitude  et  u  la  colatitude.  On  trouve 

ds^  =  du- +  sin-  u.dv-. 

Prenons  encore  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  chaînette   tournant  autour  de  sa  base  :  on 

1        J.         —  ^ 
l'appelle  ca«moïc/e  ou  a/i/s*e<rfe.  On  a  ici    r  =  y  a(e"  +  e      <')     et  par  suite,  en  posant    z  =  f{7'), 

1  2 

fV)=  -r  =  — r    • 


e"  —  e      " 
On  en  déduit  sans  peine  pour  la  nouvelle  variable    u,  u  =  r'  —  a--|-Ct^.     En  supposant  la  constante  nulle  on  a 

ds-  =^  du^  +  (vP'  -\-  a-)dv'^, 
forme  d'élément  linéaire  que  nous  avons  déjà  obtenue  pour  l'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur.  On  en  déduit 
le  remarquable  théorème  de  Bour  : 

L'hélico'ide  (\auclte  à  -plan  directeur  est  applicable  sur  la  catcnoide.  Les  génératrices  correspondent  aux 
méridiens  et  les  hélices  aux  parallèles.  Comme  on  le  voit  les  lignes  asymptotiques  de  l'une  des  surfaces 
s'appliquent  sur  les  lignes  de  courbure  de  l'autre. 

U  est  aisé  de  voir  que,  d'après  la  propriété  connue  du  rayon  de  courbure  de  la  chaînette  d'être  égal  à  la 
normale,  les  deux  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point  de  la  caténoïde  sont  égaux  et  de  sens  contraire  : 
la  courbure  moyenne  est  nulle.  I.a  surface  est  minima.  Si  l'on  remarque  que  la  propriété  ci-dessus  du  rayon 
de  courbure  est  caractéristique  de  la  chaînette  on  en  déduit  que  :  Valysséide  est  la  seule  surface  minima  de 
révolution. 

Signalons  encore  la  propriété  de  là  surface  pseudosphérique,  ou  surface  de  révolution  engendrée  par  la  rota- 
tion d'une  tractrice  autour  de  sa  base  d'être  à  courbure  totale  constante,  ce  que  l'on  établira  sans  peine  en 
s'appuyant  sur  des  propriétés  classiques  de  cette  courbe.  Mais  ici  la  propriété  énoncée  n'est  pas  caractéristique 
de  cette  surface. 

22.  Quadriques.  —  Les  quadriques  sont  parmi  les  surfaces  algébriques  les  plus  simples  que  l'on  puisse 
étudier.  On  peut  en  particulier  chercher  à  faire  la  «  carte  »  d'une  telle  surface  sur  un  plan.  Toute  forme  uni- 
cursale  conviendra.  Nous  n'étudions  pas  en  détail  ce  problème,  nous  contentant  de  signaler  rapidement  quelques 
résultats  intéressants. 

Une  représentation  commode  pour  les  quadriques  réglées  est  la  suivante  :  Prenons  les  coordonnées  d'un 
point  sous  la  forme 

auc  H-  bu  -{-  cv  -}-  d  _    a'uv  -+-  b'u  -\-  c'v  +  d'  a"uv  +  b"u  ■+  c"v  +  d"  _ 

^  ~    awi-  H-  fiw  +  yu  +  8  '  auv  -+-  ^w  +  yu  -4-  â     '   '  auu  -f-  ^u  H-  ^^v  +  ô 

On  reconnaît  la  la  généralisation  de  formules  classiques  pour  l'hyperboloïde  ouïe  paraboloïde,  rapportés  à 
leurs  génératrices.  D'ailleurs  ici  les  droites  it  =  C'«,  î?  =  C'e  du  plan  sur  lequel  on  fait  la  carte,  droites 
parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  correspondent  aux  génératrices  de  la  surface.  Celte  quadriquo  est  un 
paraboloïde  si  le  plan  de  l'infini  la  coupe  suivant  deux  génératrices,  c'est-à-dire  si  aicw  +  pw -+- yu -i- ô  est 
un  produit  de  deux  facteurs  de  la  forme  :  {mu-\- n)(pv -^  q),  ce  qui  donne  la  condition  aS  =  [iy. 
Les  coniques  de  section  par  des  plans  tels  que 

Aa;-hBy+  Cô  +  D  =  0 
ont  pour  représentation  plane  les  coniques  telles  que 
(Aa  +  Ba'  -f-  V.a"  H-  Da)uy  H-  {kb  +  Bfc'  -|-  Cb"  +  D?)m  -t-  (Ac  +  Bc'  -+-  Cc"-M)y)o  H-  [Xd  +  B(f  4-  Cd"  +  Dô)  :r  0, 
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de  la  forme  Mwv +Nm  +  Pi' +  Q  =  0.  On  a  donc  des  hyperboles  équilatères.  On  voit  inversement  que  toute 
iiyperbole  équilatère  du  plan,  à  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  coordonnées,  est  la  carte  d'une  conique, 
section  plane  delà  quadrique.  Cette  équation  est  linéaire  en  u  ei  v.  Donc  une  telle  conique  n'est  coupée  qu'en 
un  point  par  une  génératrice  donnée,  résultat  évident  à  priori.  Si  le  plan  est  tangent  à  la  quadrique,  cette 
équation  doit  donner  deux  génératrices,  ce  qui  exige  :  MQ  =  NP  qui,  développé,  donnerait  l'équation  tan- 
gentielle  de  la  quadrique. 

On  verrait  aisément  que  les  cubiques  gauches  de  la  quadrique  ont  pour  cartes  les  cubiques  planes 

Auv-  -+-  Euv  4-  Cm  +  Du2  _f_  Eu  -{-  F  =  0 
et  inversement.  Elles  sont  coupées  en  un  point  par  toute  génératrice    v  =  C"    et  en  deux  points     par  toute 
génératrice    u  =i  C". 

Une  quartique  correspond  à  une  quartique  plane  dont  l'équation  est  de  lune  des  deux  formes  : 

Am2w2  _|_  Bj^2^,   _,_  Qu2  -h  DUV'^  -\-  EuV  -\-  ¥u -+-  Gl?"   -h  Uv  -hl  =   0 

ou  Au^v  -h  Bm3  +  Cu^v  -h  Du^  4-  Euv  -\-Fu-\-  dv  +  H  =:  0. 

Les  quadriques  de  la  première  famille  sont  coupées  en  deux  points  par  une  génératrice  de  l'une  ou  l'autre  famille. 
On  peut  toujours  les  considérer  comme  intersections  de  deux  et  par  suite  d'une  infinité  de  quadriques.  Celles 
de  l'autre  famille  sont  coupées  en  un  point  par  les  génératrices  m  =  C"  et  en  trois  par  les  génératrices  v  =  C". 
Elles  ne  peuvent  pas  être  considérées  comme  intersection  de  deux  quadriques.  On  trouve  un  exemple  sim- 
ple de  ce  genre  de  quartiques,  en  cherchant  le  lieu  du  point  central  des  génératrices  u  =  C'%  c'est-à-dire  du 
point  de  cette  génératrice  où  le  plan  tangent  à  la  quadrique  est  perpendiculaire  au  plan  asymptote  qui  con- 
tient cette  môme  génératrice. 

On  verrait  de  façon  plus  générale  que  toute  courbe  de  degré  n  tracée  sur  la  quadrique  a  pour  carte  une 
courbe  de  même  degré,  admettant  un  point  multiple  d'ordre  p  àl'intini  sur  l'un  des  axes  et  d'ordre  n  —  p  sur 
l'autre,  et  inversement. 

Tout  point  de  l'une  quelconque  de  ces  courbes  planes  coupe  l'hyperbole  équilatère  oluv  -h  ^w-f- yu  +  ô  =  0 
en  un  certain  nombre  de  points  (n  en  général)  qui  correspondent  aux  points  à  l'intinide  la  courbe  gauche  de 
l'espace. 

23.  —  Les  deux  familles  de  lignes  asymptotiques  d'une  quadrique  sont  données  par  les  deux  familles  de  géné- 
ratrices, résultat  évident  à  priori.  Elles  ne  sont  réelles  que  si  la  quadrique  est  réglée.  Le  théorème  de  Dupin 
sur  les  systèmes  triples  orthogonaux  montre  que  : 

Les  lignes  de  courbure  d'une  quadrique  sunt  données  par  les  inler  sec  lions  de  cette  quadrique  avec  les  quadri- 
ques liomo  focales,  car  on  sait  que  des  quadriques  homofocales  forment  un  système  triple  orthogonal.  Si  en 
particulier  on  prend  ces  quadriques  sous  la  forme 

x^  y'^  z^ 

il  en  passe  trois  par  un  point  quelconque  de  l'espace.  A  un  tel  point  (x,\j,z)  on  peut  donc  faire  correspondre 
les  trois  paramètres  u,  v,  w,  racines  de  l'équation  ci-dessus  du  troisième  degré  en  a.  Si  l'une  de  ces  quantités 
w  est  (ixe,  le  point  {x,  y,  z)  décrit  une  quadrique,  quand  u,  v  varient.  On  peut  faire  la  carte  de  cette  quadri- 
que en  prenant  u,  v  comme  paramètres.  D'après  ce  qui  précède  les  droites  u  =  C's  v  —  G'c  du  plan  sur 
lequel  on  fait  la  carte  correspondront  aux  lignes  de  courbure  de  la  quadrique.  Nous  n'insisterons  pas  davantage 
sur  ces  représentations  planes  de  surfaces  du  second  degré. 

Autres  surfaces.  —  24.  —  Prenons  une  courbe  (U)  : 

X  =  Ui,  y  =  Uo,  j  =  Us, 

Ui,  Ua,  U;i  étant  des  fonctions  arbitraires  d'une  même  variable  u  et  supposons  que  cette  courbe  se  déplace  par 
translation  en  s'appuyant  constamment  sur  une  courbe  (V)  : 

X    =    \l,  g    =     V,,  .-     =     V;;, 

les  lettres  V  désignant  des  fonctions  arbitraires  d'un  paramètre  i>.  Tout  point  de  cette  surface  a  des  coordon- 
nées de  la  forme 

a;  =  Ui  -f-  V,,  g  =  L'a  -+-  W,.  2  =  U3  -f-  V;, . 

Une  telle  surface  s'appelle  swr/ace  de  translation.  La  .symétrie  des  formules  en  u  et  v  montre  qu'elle  peut 
être  engendrée  d'une  seconde  façon,  analogue  à  la  première,  par  la  translation  dune  courbe  (V)  s'appuyant 
sur  une  courbe  (U). 

Le  heu  des  milieux  des  cordes  s'appuyant  sur  deux  courbes  fixes  est  une  surface  de  translation. 
En  elfet,  prenons  pour  courbes  fixes 

1  ,,  1  ,  1  . 
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les  U  indiquant  des  fonctions  arbitraires  de  u  et  les  V  de  v.  On  voit  imni^diatement  quele  lieu  des  milieux  des 
cordes  s'appuyant  sur  ces  courbes  est  la  surface  déjà  considérée. 

Si  l'on  suppose  que  u  et  v  soient  les  arcs  des  deux  courbes  (U)  et  (V),  on  a,  pour  l'élément  linéaire  de  la 
surface, 

ds'-  =  du^-h2  du.dv  (U;v;  +  U;v;  + U^V^) -+-  dtj^, 
les  accents  indiquant  des  dérivations  par  rapport  kti  ou  v. 

Si  l'on  remarque  que  -4^<~  =  -^; — ^  =-^ — ^-  =  0  on  voit  que  D'  =  0  et  que  par  suite  les  courbes  (U)  el 
du.dv        du.dv        du.dv  ^  -i      r  / 

(V)  sont  conjuguées.  Ce  résultat  est  évident  géométriquement,  si  l'on  considère  la  surface  développable  circons- 
crite à  la  surface  donnée,  tout  le  long  d'une  courbe  (V),  surface  dont  les  génératrices,  toutes  parallèles,  sont  les 
tangentes  aux  courbes  (U)  dans  diverses  positions. 

25.  —  Considérons  les  sphères 

{x  —  af  +  {ij  -  bf  +  {z  —  c)2  =  R2 
dans  lesquelles  a,  b,  c,  R  sont  fonctions  d'un  même  paramètre  et  cherchons  l'enveloppe  de  ces  salières.  La  courbe 
caractéristique  est  donnée  pour  l'une  de  ces  sphères  par  son  intersection  avec  le  plan 

{x  —  a)da  -+-  {y  -  b)db  +  (-  —  c]dc  -\-  Rdr  =  0. 
C'est  donc  un  cercle.  La  sphère  étant  tangente  à  son  enveloppe  tout  le  long  de  ce  cercle  la  coupe  donc  sous  un 
angle  constant  et,  d'après  le  théorème  de  Joachimsthal,  ce  cercle  est  une  ligne  de  courbure.  Inversement  : 

Toute  surfa'e  dont  une  des  familles  de  lignes  de  courbure  est  formée  de  cercles  peut  être  considérée  comme 
une  enveloppe  de  sphères^ 

car  toute  sphère,  passant  par  ce  cercle,  coupe  la  sui-face  sous  un  angle  constant  et  par  suite  il  y  en  a  une  tan- 
gente à  la  surface  tout  le  long  de  ce  cercle,  qui  admet  cette  surface  comme  enveloppe. 

On  appelle  surface-canal  Venoeloppe  d'une  sphère  de  rayon  constant.  Si  l'on  fait  ci-dessus  f?R  =:  0  on  voit 
que  le  cercle  caractéristique  d'une  telle  sphère  est  un  grand  cercle.  Donc  : 

Une  des  familles  de  lignes  de  courbure  d'une  surf  ace-canal  est  formée  de  cercles  de  rayon  constant  on  encore  : 

Un  des  rayons  de  courbure  en  chaque  point  est  constant. 

Inversement  d'ailleurs,  cette  dernière  propriété  entraine,  tout  le  long  d'une  ligne  de  courbure,  rfR  =  0  et 
la  développée  étant  un  point,  cette  ligne  est  un  cercle  de  rayon  R  constant  :  on  retrouve  la  détinition  des 
surfaces-canaux.  On  démontre  d'ailleurs  qu'une  surface  ne  peut  être  surface-canal  que  d'une  seule  manière, 
sauf  la  sphère. 

26.  —  Si  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  circulaires,  la  surface  est  de  deux  façons  diiïérentes 
enveloppe  de  sphères.  Les  lignes  de  courbure  étant  prises  comme  courbes-bases  en  un  point  {u,  v),  il  y  a  deux 
sphères  lU)  et  (V)  tangentes.  Aux  points  (u,  v)  (u,  v'}  {u,  v")  la  sphère  (U)  est  tangente  aux  sphères  (V),  (V),  (\"). 
Donc  les  surfaces  dont  les  deux  familles  de  lignes  de  courbure  sont  circulaires  peuvent  être  considé)  ées  comme 
enveloppes  d'une  sphère  variable,  tangente  à  trois  sphères  fixes,  ce  qui  suffit  à  les  déterminer.  On  les  appelle  des 
cyclides  de  Dupin. 

La  transformation  par  inversion  les  transforme  en  surfaces  analogues.  Si  l'on  ramène,  ce  qui  est  possible, 
les  sphères  fixes  à  avoir  leurs  centres  en  ligne  droite  on  verra  aisément  qu'elles  se  ramènent  toutes  au  tore. 
Donc  : 

Toute  cyclide  de  Dupin  peut  être  considérée  comme  la  transformée  par  inversion  cVun  tore. 

Cette  propriété  permet  d'étudier  aisément  ces  cyclides. 
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1775.  —  On  considère  un  cercle  fixe  dont  Le  rayon  est  égal  à 'S  et  rapporté  à  deu.v  diamètres  rectangu- 
laires Ojc  et  Oy.  Sur  Ox  et  sur  le  cercle  glissent  les  extrémités  d'un  segment  AB  dont  la  longueur  est  aussi 
constamment  égale  à  3. 
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!«  Trouver  le  lieu  du  viilieu  de  AB  et  l'équation  langentieUe  de  l'enveloppe  de  la  droite  AB. 
2°  Sur  AB  comme  diamètre  on  décrit  un  cercle.  Trouver  et  construire  l'enveloppe   de    l'axe    radical  des 
deux  cercles. 

3°  Trouver  la  développée  de  celle  enveloppe,  la  rectifier  et  la  construire. 

1.  Soit  'f  l'angle  de  OA  avec  Or;  les  coordonnées  du  point  A  sont  3  cos  f ,  3  sin  ç,  celles  du  point 

B,  6  cos  o  et  0.  Par  suite  les  coordonnées  du  point  M,  milieu  de  AB, 
sont 


9 

^  =  —  cosç,  y  = 

le  lieu  du  point  M  est  donc  l'ellipse 

X-  y- 


sm  'f  ; 


=  1. 


Nous  en  tirons 


cos  9 


puis 


w 
"36 


-  (  —      —\  - 
Q\u^^  v'  )  ~    ' 


L'équation  delà  droite  AB  est ^ '-  =  —  tg  ç, 

X  — 3  cos  9 

ou  X  sin  9  -t-  2/  cos  9  —  6  sin  ç  cos  9  =  0. 

Pour  obtenir    l'équation    langentieUe  de   l'enveloppe    de  celte   droite,    identifions  son    équation 

avec  l'équation     wx-t-uy -+-?<;=  0,     ce  qui  donne 

sin  9    _    cos  9  6  sin  9  cos  9 

u  V  IV 

et  éliminons  9  entre  ces  deux  relations. 

w  .  w 

-— ,  sin  9  =   -  -—> 

bu  DU 

l  1  36 

ou  —7-^ 7  =  — r- 

u-         V-  I  l'- 

on reconnaît  l'équation  langentieUe  d'une  hypocycloïde  à  quatre  rebroussenients(ou  d'une  astroïde), 
dont  l'équation  ponctuelle  est 

a-  ^  +  .y  ^   =  6  ^ . 
Ces  résultats  peuvent  s'obtenir  géométriquement.  En  effet,  prolongeons  AB  jusqu'au  point    de  ren- 
contre G  avec  0(/;  nous  avons    AC  =  AB  =  3,     et    BG=:6.     L'enveloppe  de  BCesl  donc  une  astroïde. 

9  3  9 

Déplus    MC  =  •—>    MB  =  —,     donc  le  lieu  du  point  M  est  une  ellipse  ayant  pour   urand  axe  — 

porté  sur  Ox^  et  son  petit  axe  —  porté  sur  0//. 

2.  Le  cercle  de  diamètre  AB  a  pour  équation 

(x  —  3  cos  9)(a;  —  6  cos  9)  +  y(y  —  3  sin  9)  =  0, 


ou 


x^  -h  y-  — 9j;cos  9  —  3(/  si n  9 -4- 18  cos- ç>  =  0. 
On  en  déduit  immédiatement  l'équation  de  l'axe  radical  de  ce  cercle  et  du  cercle  donné  : 

(1)  ."U- cos  9 -h  !/ sin  9  —  6  cos- 9  —  3  =  0. 
Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  9,  nous  obtenons 

—  3x sin 9 -h «/cos  o  -h  12 cos  9 sin  9  =  0, 

et,  en  résolvant  ces  doux  équations  par  rapport  à  x  et  .v,  nous  avons   les  équations  paramétriques   de 
l'enveloppe  demandée  : 

(2)  X  =  cos  9(ri  —  2 cos*  9),  //  =  3  sin  9(i  —  2  oo-?-'  o). 
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On  reconnaît  immédiatement  que  cette  courbe  est  symétrique  par   rapport  aux   deux  axes,  et  que 
pour  en  avoir  un  quart,  il  suffit  de  faire  varier  o  de  0  à  -3-  • 


Les  dérivées  de  ./•  et  y  par  rapporta  ?  sont 

dx 

— —  —  sin  0(6  cos-  9  —  5), 

dy 
Nous  en  tirons      -j—  =  — 3cotg«j>,    et  cette  quantité  est  la  pente  de  la  droite  (Ij,  comme  il  était 


'dT 


=  —  3  cos  r(6  cos-  ?  —  o) . 


a  prévoir. 

Désignons  par  a  l'angle  aigu  qui  a  pour  cosinus 


y/|.     nou 


s  obtenons  le  tableau  de  variations 


? 

0 

croît 

a 

croît 

T. 

croît 

2 

X 

3 

croit 

10    /T 
3  V   6 

décroît 

2v/l 

décroît 

0 

y 

0 

décroît 

-V- 

V  6 

croît 

0 

croît 

3 

dy 
dx 

00 

—  3^5 

-3 

0 

Nous  obtenons  ainsi  la  branche  de  courbe  EFG,  qui  est  tangente  au  cercle  donné  aux  points  E  et 

G,  et  qui  admet  un  point  de  rebroussement  au  point  F. 

En  achevant  par  symétrie  par  rapport  aux  deux  axes  on 
obtient  la  courbe  complète.  Le  cercle  donné  est  figuré  en 
trait  discontinu. 

Remarque.  —  L'axe  radical  du  cercle  0  et  d'un  cercle 

M  de   diamètre  AB  touche 

son  enveloppe  sur  la  droite 

joignant  M  au    symétrique 

N  de  0  par  rapport  à  A. 
En  effet  deux  positions 

de  cet  axe  se   coupent   sur 

l'axe  radical  des  deux  cer- 
cles égaux  M  et  M'  corres- 
pondants, c'est-à-dire  sur  une  perpendiculaire  au  milieu  de  MM'.  Lorsque  M'  vient  en  M,  MM'  est  la 
tangente  en  M  à  l'ellipse  lieu  de  M  et  la  perpendiculaire  se  confond  avec  la  normale  en  M  qui  passe  par 
le  centre  instantané  N  de  la  droite  constante  BMC. 

3.  Pour  avoir  la  développée  de  cette  courbe  nous  chercherons  l'enveloppe  de  la  normale.  Celle-ci 
passe  par  le  point  limite  de  la  tangente  [dont  les  coordonnées  sont  fournies  par  les  formules  (2)]  et  est 
perpendiculaire  à  cette  tangente  [dont  l'équation  est  l'équation  (1)].  Par  suite,  l'équation  delà  normale 
peut  s'écrire 

or  —  cos  o  (5  —  2  cos^  ?)   _    y  —  3  sin  y  (1  —  2  cos-  yj 
3  cos  t?  ~  sin  tp 
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ou 


(3) 


3.V 


—  16cos^o^4  =  0. 


cos  o          sin  o 

Pour  obtenir  aisément  le  point  limite  de  cette  droite,  multiplions  l'équation  par  sin  ç,  puis  déri- 
vons par  rapport  à  o  ;  nous  obtenons  immédiatement  l'abscisse  du  point  limite.  Nous  avons  de  même 
l'ordonnée  en  multipliant  l'équalion  (3)  par  cos  ?  et  en  dérivant  par  rapporta  o.  Nous  trouvons  ainsi 


y  =  —  sin^  o(t  —  12  cos-çj. 


a?  =  12  cos^  o  (4  cos^  9  —  3), 
Ce  point  décrit  une  courbe  unicursale,  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes,  et  dont  le  quart 
s'obtiendra  en  faisant  varier  «;  de  0  à    — -• 


Nous  avons 
dx 


-—  =  12  cos-  o  sin  '-ff9  —  20  cos^  9), 


dy 


=  4  sin2  o  cos  ç(*.>  —  20  cos-  9;, 


et     -j^  =  —  tg'f,     ce  qui  était  à  prévoir  d'après  l'équation  (3). 


Désignons  par  p  et  y  les  angles  aigus  dont  les  cosinus  sont  respectivement 

cosli  =     ,_  >  cos  Y 


-7=r  et    -— =- 

v/20         /î^ 


sfW 


s/ 12 


Nous  avons  le  tableau  de  variation  suivant  : 


0 

0 

P 

T 

7t 

12 

décroît 

0 

décroit 

243/5 
12o 

croît 

4/3 

croît 

0 

9 

y 

0 

décroît 

4 

décroît 

121/55 
375 

croît 

0 

croît 

4 

3 

dy 
17 

0 

croît 

1 

3v/3 

croît 

v/fï 

9 

croît 

/H 
3 

croît 

-+-00 

et  cela  nous  permet  de  construire  l'arc  de  courbe  HKL,   où  le  point  K  est  un  point  de  rebroussement. 
En  achevant  par  symétrie,  on  obtient  toute  la  courbe. 


Nous  allons  maintenant  calculer  les  longueurs  des  arcs  HK  et  KL.  Nous  avons 

dx  =  —  12  cos*  «p  sin  <p(20  cos'  9  —  9)^9, 
dy  =  —  4  sin^  9  cos  9(  20  cos^  9  —  9)^9, 


d'où  nous  tirons 


rfs2  =  16  sin^  9  cos='  9(B  cos^  9  -4-  1)(20  cos^  9  —  9y<?'^ 
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et  r/5  =  d=  4  sin  9  cos  '^\/S  cos"  9  4-  1  (20  cos'-  9  —  9)r/'f , 

ou  (/s  =  ±  F(9yo, 

en  posanl  F(9)  =  4  sin  9  cos  9v/8  cos"''  9  •+-  1  (i2()  oos^  o  —  <)). 

Quand  9  croit  de  0  à  ji,  F(9)  est  positif,  donc  si   nous  supposons  (pie  s  varie  ilans  le  même  sens 
que  9,  nous  devons  prendre     ds  =.  h- ^(9)^9,     et  nous  avons 

arc  IIK  =    /  'F(9y/9. 

Quand  9  croit  de    ^    à    — '    F(9j  est  négatif,  nous  prendrons     ds  =  — V('S}d-:,,     et  nous  aurons 

ri  r? 

arc  Kl.  =  -  F(9)rfcp  =    /     F{'r)do. 

On  a  donc 

arc  HKL  =    /  ^(9)^9-1-  [  F(o)do, 

ou,  on  désignant  par  0(9)  une  fonction  primitive  quelconque  de  F(o), 

arc  HKL  =  20(0)  -  G(0)  —  <  i  (  -^ 

Calculons  l'intégrale  indéfinie  '■(?)=   1  F(9)rf9. 

/r, s .•  .  -,  ^tciu  ^  11^ —  1 

Posons      s/o  cos^  'j-f^  l  =  u,     nous  en  tirons     4  cos  9  sui  '^  do  = ,     cos-  o  =  et 

2  ■  8 

oit-  — 23 
20  cos'-  9  —  9  = ;     par  suite 


ou 


Çpi'Mr  =  —  -J-  I  (•'J"'  -  ^'Sii-)du  =  -  y  (  "'  —  - 
G(9)  -   ^(23  -  ;5*r'). 


23jr 


Pour     o  =  ^,     cos  9  =  -i'  ?/  =  V  /—  et         G  B)  =  _rL  »  /—  ; 

s/20  V     5  '  '^'        150  V     -"i 

Pour     9  =  0,     cos  9  =  1,  u  =  3  et      G(0)  =  —  —  ; 

-  /  _  •  5 

Pour     -i  =  —,  coso  =  0,  n  =  1  et  G(  ^  )  =      —  • 

2  '  V  2  /  3 

On  a  donc 

23'      /23~       'i:i        o 

arc     HKL  =  -^   \  /  -rr  -^ ' 

/D     V       5  i  3 

el,  en  multipliant  ce  résultat  par  -4,  on  a  la  longueur  totale  de  la  courbe. 

Charles  GUlLLERiME,  lycée  do  Lyon. 
Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lach,  iX  Denain  ;  Jacques  I'.vraf;  Rirdmajou,  à  Sétif;  A.  Rousseau,  à  Landrecies  ;  G.  Four.Rv. 
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1776.  —  Un  corps  solide  éianl  en  mouvement,  trouver,  à  u)i  instant  donné,  les  courbes  (C)   telles 
que  la  vitesse  en  l'un  quelconque  de  leurs  points  soit  dirigée  suivant  la  binormale. 
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Ces  courbes,  dont  les  équations  dépendent  d'un  paramètre  unique,  comprennent  des  hélices  tracées  sur 
des  cylindres  de  révolution. 

Lieu  des  axes  de  ces  cylindres  à  l'instant  t. 

Lieu  de  ces  mêmes  axes  dans  le  corps,  lorsque  celui-ci  est  en  mouvement. 

Démontrer  que  les  plans  osculaleurs  aux  points  d'intersection  de  toutes  les  courbes  (C)  avec  une  sur- 
face donnée  (S)  d'ordre  p,  enveloppent  une  surface  (I)  de  classe  p.  Cas  oii  S   est  un  plan. 

Dans  quel  cas  les  plans  osculaleurs  auront-ils  une  droite  fixe  ? 

Au  point  de  vue  des  vitesses,  un  corps  solide  en  mouvement  se  comporte  à  chaque  instant  /, 
comme  s'il  était  animé  d'un  mouvement  hélicoïdal.  C'est  le  mouvement  hélicoïdal  tangent,  et  Taxe  de  ce 
mouvement  est  Vaxe  instantané  de  rotation  et  de  ylissement. 

Soit  a  cet  axe  à  l'époque  t  ;  il  varie  avec  le  temps,  non  seulement  dans  l'espace,  mais  encore  dans  le 
corps  solide  lui-même.  Dans  l'espace,  il  engendre  une  surface  réglée  gauche;  dans  le  corps,  il  en 
engendre  une  autre,  et  la  seconde  touche  la  première  tout  le  long  de  a,  roule  et  glisse  sur  elle,  d'après 
une  certaine  loi.  Tous  ces  éléments  du  mouvement  dépendent  évidemment  des  équations  qui  donnent 
le  mouvement  du  corps  solide. 

Nous  allons  donc  étudier  ce  qui  se  passe  dans  un  mouvement  hélicoïdal  ayant  pour  axe  Oz. 

Soit  w  la  vitesse  angulaire  et  h  le  rapport  de  la  vitesse  de  glissement  à  celle-ci.  Soient  aussi 
X,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  du  corps  M,  et  O'M  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  M  sur  Oc  ; 
la  vitesse  du  point  Al,  en  projection  horizontale  est  perpendiculaire  à  O'M,  orientée  dans  le  sens  positif 
ordinaire,  de  Ox  vers  Oy,  en  supposant  bien  entendu  que  le  trièdre  soit  orienté  dans  le  sens  du  mou- 
vement, et  elle  a  pour  valeur  numérique  w.O'M.  Les  composantes  de  la  vitesse  du   point  M   sont  donc 

—  yio,     xio,     Aw, 

et  le  plan  osculateur  à  la  courbe  cherchée  a  pour  équation 

—  y(X  —  x)  -+-  x{Y  —  tj)  +  h{Z  -  z)  =  0, 
ou  -  y^  H-  ^Y  -4-  h(Z  —  z)  =0. 

Pour  que  ce  soit  le  plan  osculateur,  il  faut  que  x,  y,  z  dépendent  d'un  seul  paramètre,  et  que 
l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  qu'il  enveloppe  coïncide  avec  la  courbe  cherchée.  Cette  arête  de 
rebroussement  est  définie  par  les  trois  équations 

—  î/X  -+-  x\  -h  h{Z  —  z)  =  0, 

—  î/X  -I-  x'\  —  hz'  =  0, 

—  y"X  +  x"\  -  hz"  =  0, 

et  il  n'y  a  qu'à  écrire  que  le  point  défini  par  les    trois  équations  est  le   point  (.r,  y,  z)  lui-même.  Ceci 

donne  les  deux  relations 

—  y'x  -+-  x'y  —  hz'  =  0, 

—  y"x  -f-  x"y  —  hz"  =  0. 

Ce  sont  les  équations  dilférentielles  des  courbes  cherchées.  Or  la  seconde  est  une  conséquence  de 

la  première.  Tout  se  réduit  à  celle-ci  : 

xdij  —  ydx  =  —  hdz. 

Le  premier  membre  est  le  double  de  la  différentielle  de  l'aire  balayée  par  le  rayon  vecteur  O.Vl  ;  le  se- 
cond membre  est  proportionnel  à  dz. 

Pourdéfinir  une  courbe  (C),  nous  prendrons  donc  une  projection  horizontale  quelconque  (C|),  et,  sur  le 
cylindre  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Oz  et  pour  base  (G,),  nous  porterons  sur  chaque  génératrice  un 
vecteur  ayant  poui  valeur  algébrique  l'aire  engendrée  par  OM  dans  le  plan  desxy,  à  partir  d'une  certaine  ori- 

giuc  et  multipliée  par —  •      Gomme  cas  particulier,  on  rencontre  toutes  les  droites  de  l'espace  per- 


pendiculaires à  Oz  et  qui  s'appuient  sur  0:. 
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Si  h  est  nul,  les  courbes  (G)  sont  des  courbes  planes  quelconques  situées  dans  les  plans  qui  passent 
par  0:. 

Il  est  visible  que  si  la  courbe  (G,)  choisie  dans  le  plan  horizontal  est  un  cercle  concentrique  au 
point  0,  la  courbe  (G)  de  l'espace  est  une  hélice  circulaire  ayant  pour  équations 

X  =  llcosoj,      rj  =  Rsinoj,      z  =  bu  -+-  s^, 
:o  étant  la  valeur  initiale  de  :  choisie  arbitrairement  ;  c'est  la  cote  du  point    w  =  0. 

Or  ici  xdy  —  ydx  =  ir-r/o  ; 

donc    hdz  —  —  R-t/w,     et,  comme     dz  =  kdo), 

R^ 
Il 
Ces  courbes-là  sont  donc  les  hélices 

.1-  =  R  cos  w,  ?/  =  n  sm  Lo,         z  — —  10  -+-  z^,  ; 

il  y  en  a  une  double  infinité.  Toutes  celles  d'un  même  cylindre  sont  égales,  superposables  par  une  trans- 
lation parallèle  à  0;. 

Reste  à  montrer  qu'il  n'y  a  pas  d'autres  hélices  que  celles-là.  Pour  cela, appelons  u,  v,  ir  les  cosi- 
nus directeurs  de  la  direction  des  génératrices  du  cylindre  de  support  de  cette  hélice.  L'angle  de  sa  géné- 
ratrice avec  la  binormale  est  constant  ;  donc 

—  u]j  -\-  vx-\-  h(o 
\/x--hy-~h^ 
et  l'équation  du  cylindre  est 

A;-(.r--4-  îy-  -4-  h')  —  (  —  tiy  -+-  vx  -i-  hw)-  =  0. 

G'est  un  cylindre  parallèle  à  0:;  ;  pour  que  ce  soit  un  cylindre  de  révolution  il  faut  que  la  base    soit   un 

cercle,  ce  qui  donne 

u  =  0,  «  =  0. 

Le  cylindre  a  donc  0:;  pour  axe.  La  question  est  terminée. 

Quant  aux  vitesses  aux  différents  points  du  cylindre,  elles  sont  toujours  perpendiculaires  aux 
hélices  précédentes,  elles  enveloppent  donc  d'autres  hélices  orthogonales  à  celles-ci . 

Soit    /'(x-,  y,  s)  =  0    la  surface  que  décrit  le  point  (x,  y,  z)  ;  le  plan  osculateur  en  ce  point  est 

—  î/X  -^xX-^  h{Z  —  z)  =  \); 

il  dépend  de  deux  paramètres  et  enveloppe  une   certaine   surface.    Identifions   son  équation   avec  celle 
d'un  plan  quelconque 

nous  aurons 


u\  -h  y  Y  -f-  i>:Z  -h  /' 

=  0; 

—  Il           X           h 

—  hz 

' —    =    =:r   = 

U                  0               IV 

r 

par  suite 


hv  hu  _  _         r 

~    w  '  w  ^  "  w 


L'enveloppe  du  plan  a  donc  pour  équation  tangentielle 

V    IV  w  IV     1 

Cette  surface  a  une  classe  égale  à  l'ordre  de  la  première. 

Si  la  surface  donnée  est  un  plan,     ax-^  by -\- cz-\- d  =  ^,     l'enveloppe  est 

/i(ay  —  hu)  —  cr  -\-  div  =  0. 
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Le  planosculaleur  enveloppe  un  point  qui  a  pour  coordonnées  homogènes 

—  ///(,  «//,  d,  —  c 

Ce  point  est  d'ailleurs  situé  dans  le  plan  donné. 

Si  le  plan  osculateur  passe  par  un  autre  point  fixe,  il  enveloppe  une  droite  et  il  correspond  alors  aux 
courbes  qui  s'appuient  sur  l'intersection  des  deux  plans. 

Nous  obtenons  ainsi  une  inlinité  de  droites  conjuguées  deux  k  deux. 

R,EMAHQUb;.    -Si  on  veut  les  courbes  du  système  des  courbes  (C)  qui  sont  planes,  il   faut  écrire  que 
l'une  d'elles  est  dans  un  plan 

ax  -+-  Ijij  -i-  c;  -t-  rf  =  U, 
c'est-à-dire  que 

adx  -i-  bd>i  -h  fdz  =  0  ; 

or  dz  — (.rdy  —  ydx)  ; 

donc 

h{adx  -+-  bdy)  -  c(xdij  —  ydx)  =  0, 

(ah  -hci/)dx~}-  [hh  —  (ix)dn  =  0, 
dx  dy 

ax  —  bh  cy  -+-  ah 

L'intégration  est  immédiate  et  donne 

1  l 

—  Liax  —  bh)  =  —  Lfci/  -F  o/()  -t-  A*, 
a  c      '  ' 

(IX  —  bh  'I  , , 

OU  L —  —  L(ciJ-[-ah). 

Nous  avons  ainsi  toutes  les  courbes  (C,)  qui  correspondent  aux  courbes  planes  du  système 

ax  —  bh  —  h'icy  H-  nh)  '-'  > 
les  constantes  a,  /^  c,  k'  sont  quelconques. 

Quand     a  —  c,     on  obtient  les  droites  du  plan  des  xy.  Cette  solution  était  évidente  a /jrior/. 

J.   LOISEAU,  élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 
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1845.  —  On  considère  deux  coniques  fixes  C  et  C,  soient  M  et  M'  les  pôles  dune  môme  droite  par  rap- 
port aux  deux  coniques  ;  lieu  de  ces  points  sachant  ([ue   le  milieu  de  MM' est  situé  sur  une  droite  donnée  1». 

.1.    Lem.uue. 

1846.  —  On  considère  un  paraboloïde  de  rèvoiulion  d'axe  Oz,  tangent  en  son  sonnuet  0  au  plan  x(>//. 
Le  cylindre  droit  ayant  pour  base  un  cercle  (luelconquc  C  du  plan  xOij  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  coni- 
que située  dans  le  plan  polaire  d'un  certain  point  -,'  de  l'espace.  A  tout  point  de  l'espace  correspond  ainsi  un 
cercle  du  plan  et  inversement.  On  demande  d'étudioi-  la  correspondance  ainsi  définie.  En  particulier  : 

Lieu  des  points  7   correspondant  à  des  cercles  concentriques. 

Lieu  des  points  y  qui  correspondent  aux  cercles  orthogonaux  à  un  cercle  li\e.  ou  le  coupant  sous  un  an^-lc 
V  donné  ; 

Lieu  des  points  y  correspondant  aux  cercles  tani^onls  à  un  cercle  (ixc. 

Lieu  des  points  y  correspondant  à  des  cercles  de  rayon  l{  donné. 

Lieu  des  points  Yquicorrcspondcut  aux  cercles  houiolhélitpies  d'un  cercle  donné  par  rapport  à  un  jioint  lixc 

Lieu  des  points  correspondant  aux  cercles  qui  enveloppent  une  quartique  hicirculaire. 
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Points  Y  correspondant  à  deux  l'aisceaux  de  cercles  ortliogonaux. 

Etudier  ce  que   devient    la  transformation  par  inversion  par  rapport  à  un  cercle  d'inversion   ayant  Tori- 
gine,  0,  pour  centre  ou  par  rapport  à  un  cercle  quelconque  du  plan  ccOy. 


A.  Sainte-La'.uk. 
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1773.  —  vS'i  la  série  u,i  à  termes  tous  positifs  est  convergente,  il  en  est  de  même  de  la  série 

et  ces  deux  séries  ont  la  même  somme. 

La  mèm,e  transformation  s'applique  à  une  série  (/„  à  termes  quelconques,  quand     Vim  nu„  =  0. 

Appliquer  aux  séries 

1  /( 

u„  =  .r",  Un  =  — 7-  ,  u„  = x"-^'. 

n-  —  1  n  -I-  1 

Soit  S„  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  (w,,)  et  S/,  la  somme  des  n  premiers   termes 

de  (y„)  ;  on  a 

S,;  =  («'i  —  u.,)  -h  i()/,  —  u-,,]  -t- h  n(u„  -  u„^i), 

et,  en  réduisant  les  termes  semblables, 

S,;  =  s„  —  »w„^i. 

Or,  la  série  u^  étant  convergente,  le  produit  n.u„,i  tend  vers  0;  donc  quand  n  augmente  indéli- 

niment 

lim.  S„'  =  lim.  S,,  =  S. 

La  série  (l'„)  est  convergente  et  a  même  somme  que  la  série  (w,,). 

Si,  maintenant,  nous  considérons  une  série  (u„)  à  termes  quelconques,  convergente  et  telle  que 
lim.  nu„  =  0,  puis  la  série  u„  =  a„  {u,,  —  u„+i),  a„  étant  le  ternie  général  d'une  progression  arithmé- 
tique de  raison  h,  nous  allons  démontrer  que  la  série  (y„)  est  convergente  et  trouver  sa  somme. 

Prenons  les  mêmes  notations  que  précédemment  et  formons  S,,', 

S,,'   =  ^'i   (Mi  —  Wo)  H-  02(^2   —  U:i)  -h !-  M„(h„  —  U„^i), 

ou  s,,'  =   fliM,  H-  «2(02—    «ij  -i-   ■■■~^^(„{0„  — «/(-l)  —  «/i"((Tl- 

La  raison  de  la  progression  arithmétique  étant  h,  on  a     a^  —  o,  =    •■  =  «„  —  a„_i  =  h, 

et,  par  suite, 

S„  =  h(ui  H-  M2  H- H  M,i)  —  hui  -+-  diUi  —  a„  .  M„^_l  ; 

ur     a„  =  a^  -f-nh.     donc     '^,.u„n  =  — — ■ — j —  {n-h  I)(^mi,     et  comme,  d'après  l'hypothèse,  la  limite 

de    (n  -+- 1)  Un+i     est  nulle,  on  a  aussi 

lim.  a,iUn+i  =  ^J- 

Nous  avons  donc 

lim.   Sn  =  h'S-hUiidi  —  h), 

en  appelant  S  la  somme  de  la  série  {u„).  La  série  (y„)  est  convergente  et  nous  avons  sa  somme. 

Applications.  —  1"  u,,,  =  x'\  |  x  [  <<  1.  En  commençant  à  n  =  i,  la  somme  de  la  série 
u,i  est 

s=     " 


I  —  X 
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La  série  ?:„  a  pour  terme  général 

Vn  =  n{x"  —  x"^^)  =  nx"{i  —x), 
s;,  est  donc  égal  à 

S,;  =  x{l  —  x) 4- 2a;2(l  —  x)  n h  nx" {i—  x). 

Par  suite,  à  la  limite, 

S'  =  ( l  —  .x-)f.r -H 2a-2 -V  - •  •    ;-/(.f"H-  •••)  =  -— ^ — , 

1  —  X 

et  on  déduit  immédiatement  de  là  la  somme  de  la  seconde  série 

S'  =  ,r-h2a;2  _j 4-  nx"  -\-  ■■ 


(l-.x)-^ 


1  3 

2°      it„  =  —- •     Si  on  commence  la  série  à     n  =  2,     on  a     S  =  —  ;     ceci  est  facile  à  voir  en 

n-  —  1  4 

1/1                1      \ 
mettant  w„  sous  la  forme     —  ( ; .    La  série  (v„)  a  pour  terme  général 

2  \  »  —  1         n  H-  1  / 

[1  1  1  _  2n  + 1 

n2  —  1         (n-f- 1)2—1  J  ~   (n  — l)(»+l)(n  +  2) 

■     3 
et  sa  somme  est  aussi     —  • 
4 

3°     y^,  ^  — x"+',       I  .r  I  <  1. 

?t  H-  1 

En  décomposant  w„,  on  a 

.X'"+' 
Un   =   X"-  ' 


n  -h  i 
La  somme  de  la  série  (i/„)  est  donc,  en  commençant  à     ??  =  1, 

.r- 


1  — 


-f-  L(l  —  a-)-+-.T, 


ou  S  = -T hLfl— x). 

1  —  .r 

Le  terme  général  de  la  série  (v„)  est 

f      n  n  -t-  ■! 

V  jH-  l  n  -4-  2 

qu'on  peut  écrire 


»  -h  1  n  +  2 

Comme  nous  connaissons  les  sommes  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

Vn,  nx"+*,  .x"+', 

nH-  1 

nous  pouvons  déduire  de  cette  égalité  la  somme  de  la  série,  dont  le  terme  général  est 

/?  H-2 

X 

On  trouve  ainsi  j  =  j;  -t-  2L(I  —  a;)  -4 


=  28 


l—x 

1- 


l—x 

p.  SERVANÏIE,  école  des  Anglais,  Lyon. 


Bonnes  solutions  ;  MM.  J.  I?im;.  à  Toul  ;  G.  Lach,  à  Deiiaiii  ;  M.    Lahrocoik,  à  Toulouse;  P.   Névejans.  à  Douai  ;  A.  Ruis- 
seau, à  Landrecies  ;  L.  Simon,  à  Cliàlons;  A.  Couhtois;  AJinLAtm. 
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1774.  —  Trouver  une  courbe  telle  que  le  cercle  décrit  sur  la  tangente  MT  comme  diamètre  soit  ortlio- 
gunal  à  un  cercle  fixe  de  centre  0,  et  que  le  rapport  anharmonique 
M(QïOP)  =  —  1,  MQ  étant  une  tangente  au  cercle  0,  et  .MP  r ordonnée  du 
point  M . 

Note.  —  L'énoncé  de  celle  queslion  impose  k  la  courbe  deux  condi- 
tions incompatibles.  Par  conséquent,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'occuper  de  cette 
question  dont  Ténoncé  est  mal  construit  et  dont  nous  ne  pouvons  publier 

.V.  d.  l.  n. 


de  solution. 
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1782.  —  On  considère  un  segment  de  droite  AB  de  longueur  constante  2a  dont  les  deux  extrémités 
glissent  sur  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  0;/  et  un  système  d'axes  mobiles  O'x',  O'g',  ayant  pour  origine  le 
milieu  de  AB,  orienté  dans  le  même  sens  que  le  système  O./y,  et  tel  que  O'x'  soit  dirigé  suivant  O'A  ;  on  con- 
sidère en  outre  un  plan  mobile  invariablement  lié  aux  axes  OV,  0' y'  et  glissant  sur  le  plan  fixe  qui  contient 
les  axes  Or  et  Oy.  Le  mouvement  de  ce  plan  est  tel  que  la  vitesse  angulaire  de  AB  soit  constante  et  égale 
à   \. 

1'^  Etudier  le  mouvement  des  points  A,  B  et  0'. 

2**  Former  les  équations  du  mouvement  d'un  point  quelconque  du  plan  O'x'y'  dont  les  coordonnées  sont 
x'  =  OL,  y'  =  p.  Trouver  la  trajectoire,  la  vitesse,  l'accélération  de  ce  mouvement.  Trouver  le  point  de 
vitesse  nulle  au  temps  t,  le  lieu  de  ce  point  dans  le  plan  fixe  et  son  lieu  dans  le  plan  mobile.  Montrer  que  le 
second  roule  sans  glissement  sur  le  premier. 

3°  Trouver  les  trajectoires  singulières  des  points  du  plan  mobile  et  le  lieu  des  sommets  de  celles  qui  cor- 
respondent aux  points  d'une  droite  passant  par  le  point  0'. 

4"  Construire  le  centre  de  courbure  qui  correspond  à  un  point  M  du  plan  mobile.  Trouver  le  point  qui  a 
pour  centre  de  courbure  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  0  et  le  lieu  de  ce  point  quand  t  varie . 

Prenons  pour  origine  des  temps  l'instant  où  O'x'  est  couché  sur  Oo;,  dans  le  sens  Ox.  Alors,  au  bout 
du  temps  /,  l'angle  de  O'x'  avec  Or,  l'angle  (Ox,  O'x'),  aura  pour  valeur 
le  nombre  t,  puisque  la  vitesse  angulaire  est  égale  à  1 . 

L'angle  t  de  la  figure  peut  élre  regardé  comme  étant  négatif,  ce  qui 
veut  dire  que  la  position  (igurée  par  AB  est  d'une  époque  antérieure  à 
l'origine  des  temps.  On  pourrait  d'ailleurs  prendre  pour  cet  angle  une 
autre  valeur  2kr.-\-t,  et,  par  suite,  pour  la  position  figurée  de  AB,  une 
autre  époque.  Cette  simple  remarque  correspond  à  ce  fait  que  AB  occupe 
la  même  position  une  infinité  de  fois,  à  une  infinité  d'époques  différentes. 
La  valeur  algébrique  de  AB  est  — 2a,  ses  cosinus  directeurs  sont 
ces  t,  ?in  t. 
1"  Cela  posé  les  coordonnées  du  point  A  sont 

X  =  9.a  cos  t,     y  =  0  ; 
celles  de  OB 

X  =  0,     y  =  —  2a  sin  t. 

f 
Chacun  de  ces  points  est  animé  d'un  mouvement  vibratoire  simple  sur  l'a^e  qui  le  porte. 


y 

J 

; 

c 

B 

^^ 

0 

A^\ 

4( 

ai 

^' 

Les  coordonnées  du  point  0'  sont 

X 


a  cos  t. 


—  a  sin  / 
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Ce  point  décrit  d'un  mouvement  uniforme,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  —  1,  le  cercle  de 
centre  0  et  de  rayon  a.   Le  mouvement  du  point  0'  est  un  mouvement  vibratoire  circulaire. 

2"  Soient  a  et  ^  les  coordonnées  d'un  point  du  plan  mobile,  par  rapport  aux  axes   0'.x',   O'ij  ;  les 

coordonnées  x,]j  de  ce  point,  par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy,  s'obtiennent  en  appliquant  les  formules 

de  transformation  de  coordonnées  classiques.  Ce  sont 

X  =  —  a  cos  t  -\-  3t  cos  t  —  fi  .vin  /, 

y  =  a  sin  /  -^  'V.  sin  t  H-  [î  cos  t, 
ou 

\   X  =  (a  +  y.)  cos  I  —  3  sin  l. 

(\\  j  /  r  . 

^    '  )    ?/    =  (a  —  (i)  sm  /  H-  P  COS  1 . 

Ces  équations  donnent  les  équations  du  mouvement  du  point  (a,  p)  ;  ce  sont  donc  aussi  les  équa- 
tions paramétriques  de  la  trajectoire.  On  sait  que  ces  équations  représentent  une  ellipse  ayant  le  point  0 
pour  centre.  D'ailleurs,  il  est  facile  d'avoir  l'équation  cartésienne  de  cette  courbe  ;  il  suffit  d'éliminer  t 
enlre  les  deux  équations.  A  cet  effet,  on  calcule  cos  t  et  sin  /  et  l'on  exprime  que 

cos-  /  4-  sin-  /  =  1. 
Le  calcul  se  fait  sans  peine  de  la  façon  suivante  : 

(a  H- a)  cos  i  —  âsin/  —  X  =  0. 
p  cos  <  -+-  (a  —  n)  sin  /  —  ?/  =  0, 
cos  /  sin  /  1 

pî/  H-  (a  —  a)  X  [a  -\-  ^j  ?/  —  P-r    ~    a-  h-  ^-  —  a- 

(2)  [I^J/-+-  («  —  ^')  x\^  +  [{^  H-  "j  ?/—  M'  =  (^'  -H  ?'  —  r^')2. 

Cette  dernière  équation  représente  bien  une  ellipse  ayant  l'origine  pour  centre  en  général.  Toute- 
fois, si  «2  -H  p2  =  a-  cette  ellipse  dégénère  en  une  ellipse  impropre  réduite  à  deux  droites  confon- 
dues avec  la  droite  (a  —  a)  a;  h-  îîy  =  0. 

Le  mouvement  d'un  point  quelconque  du  plan  des  l'y'  est  donc  un  mouvement  vibratoire  elliptique, 
sauf  pour  les  points  du  cercle  ayant  pour  centre  le  point  0'  et  pour  rayon  a,  qui  sont  animés  cbacun  d'un 
mouvement  vibratoire  simple  dont  le  centre  est  au  point  0. 

Les  deux  points  A  et  B  sont  deux  points  particuliers  de  cette  espèce.  Le  point  0'  est  de  la  première 
espèce,  et,  pour  lui,  le  mouvement  elliptique  devient  un  mouvement  circulaire. 
La  vitesse  a  pour  composantes 

— ;—  =  —  2rt  sm  l  —  y,        -;  -  =  X  —  2a  cos  /, 
dt  •'  di 

dx  dy 

en  posant    .r„  =  'ia  cos  /,    f/,,  =  —  la  sin  /. 

Le  point  (./„,  ?y„)  est  le  point  C,  sommet  opposé  à  0  du  rectangle  ayant  OA  et  OB  pour  cùlés. 

Le  vecteur  (LM  a  pour  composantes    x  —  .x,,,  y  —  y^  ;  donc  le  vecteur  vitesse  est  ce  même  vecteur, 

qui  a  tourné  d'un  angle  égal     à   h — -    autour  du  point  C.    Par  conséquent   tout  se  passe  comme   si  le 

point  M  tournait  autour  du  point  C  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à    1.  Ce  résultat  est  1res  connu.  Le 
point  C  est  le  point  de  vitesse  nulle.  C'est  ce  qu'on  appelle  le  centre  instantané  de  rotation. 

Le  lieu  du  point  C  dans  le  plan  fixe  est  le  cercle  .r^  -|-  y-  —  ka-  décrit  du  point  0  comme  centre 
avec  Ali  comme?  rayon.  Dans  \o.  plan  mobile,  c'est  évidemment  le  cercle  de  diamètre  AB.  D'ailleurs 
si  on  remplace  .r  par     2a  cos  /,  y  par  —  2a  sin  /     dans  les  formules  (i),  on  trouve  de  suite 

a  cos  /  —  S  sin  /  =  a  cos  /.      t  sin  /  -+-  ,3  cos  /  =  —  a  sin  /. 
puis 

a  =  a  cos  2/.       i  —  —  n  sin  2/. 
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Ce  sont  les  coordonnées  du  point  G  dans  le  plan  mobile  ;  le  lieu  du  point  (a,  jî)  est  visiblement  le  cer- 
cle    a^-h  S'^  =  K- . 

(]e  cercle  touche  le  précédent  au  point  G.  Il  reste  à  montrer  que  les  éléments   d'arcs  sont  égaux, 
c'est-à-dire  que 

dx^  ^dy^  =  d'j'  +  rfpV: 
cela  est  immédiat. 

Alors  le  [nouvement  est  produit  par  le  roulement  du  second  cercle  sur  le  premier,  sans  glissement, 
le  plan  mobile  étant  entraîné  avec  le  second  cercle. 

Les  composantes  de  l'accélération  sont 


=  —  2a  cos  t 


d'v 

~d? 

d'u        ,^      .  dx 

-— ^   =  2asin  ;h — 

dt^  dt 


dy_ 
dt 


=  —X, 

-y- 


Le  vecteur  accélération  est  donc  le  vecteur  MO. 


3^  Les  trajectoires  singulières  sont  les  ellipses  impropres  que  nous  avons  signalées  ;  ce  sont  les  dia- 
mètres du  cercle  OC. 

Pour  que  le  point  (.r,  //)  soit  le  sommet  d'une  autre  trajectoire,  il  faut  que  la  vitesse  soit  perpendi- 
culaire au  rayon  OM,  ce  qui  donne 

dx  dxi 


dt 


dt 


ou 


rsin  t  -\-y  cos  t  =  0. 


Or  a;sin  i  H-y  cos/ =  a  sin2< -l-^cos2^ 

donc  asin  2/-|-Pcosi2/ =  0, 

et,  comme  ^  =:  mx,  puisque  le  point  du  plan  mobile  est  situé  sur  une  droite  donnée  qui  passe  au 
point  0',  nous  voyons  que  le  lieu  du  sommet  s'obtiendra  en  éliminant  t   entre 

X  sin  l-\-y  ç.0%  t  =  0,  sin  2/  4-mcos  '2<  =  0. 

Ce  calcul  est  immédiat  et  donne 

(3)  iii{y'^  —  x'^)  +  2j?y  =  0, 

Le  lieu  est  donc  constitué  par  deux  droites  rectangulaires  qui  passent  à  l'origine.  Ce  sont  les  deux  dia- 
mètres du  cercle  fixe  OC  sur  lesquels  glissent  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle  mobile,  qui  a  pour 
équation     (i  =  nm.     dans  le  système  O'x'y'.  Ce  résultat  est  très  connu  aussi. 

4°  Soit  J\]  un  point  du  plan  mobile,  MO  est  l'accélération  y.  MC  la  normale;  donc  M-;,,,  projection 

de  MO  sur  MG  est  l'accélération  normale  ;  enfin   la  vitesse 
Mu  est  égale  à  MG. 

u  autre  part,  on   a     y„  = py,,  =  u^  ;     si   donc  w 

p 

désigne  le  centre  de  courbure,  on  a 

My^.Miu  =  MC'. 
Soit  G'  le  symétrique  de  G  par  rapport  à  M  ;    le   point 
w  est  le  conjugué  harmonique  du  point  ■;„  parrapoortà  G 
et  G'. 

Pour  que  le  point  w  soit  en  A',  il  faut  que  MGw  coïn- 
cide avec  GA';  le  point  M  est  donc  sur  C.V  et  le  point  y,, 
devient  le  pied  D  de  la  perpendiculaire  abai«;sée  du  point  0  sur  GA'.  Soit  E  le  conjugué  harmonique 
de  G  par  rapport  à  D  et  A',  le  point  M  est  ici  le  milieu    [i  de  CE. 

Pour  faire  les  calculs,  il  faut  avoir  l'équation  de  GA'  et  les  abscisses  des  points  A',  C,  D  et  E. 
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sin  l 
2cosf 


L'équation  de  CA'  est 

y  =  l{x  H-  2a  cos  (),  avec  ).  =  — 

c'est  donc 

X  sin  t  -f-  2y  cos  ^  -t-  a  sin  2^  =  0. 

L'abscisse  de  A'  est     — 2a  cos  /  ;     celle  de  C,     2acos<.     Celle  de   D  s'obtient  en  abaissant  de  0 

une  perpendiculaire  sur  CA', 


y 


a  sin  2< 


sin  i         2  cos/         sin^  f -)- 4  cos^  / 
Soit  enfin  x  celle  de  [j.,  celle  de  E  sera    2a; —  2a  cos  t. 
En  écrivant  que  les  deux  couples 


2a  cos  t,  2.T  —  2a  cos  t  ; 

se  divisent  harmoniquement,  on  aura  x  : 


2a  cos  t, 


.       ^  .    sin- f  cos-  t  I 

za  cos  t{x  ■ —  n  cos  /)  +  2a2  — —    ^  ^^  .,  ^  -+-  xl  a  cos  t 


ta  sin^  /  cos  t 
l-f-  3  cos-  < 

—  2a  sin^  t  cos  < 
l  H-  3  cos-  / 

a  sin-  /  cos  / 


0. 


1  -h  3  cos^  l  \  1-1-3  cos- 1 

De  là,  on  déduit 

.x[3  cos  /(i  -1-  3  cos2  /)  -h  sin^  /  cos  i]  =  2a[cos2  t{i  +3  cos^  /)  —  sin^  t  cos^  ^], 

2a  cos^  / 
xlS  cos^  /  -I-  4)  =  8a  cos^  /,  x  = ; -— • 

Enfin  y  se  tire  de  l'équation  de  CA', 

2y  cos  t  =  —  x  sin  /  —  2a  sin  /  cos  /, 


y 


sin  t  cos^  t 


0  sin  t. 


1  -h  2  cos- 1 
Les  équations  paramétriques  du  lieu  du  point  [j.  sont  donc 


1/  =  —  a  sin  / 


1-1-3  cos- 1 


'2a 


cos^  < 


y 


—  a  sin  / 


i 


i  H-  ïJ  cos-  / 
3  cos-  / 


1  -f-  2  cos- 1  1-1-2  cos-  / 

Celte  courbe  est  une  ligne  fermée  du  sixième  degré,  qui  admet  pour 

axes  de  symétiie  les  deux  axes  de  coordonnées  etque  nous  construirons  en 

-                                          2a  r 

faisant  varier  /  de  0  à  — -•   Pour     <  =  0,     x=  s    v=0:pour/=  — i 

.ï-  ^0,     '/  =  —  a.     En  outre,  les  dérivées  sont 

X  =  —  2a  cos-  /  sm  t 


y 


—  a  cos  / 


(1+2  co.>-  /)- 
G  cos''  t  +  7  cos^  t  —  1 


(1  -+-2cos"^/)- 
elles  nous  montrent  immédiatement  qu'au  point     t  =  0,     x'  est  nul  sans 

que  y'  le  soit,  et  quau  point     t  =  -— ,     -^    est  encore  infini  ;  les  deux 

2  X 

tangentes  on  ces  points  sont  donc  parallèles  à  Oj/. 

Pour  cos/=    .  /i:l±^, 

1/'  s'annule  et  change  de  signe,  de  négative  qu'elle  était  d'abord,  elle  devient  positive.  La  courbe  a  donc 
la  forme  suivante,  qu'on  achèvera  en  tenant  compte  de  la  double  symétrie. 

Très  bonnes  solutions  :   MM.  (..  Lach,  h  Denain  ;  MAUiiscAi.cm  ;  A.  Rousse.au,  à  Landrecies. 
Solution  satisfaisante  :  M.  A.  Cooktois,  à  Douai. 
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CYLINDUR    TANGENT    A    LN    CONE   ET  AU  PFAM    HORIZONTAL. 

lïO'^™  sur  270"'".  —  Placer  la  ligne  de  terre  xij  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre  et 
à  24-0'"'"  du  côté  inférieur. 

On  considère  : 

1°  Un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  ;  sa  base  située  dans  le  plan  horizontal  est  un 
cercle  de  88™™  de  rayon  ;  le  centre  o  de  ce  cercle  est  à  égale  distance  des  grands  côtés  du 
cadre  et  à  130""°  au-dessous  de  xy  ;  la  hauteur  du  cône  est  180""". 

2°  Un  cylindre  de  révolution  de  ÔO™™  de  rayon  repose  sur  le  plan  horizontal  par  une 
de  ses  génératrices  rectilignes  ;  il  est  tangent  au  cône  en  un  point  de  la  gém'-ralrice 
{sa,  s'a')  et  traverse  le  cône . 

Apres  avoir  déterminé  les  projections  delà  ligne  commune  aux  deux  surfaces,  conique 
et  cylindrique,  on  représentera  l'ensemble  des  deux  corps  en  limitant  le  cylindre  à  deujc 
plans  de  section  droite  situés  à  100"""'  de  part  et  d'autre  de  Vaxe  du  cône. 

Dans  la  mise   à    l'encre,  on   indiquera    les   constructions    d'un  point    quelconque   de 
l'intersection,   de  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que   les   constructions  des  points  et    droites 
remarquables, 
litre  extérieur  :  Géométrie  descriptive.  —  Titre  intérieur  :  Cylindre  tangent  à  un  cône  et  au  plan  horizontal. 

[Ecole  Centrale,  concours  de  1909.) 

Mise  en  place.  —  Le  contour  apparent  vertical  du  cône  s'obtient  immédiatement  ainsi  que  sa  base  hori- 
zontale. Le  contour  apparent  vertical  du  cylindre  se  compose  des  deux  génératrices  de  cote  zéro  et  de  cote  12="' 
limitées  aux  sections  droites  demandées  dans  l'énoncé,  et  des  deux  demi-ellipses  qui  sont  les  projections  de 
la  moitié  des  circonférences  des  cercles  verticaux  qui  limitent  le  cylindre.  Nous  déterminerons  ces  ellipses 
ultérieurement.  Pour  avoir  le  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  prenons  pour  plan  vertical  auxiliaire 
le  plan  qui  projette  la  génératrice  du  cône  sa,  s'a'  sur  laquelle  a  lieu  le  contact  des  deux  surfaces  ;  c'est  un 
plan  de  section  droite  du  cylindre  et  par  suite  nous  aurons  le  centre  de  cette  section  en  construisant  la  cir- 
conférence de  rayon  60°"",  tangente  à  la  génératrice  sa,  sla[  et  à  la  ligne  de  terre.  Son  centre  est  le  point 
0,  o'i  et  par  suite  l'axe  du  cylindre  a  pour  projection  horizontale  bc.  Nous  en  déduisons  les  deux  génératrices 
de  contour  apparent  horizontal  sur  chacime  desquelles  nous  prenons  lOcm  de  part  et  d'autre  du  plan  méridien 
du  cône  et  nous  formons  ainsi  le  rectangle  de  à  l'intérieur  duquel  se  projette  toute  la  surface  cylindrique.  Les 
projections  des  côtés  db  et  ce  sur  le  plan  vertical  primitif  donnent  les  petits  axes  des  deux  ellipses  dont  il  a 
été  parlé  plus  haut. 

Intersection  des  deux  surfaces.  — On  pourrait  employer  une  série  de  plans  horizontaux  coupant  le  cône  sui- 
vant des  circonférences  se  projetant  horizontalement  en  vraie  grandeur  et  le  cylindre  suivant  des  génératrices. 
Nous  prendrons  de  préférence  des  plans  passant  par  le  sommet  du  cône  et  parallèles  aux  génératrices  du  cylin- 
dre ;  en  nous  servant  du  plan  vertical  auxiliaire  agi  ces  plans  seront  de  bout,  leurs  traces  verticales  passeront 
toutes  par  le  point  s\  et  les  points  où  ces  traces  couperont  la  section  droite  du  cylindre  donneront  des  géné- 
ratrices qui  couperont  les  deux  génératrices  du  cône  situées  dans  le  même  plan  en  quatre  points  appartenant 
a  l'intersection. 

Nous  avons  commencé  par  déterminer  les  plans  limites  :  l'un  est  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces, 
il  donne  le  point  double  réel  situé  sur  les  deux  génératrices  de  contact  en  f,  f,  l'autre  est  le  plan  de  bout  qui 
projette  la  seconde  génératrice  du  contour  apparent  du  cône  sur  le  plan  verticalauxiliaire  ;  il  donne  deux  géné- 
ratrices sur  le  cylindre  projetées  horizontalement  en  g,g'i  et  h,h'i,  qui,  d'après  un  théorème  bien  connu,  sont 
tangentes  à  la  courbe  d'intersection  aux  points  correspondants  g  et  h. 

Remarquons  maintenant  que  la  courbe  d'intersection  sera  symétrique  par  rapport  au  plan  méridien 
passant  par  le  point  double,  et  qu'il  y  aura  pénétration  du  cylindre  par  le  cône. 

Points  remarquables.  —  Les  points  sur  le  contour  apparent  horizontal  du  cylindre  s'obtiendront  en  menant 
le  plan  auxiliaire  par  la  génératrice  qui  seule  perce  le  cône,  l'autre  étant  en  dehors  du  dièdre  utile  formé 
par  les  deux  plans  limites.  Nous  trouvons  ainsi  les  deux  points  k  et  l. 

La  courbe  touche  le  cercle  de  base  du  cône  aux  points  où  la  génératrice  de  contact  du  cylindre  avec 
le    plan    horizontal    traverse    cette    base,    et    les   points    sur    le    contour     apparent    vertical    du    cylindre 
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sont  donnés  par  les  plans  aaxiiiaires  qui  passent  par  la  génératrice  la  plus  haute  et  par  la  génératrice 
la  plus  basse  du  cylindre,  soient  p  et  q.  Enfin  les  points  sur  les  génératrices  de  contour  apparent 
vertical  du  cône  s'obtiennent  en  prenant  les  projections  de  ces  génératrices  sur  le  plan  vertical  ay,  et  en 
menant  des  plans  auxiliaires  par  ces  génératrices.  Nous  trouvons  ainsi  les  quatre  points  r,r',  v,v',  où  la  courbe 
louche  le  contour  apparent  vertical  du  cône. 

Rappelons  encore  que  les  points  de  l'intersection  k  et  y  situés  dans  le  plan  méridien  du  cône  passant  par 
le  point  double,  autres  que  ce  point  double,  sont  tels  que  le  plan  tangent  à  chaque  surface  en  chacun  d'eux  est 
perpendiculaire  à  ce  plan  méridien  ;  la  tangente  à  la  courbe  en  ces  points  est  donc  horizontale,  c'est-à-dire 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre,  et  en  projection  verticale  l'un  de  ces  points  est  le  plus  haut,  l'autre  le 
plus  bas  sur  l'arc  de  courbe  qui  y  passe. 

Ligne  des  points  doubles  en  projection.  —  Si  nous  pienons  l'intersection  des  deux  plans  verticaux  conju- 
gués de  la  direction  des  droites  de  bout  dans  chaque  surface  nous  obtenons  la  verticale  zz'  qui  coupe  en  pro- 
jection verticale  la  courbe  d'intersection  en  deux  points  doubles  ;  chacun  de  ces  points  correspond  à  des  points 
SI  et  Ç2  de  la  projection  horizontale  qui  ont  le  même  éloignement  par  rapport  au  plan  de  front  mené  par  le 
sommet  du  cône. 

Points  courants.  — Ayant  ainsi  déterminé  un  certain  nombre  de  points  remarquables  de  la  courbe  d'inter- 
section on  achève  d'en  préciser  la  forme  au  moyen  de  quelques  points  courants  et  des  tangentes  correspondan- 
tes. Nous  avons  indiqué  les  constructions  pour  les  points  m,  m'  et  Ç,  C;  la  tangente  s'obtient  en  prenant  la  trace 
horizontale  des  plans  tangents  à  chaque  surface  au  point  considéré,  et  joignant  l'intersection  0  de  ces  deux 
traces  à  ce  point.  Pour  le  cylindre  la  trace  du  plan  tangent  est  toujours  perpendiculaire  au  plan  vertical  x^yi 
et  pour  le  cône,  c'est  la  tangente  à  sa  base  au  pied  de  la  génératrice  qui  passe  par  le  point. 

Ponctuation.  —  La  distinction  des  parties  vues  et  cachées  de  la  courbe  d'intersection  ou  des  contours  appa- 
rents n'ofïre  aucune  difficulté.  Puisque  l'on  conserveles  deux  corps,  la  portion  de  chaque  génératrice  de  contour 
apparent  comprise  entre  les  deux  points  oîi  elle  perce  la  seconde  surface  est  cachée.  De  plus  la  génératrice  sp, 
i'p'  du  cône  pénétrant  dans  le  cylindre  au  point  r,  r'  situé  sur  la  portion  de  surface  vue  sur  le  cyhndre  en 
projection  verticale  restera  vue  de  s'  en  r',  tandis  que  la  génératrice  du  cylindre  ^Y  cessera  d'être  vue  à  partir 
du  point  où  elle  croise  la  première.  Enfin  la  courbe  sera  vue  seulement  quand  elle  sera  sur  les  portions  de 
chaque  surface  qui  sont  visibles  à  la  fois. 

On  en  déduit  la  ponctuation. 

Nous  n'avons  pas  donne  la  construction  des  tangentes  au  point  double  réel  qui  n'est  pas  demandée  dans 
l'énoncé.  Rappelons  à  ce  sujet  qu'on  peut  les  déterminer  en  remplaçant  l'une  des  deux  surfaces  par  le  cône  qui 
a  pour  sommet  ce  point  double  et  pour  directrice  la  courbe  d'intersection  ;  on  sait  que  ce  cône  est  du  second 
degré,  on  peut  donc  en  déterminer  une  base  plane  en  prenant  les  traces  de  cinq  génératrices  quelconques  sur 
un  plan  choisi  à  volonté.  Ici  il  serait  très  simple  de  donner  pour  base  à  ce  cône  le  plan  parallèle  au  plan  mené 
par  le  point  double  et  l'une  des  deux  tangentes  en  /«ou  en  g,  ce  plan  de  base  passant  par  l'autre  tangente;  il 
couperait  le  cône  suivant  une  parabole  dont  on  a  immédiatement  la  projection  horizontale  et  qu'il  est  d'ailleurs 
inutile  de  tracer  pour  trouver  ses  points  d'intersection  avec  le  plan  tangent  commun  aux  deux  surfaces  données. 
En  joignant  ces  deux  points  d'intersection  au  point  double  on  a  les  deux  tangentes  cherchées. 

Honnos  épuros  de  MM.  Montaut.  ;i  Aliïer  ;  Hol'ssk.\d.  à  Laiulrecies  :  Simon,  à  Cliàloiis-sur-.Marne. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX   EXAMENS  ORAUX  {Suite.) 


4820.  —  fitudier  les  mouvements  rectilignes 

1 
X  =  Vat gt^,  X  =  a  cos'u)/,    (force  qui  produirait  ce  mouvement) 

a;=  3?>"'-|-2e-'"',  X  — <-2siii/,  x  =  3t -1- 4  siii  f. 

Diagrammes . 


l£chelle  :  —  • 
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4821.  —  Composition  de  deux  mouvemenls  rectilignes  sur  une  rarme  droite.  Exemples  : 

l"  x\  =  a  cos  (ut  -I-  a),  j?2  =  6  cos  (o)t  -h  P)  ; 

2°  .z'i  =  a  ch  (lût  4-  a),  Xi=  b  ch  {od  -+-  P) . 

4822.  —  Etudier  le  mouvement  plan  d'un  point  M  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  0,  0'  du  plan  sont  données 
en  fonction  du  temps  par  les  formules 

r  =  2a  cos-  mI,  r'  =  2a  sin^  o>t. 

Trajectoire,  vitesse  sur  la  trajectoire,  accélération. 

4823.  —  Trouver  la  loi  d'un  mouvement  plan  dont  la  trajectoire  est  la  parabole  y'^  —  2p.r  =  0,  sachant  que  la  com- 
posante horizontale  de  la  vitesse  est  constante  et  égale  k  a.  Equation  du  mouvement  sur  la  trajectoire.  —  Même  problème 
quand  la  composante  verticale  de  la  vitesse  est  constante  ;  quelle  est  la  particularité  du  mouvement  dans  ce  cas  ? 

x~        u^ 
4824-  —  I  a  trajectoire  d'un  point  M  est,  en  axes  rectangulaires,  l'ellipse     ~t '^  -^^ 1  =  0    et  la  vitesse  aréolaire  du 

poinl  (par  rapport  à  l'origine)  est  constante.  —  En  déduire  la  loi  du  mouvement. 

V 
1  +  e  cos  0 


V 
4825    —  Ln  mobile  décrit  la  courbe    P  = avec  une  vitesse  aréolaire  constante.  —  Trouver  la  force  qui 


produit  le  mouvement. 

4826.  —  Mouvement  dun  point  de  vitesse  aréolaire  constante,  la  trajectoire  étant  la  courbe  d'équation 

w 

p  =  14-tg^-- 

4827.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  donné  par  les  équations 

a;  =  a  sh  (w<  -t-  a),  y  ^=  f>  ch  (hit  -+-  P). 

Trajectoire,  force  capable  de  produire  le  mouvement. 

4828.  —  On  sait  que  l'hodographe  d'un  mouvement  est  la  droite 

X  —  a  y  —  b         z  —  c 

■p       ~       q       ~      r 
Qu'en  résulte-t-il  pour  la  trajectoire? 

4829.  —  Composer  les  trois  mouvements  rectilignes  simultanés 

1 

X  ■=  Xu  -^  at,  y  =  ya-h  bt,  Z  —  Zo -h  Ct -\- —  fl- . 

Trajectoire,  force  capable  de  produire  le  mouvement. 

4830.  —  Etudier  le  mouvement  défini  par  les  équations 

X  —  aVK  y  —  hi-,  z  =cl''  +-  cl. 

Tmjectoire,  vitesse,  accélération,  force  qui  produirait  ce  mouvement. 

4831 .  —  Composer  les  trois  mouvements 

X  =^  ai -{- ht" ,  y  —  a'l  +  b'l-,  z  =  a"t-h  b"t-. 

Trajectoire,  force  capable  de  produire  le  mouvement. 

4832.  —  On  donne  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  un  point  A(a;i,  yi,  Zi)  et  un  axe  A  d'équations 

X  —  Xn    _    y  —  yo    _    Z  —  Zo 
cos  a  COS  |i  cos  f 

On  fait  tourner  le  point  X  autour  de  l'axe  A  avec  une  vitesse  angulaire  w.  Calculer  les  composantes  de  la  vitesse  du 
point  A. 

4833.  —  Equation  différentielle  des  lignes  de  force  d'un  champ  connu  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires.  —  Combien 
de  constantes  renfermeront  les  équations  des  lignes  de  force  ?  —  Comment  pourra-t-on  déterminer  complètement  une 
ligne  de  force  ? 

4834.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires  et  un  point  M  de  coordonnées  x,  y,  z  tel  que  ses  projections  sur  chacun  des 
trois  plans  de  coordonnées  aient  des  vitesses  aréolaires  constantes,  a,  b,  c  (par  rapport  à  l'origine  des  coordonnées).  — 
Montrer  que  le  point  M  se  meut  dans  un  plan  contenant  l'origine  et  qu'il  est  soumis  à  l'action  dune  force  dont  la  ligne 
d'action  passe  par  l'origine. 

4835.  —  Mouvement  rectiligne  d'un  point  attiré  par  un  centre  fixe  proportionnellement  au  carré  de  la  distance. 

4836.  —  Etudier  le  mouvement  d'un  point  M  attiré  pu  deux  centres  fixes  A  et  B  proportionnellement  a  sa  masse  et 
aux  dislances  AM,  BM. 

4837.  —  Mouvement  d'un  point  M,  attiré  par  un  centre  0  proportionnellement  à  la  distance  O.M,  et  repoussé  jiar  un 
centre  0'  proportionnellement  à  la  distance  O'M. 

4838.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  M,  repoussé  par  un  centre  fixe  0  proportionnellement  à  la  distance  OM.  Tra- 
jectoire, vitesse,  accélération.  Montrer  (|ue  tout  se  passe  comme  si  le  point  M  était  repoussé  par  une  force  unique  émanant 
d'un  autre  point  fixe  0'. 

4839.  —  Sur  une  table  horizontale  rugueuse,  on  lance  un  point  M„  de  poids  p  avec  une  vitesse  initiale  t\..  —  Etudier 
le  mouvement  ;  position  extrême  du  mobile;  au  bout  de  combien  de  temps  atteindra-t-il  cette  position  ? 

4840.  —  On  considère  un  cône  de  révolution  autour  de  ():,  aninu^  d'un  mouvement  de  rotation  uniforme  autour  de  cet 
axe.  —  Mouvement  d'un  point  pesant  M  placé  sur  le  cône.  Force  centrifi.ge  en  M.  —  Exprimer  que  la  résultante  de  la  force 
centrifuge  en  M  et  du  ])oids  de  M  est  normale  au  cône;  condition  d'équilibre  du  point  M. 

4841. —  Relation  entre  les  moments  linéaires  d'un  vecteur  AB  par  rapporta  deux  points  0  et  0'  de  l'espace. 

4842.  —  Relation  entre  les  moments  d'iui  même  système  de  vecteurs  par  rapport  à  deux  axes  parallèles. 

4843.  —  Composantes  suivant  les  axes  du  moment  d'un  vecteur  (x„,  t/o.  ro,  Xi>,  Yo,  Zo)  par  rapport  au  point  (x,  y,z). 
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4844.  —  Composantes  suivant  les  axes  du  moment  d'un  vecteur  Alî(./;,  y,  z,  \,  Y,  Z)  par  rapport  à  l'axe  A  allant  du 
point  (x\,tj^,Z\)  au  point  [x-i,  y>,  z.). 

4845.  —  On  considère  un  axe  dirigé  z'z  et  un  vecteur  AB;  définir  le  moment  du  vecteur  AB  par  rapport  à  l'axe  z'z  ; 
le  calculer  en  fonction  de  la  longueur  du  vecteur,  de  la  plus  courte  distance  du  vecteur  à  Taxe  et  du  sinus  de  l'angle  de 
leurs  directions. 

4846.  —  Formule  de  dimension  du  moment  d'un  vecteur;  formules  de  dimension  d'une  force,  d'une  vitesse,  d'une 
accélération . 

4847.  —  On  considère  un  système  d'axes  rectangulaires  O.r,  G//,  Or,  un  vecteur  V  ayant  pour  caractéristiques 
X,  Y,  Z,  L,  M,  N  et  un  vecteur  OA  de  composantes  X,,  Vi,  Zi.  Trouver  un  vecteur  BC  perpendiculaire  à  OA,  tel  que  le  sys- 
tème des  deux  vecteurs  BG  et  OA  soit  équivalent  au  vecteur  V. 

4848.  —  Étant  donné  un  système  quelconque  de  vecteurs,  quelles  sont  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  le  moment  résultant  de  ce  système  par  rapport  à  un  point  soit  indépendant  du  point  choisi  .' 

4849.  —  Condition  pour  qu'un  système  de  forces  ait  une  résultante  uidque.  —  Démontrer  que  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  est  qu'il  existe  une  infinité  de  points  en  ligne  droite  pour  lesquels  le  moment  résultant  du  système  est  nul. 

4850.  —  A  quoi  se  réduit  le  système  de  vecteurs 

X  =  2,     Y  r=  5,    Z=l,     L  =  3,    M  =  -l,    N=-l? 
Equations  delà  ligne  d'action. 

4851.  —  Equivalence  de  deux  systèmes  de  vecteurs,  —  Quand  deux  systèmes  de  vecteurs  sont  équivalents,  montrer 
qu'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  des  opérations  élémentaires. 

4852.  —  Centre  de  gravité  du  volume  d'un  hémisphère  homogène. 

4853.  —  Equilibre  d'un  corps  solide  invariable  qui  a  un  point  flxe.  —Que  deviennent 
les  conditions  d'équilibre  quand  le  point  peut  glisser  sans  frottement  le  long  d'un  axe? 

4854.  —  Conditions  d'équilibre  d'un  corps  solide  invariable  soumis  à  des  forces  déter- 
minées et  reposant  sur  un  plan  par  un  de  ses  points.  —  Expressions  analytiques  des  conditions 
d'équilibre;  cas  où  il  y  aurait  frottement  au  point  d'appui. 

4855.  —  Soient  trois  axes  rectangulaires  Ox,  0(/,  0:.  On  considère  un  corps  solide  inva- 
riable soumis  à  des  forces  données  et  reposant  sur  le  plan  zOx  en  un  point  A,  sur  le  plan 
jO(/  en  un  point  B.  Conditions  d'équilibre. 

4856.  —  Poulie  flxe  avec  frottement  en  supposant  les  cordons  rectangulaires. 

4857.  —  Dans  un  plan  vertical,  on  a  un  point  A  et  une  tige  P.B'  faisant  avec  le  plan 
horizontal  un  angle  a  ;  un  fil  de    longueur  donnée   a  une  extrémité  fixée  en  A ,  l'autre  M 

mobile  sans  frottement  sur  RB'  ;  ce  fil  supporte  une  poulie  mobile  L  soumise  à  l'action  d'une  charge  P.  Conditions  d'équilibre. 

Géométrie  et  géométrie  descriptive.  —  (M.  Arnal). 

4858.  —  Démontrer  que  dans  un  trièdre,  la  somme  des  dièdres  est  comprise  entre  deux  droits  et  six  droits. 

4859.  —  On  considère  un  plan  P,  une  droite  D  dans  ce  plan  et  deux  points  A  et  B  hors  du  plan.  Soient  .VA',  BB'  les 
perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  le  plan  P.  Trouver  sur  la  droite  D  un  point  d'où  l'on  voie  sous  le  même  angle 
les  deux  segments  AÂ',  BB'. 

4860.  —  Appuyer  sur  deux  droites  données  une  horizontale  de  longueur  donnée.  Cas  particulier  où  les  projections 
horizontales  des  deux  droites  données  sont  parallèles.  —  Même  problème  en  géométrie  cotée. 

4861.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  parallèle  à  un  plan  donné  et  rencontrant  une  droite  donnée. 

4862.  —  Mener  parallèlement  à  une  direction  donnée  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données. 

4863.  —  Par  un  point  donné  (m,  ?«'),  mener  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  de  profil  données. 

4864.  —  Intersection  de  deux  plans  donnés  par  une  droite  et  un  point. 

4865.  —  On  donne  un  plan  défini  par  la  ligne  de  terre  et  un  point  (a,  a'},  pris  dans  le  second  dièdre.  On  donne  un 
second  plan  par  sa  trace  horizontale  et  l'angle  qu'il  fait  avec  le  plan  horizontal.  —  Intersection  des  deux  plans. 

4866.  —  Trouver  dans  un  plan  P  une  droite  dont  chaque  point  soit  équidistant  des  traces  d'un  autre  plan  Q. 

4867.  —  Trouver  sur  une  droite  donnée  par  ses  deux  projections  un  point  dont  la  cote  et  Téloignement  soient  dans 

m 
un  rapport  donné 

n 

4868.  —  On  donne  une  droite  et  un  point  extérieur  ;  trouver  sur  la  droite  un  point  à  une  distance  donnée  du  point 
donné, 

4869.  —  On  donne  trois  points  par  leurs  projections  cotées  Oi,  bi,  c^.  Chercher  un  point  du  plan  de  comparaison  qui 
soit  équidistant  de  ces  trois  points. 

4870.  —  Ombre  d'une  droite  sur  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente. 

487 i.  —  Ombre  d'un  triangle  fli  62  Cs  sur  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente. 

4872.  —  On  donne  un  triangle  horizontal  abc,  a'b'c'  et  un  prisme  triangulaire  dont  la  base  est  dans  le  plan  horizontal. 
—  Ombre  portée  par  le  triangle  sur  le  prisme. 

4873.  —  Trouver  le  point  d'une  droite  de  profil  dont  le  rapport  de  la  cote  à  l'éloignement  est  égal  à 
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4874.  —  Trouver  les  points  d'une  droite  donnée  à  une  distance  5  d'un  plan,  défini  par  son  échelle  de  pente. 

4875.  —   On  donne  une   droite  graduée  et  deux   points    cotés.  Trouver  sur  la  droite  un  point  équidistant  des  deu.x 
points  donnés. 

4876.  —  On  donne  Itclielie  de  pente  d'un  plan  et  deux  points  dans  ce  plan.  Irouver  le  troisième  sommet  d'un  triangle 
équilatéral  ayant  les  points  donnés  pour  sommets,  sachant  qu'il  est  situé  dans  le  plan  donné. 

4877.  —  On  donne  la  droite  a,hi.  Mener  par  b  la  perpendiculaire  à  ab  qui  rencontre  la  droite  Cs'/„. 

4878.  — Mener  par  un  point  la  perpendiculaire  à  une  droite  donnée  (cotée). 

4879.  —  Abaisser  d'un  point  la  perpendiculaire  sur  une  droite  de  profil  donnée. 

4880.  —Angle  de  deux  droites  graduées  (a^bi  et  Corfo).  —  Bissectrices  de  leur  angle. 

4881.  —  Angle  de  deux  droites  dont  l'une  est  parallèle  au  premier  bissecteur,  et  l'autre  au  second. 

4882.  —  On  donne  un  plan  vertical  et  une  droite  graduée.  Angle  de  la  droite  et  du  plan. 

4883.  —  Trouver  les  projections  verticales   de  deux   droites  concourantes,  connaissant  leur  angle,  leurs   projections 
horizontales  et  leurs  traces  horizontales. 

4884.  —  On  donne  la  ligne  de  terre  xy  et  la  trace  horizontale  aP  d'un  plan  qui  fait  un  angle  donné  avec  xy.  Trou- 
ver la  trace  verticale  du  plan. 

4885.  —  Trouver  un  plan  Caisantle  même  angle  avec  trois  droites  données. 

4886.  —  Etant  donnés  trois   points  cotés  a,  b,  c,  mener  par  la  droite  bc   un  plan  faisant  un   angle  a  avec  le  plan  du 
triangle  abc 

4887.  —   Déterminer  un  plan  passant  par  une   droite  donnée  et  faisant  un  angle  a  avec  un  plan  donné,  parallèle  à 
la  ligne  de  terre. 

4888.  —  On  donne  les  projections  de  deux  droites  situées  dans  un  même  plan,  leurs  traces  et  l'angle  que  fait  leur 
plan  avec  le  plan  de  comparaison.  Trouver  la  cote  de  leur  point  de  rencontre. 

4889.  —  Déterminer  dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  une  droite  faisant  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal  et  qui  se 
trouve  h  une  distance  d  de  la  ligne  de  terre. 

4890.  —  Mener  dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  horizontal  et  telle 
que  le  segment  compris  entre  les  traces  du  plan  ait  une  longueur  donnée. 

4891.  —  Construire  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  faisant  avec  chacune  d'elles  un  angle  donné. 

4892.  — Faire  tourner  un  point  autour  d'un  axe  vertical,  jusqu'à  ce  que  les  projections  soient  équidistantes  de  xy. 

4893.  —  Faire  tourner  un  point  autour  d'un  axe  vertical  de  façon  à  l'amènera  une  distance  donnée  d'un  plan  donné. 

4894 .  —  Faire  tourner  une  droite  autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parallèle  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

4895.  —  Faire  tourner  un  plan  autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  un  point  donné. 


[A   suivre.) 
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1847.  —  Soit  une  droite  fixe  de  longueur  AB.  Par  un  point  M  variable  pi'is  sur  AB,  on  mène  d'un  même 
côté  de  AB  des  parallèles  à  deux  directions  fixes  AP,  BQ.  On  obtient  ainsi  les  deux  triangles  semblables  APM 
et  MQB.  Montrer  que  :  1»  le  lieu  du  milieu  PQ  est  une  ligne  droite;  2»  l'enveloppe  de  la  droite  PQ  estime 
parabole.  Constiuirc  cette  parabole  lorsque  les  triangles  APM  et  MQB  sont  équilatéranx. 

3"  Trouver  aussi  le  lieu  de  la  projection  de  M  sur  PQ. 

E.-N.   B.iviusiE.N. 

1848.  —  lin  objectif  photogiajiiiique,  dont  la  distance  locale  est  9  =  16'^'"  et  l'interstice  (distance  des  points 
nodaux)  £  =  2"'"',  donne,  d'un  objet  très  éloigné  AB,  une  image  réelle  et  renversée  A'B'  de  l"^""  de  diamètre.  On 
recule  le  verre  dépoli  à  48'='"  du  second  point  nodal  0  et  on  intercale  entre  ce  verre  dépoli  et  l'objectif,  une 
lentille  divergente  mince  C,  de  lO*""  de  distance  focale. 

A  quelle  dislance  du  point  0  doit-on  la  placer  poui-  obtenir  une  image  nette  A"B"  sur  le  verre  dépoli  ? 
Quelle  sera  la  grandeur  de  cette  in)age  '.'  Cette  image  étant  mise  en  place  sur  la  figure,  construire  les  points 
nodaux  du  système  total.  Comment  pourrait-on  vérifier  l'accord  du  résultat  obtenu  avec  l'indicalion  fournie 
par  les  formules  généiales  des  systèmes  centrés  ? 
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REVUE   DE   MATIIËMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LES  CUBIQUES  CIRCULAIRES  UNICURSALES 

par  M.  G.  Gotty.  élève  à  l'Ecole  normale  supérieure. 


Dans  le  n"  ±  (Novembre  1909)  de  la  Reoae  de  Mathématiques  spéciales,  M.  Sire  donne,  comme  con- 
séquence d'un  théorème  démontré  par  M.  Lemoyne  et  pour  la  démonstration  duquel  il  renvoie  aux  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques  (1904),  un  théorème  très  intéressant  sur  la  strophoïde.  Ce  théorème  est 
une  conséquence  immédiate  d'une  proposition  que  j'ai  démontrée  dans  la  Revue  (Août  19U8)  en 
employant  une  méthode  connue  pour  étudier  les  cubiques  circulaires  unicursales  et  qui  consiste  à  les 
regarder  comme  transformées  de  coniques  par  une  inversion,  le  pôle  d'inversion  étant  sur  la  conique. 

Pour  plus  de  clarté,  je  reprends  très  rapidement  les  quelques  considérations  qui  conduisent  au 
théorème  en  question,  tout  en  insistant  davantage  sur  l'usage  q  Ton  peut  faire  de  l'inversion  pour  déduire 
immédiatement  des  propriétés  classiques  des  couples  de  points  en  involulion  sur  une  conique,  les  pro- 
priétés moins  connues  relatives  à  des  couples  en  involulion  sur  une  cubique. 

L  — Considérons  une  conique  (l'j  et  deux  points  0  et  M  de  cette  conique.  Par  0  et  M,  il  passe 
deux  cercles  tangents  à  la  conique  en  deux  points  P  et  Q  diamétralement  opposés,  OP  et  OQ  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  parallèles  aux  asymptotes  de  (T)  menées  par  0.  Et  récipro- 
quement, menons  par  0  deux  droites  OP  et  OQ  conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  parallèles 
aux  asymptotes  de  (F)  menées  par  0,  elles  coupent  (r)  en  P  et  0  et  les  points  0,  M,  P  et  Q  sont  sur 
un  môme  cercle. 

Le  cercle  passant  par  0,  P,  Q  enveloppe  une  quartique  bicirculaire  ayant  en  0  son  point  double 
réel  (car  il  passe  par  le  point  fixe  0  et  son  centre  décrit  une  conique).  Le  cercle  se  réduisant  dans  deux 
positions  particulières  à  chacune  des  parallèles  aux  asymptotes  de  (r)  menées  par  0,  la  quartique  pré- 
cédente est  tangente  à  ces  parallèles. 

Transformant  tous  ces  théorèmes  dans  une  inversion  de  pôle  0,  nous  obtenons  les  propositions 
suivantes  : 

a)  D'un  point  m  diine  cubique  circulaire  à  point  double  0,  on  peut  mener  deux  tangentes  mp  et  mq  à 
la  cubique,  autres  que  la  tangente  au  jjoint  m. 

Soient  p  el  q  les  points  de  contact  de  ces  tangentes. 

b)  Les  droites  op,  oq  joignant  les  points  de  contact  p  et  q  des  deux  tangentes,  au  point  double  o,  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  tangentes  en  ce  point  double. 

Réciproquement ,  lorsque  deux  droites  issues  du  point  double  d'une  cubique  circulaire  unicv  'sale  sont 
conjuguées  harmoniques  par  rapport  aux  deux  tangentes  en  ce  point,  les  tangentes  aux  deux  points  où  elles 
coupent  la  cubique  concourent  en  un  point  de  la  courbe  (*). 

c)  La  corde  des  contacts  pq  enveloppe  une  conique  tangente  aux  tangenta  au  point  double  de  la 
cubique. 


C)  Les  théorèmes  6,  c,  d  de  cette  première  partie,  ainsi  que  les  théorèmes  a,  b,  c,  d  de  la  seconde  partie,  ont  étédémoD^ 
très  directement  par  M.  Lemoyne  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Maltiémaliques  de  1904. 
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d)  Le  cercle  passant  pa7'  o,  p,  q  passe  par  un  point  fixe,  que  nous  appellerons  point  principal  de  la 
cubique. 

Les  propositions  a,  b,  c  étant  projectives  s'étendent  de  suite  à  toutes  les  cubiques  unicursales. 

Parmi  les  nombreux  cas  particuliers  de  ces  théorèmes  donnant  des  résultats  intéressants  pour 
l'étude  des  cubiques  les  plus  connues,  retenons  ceux  qui  sont  relatifs  à  la  strophoïde. 

Si  la  cubique  est  une  strophoïde,  les  tangentes  au  point  double  sont  rectangulaires,  op  et  oq  sont 
également  inclinées  sur  les  tangentes.  (Ce  théorème  et  sa  réciproque  sont  classiques).  Les  deux  points 
cycliques  forment  un  des  groupes  (/?,  g).  Les  tangentes  à  la  strophoïde  en  ces  points  se  coupent  donc 
sur  la  courbe.  Or  elles  se  coupent  au  foyer  singulier  de  la  cubique.  Ce  foyer  est  donc  sur  la  strophoïde. 
La  droite  pq  enveloppe  une  parabole  (car  une  des  positions  de  pq  est  la  droite  de  l'infini)  dont  la  direc- 
trice passe  par  le  point  double. 

Trois  positions  particulières  du  cercle  opq  sont  : 

a)  le  cercle  tangent  à  la  strophoïde  aux  deux  points  cycliques  dont  le  centre  est  le   foyer  singulier  ; 

P)  les  deux  cercles  osculateurs  à  la  strophoïde  à  chacune  des  branches  au  point  double. 

Donc  : 

Théorème.  —  La  droite  joignant  les  centres  de  courbure  d'une  strophoïde  en  son  point  double  passe 
par  le  foyer  singulier. 

II.  —  Nous  donnerons  maintenant  quelques  applications  de  l'inversion  des  coniques  à  la  démons- 
tration des  propriétés  de  couples  en  involution  sur  une  cubique .  Quelques-uns  de  ces  exemples  sont  des 
théorèmes  établis  par  une  tout  autre  voie  dans  le  mémoire  de  M.  Lemoyne. 

Soient  A  et  B  deux  points  situés  sur  une  conique  (F). 

On  sait  que  si  AB  passe  par  un  point  fixe  ti,  A  et  B  varient  en  involution  sur  (r),  et  récipro- 
quement si  deux  points  varient  en  involution  sur  une  conique,  la  droite  qui  les  joint  passe  par  un  point 
fixe  a. 

On  en  conclut  relativement  aux  cubiques  ce  qui  suit  : 

a)  Les  cercles  passant  par  le  point  double  d'une  cubique  circulaire  unicursale  et  par  un  point  fixe  w  du 
plan  coupent  la  cubique  en  deux  points  a  et  h  variant  en  involution. 

b)  Il  y  a  deux  cercles  passant  par  le  point  double  cTune  cubique  circulaire  et  par  un  point  w  du  plan 
et  tangents  à  la  courbe  (les  points  doubles  de  l'involulion  sont  leurs  deux  points  de  contact). 

Réciproque  : 

c)  Si  deux  points  a  et  b  sont  en  involution  sur  une  cubique  circulaire  à  point  dotible,  les  cercles  pas- 
sant par  le  point  double  et  par  a  et  b   ont  en  commun  un  second  point  m. 

Signalons  comme  cas  particulier  de  ces  théorèmes  celui  qui  conduit  à  la  proposition  de  M.  Lemoyne, 
utilisée  par  M.  Sire  dans  sa  note.  Si  oa  et  ob  sont  également  inclinées  sur  une  sécante  quelconque  os 
passant  par  o,  a  et  6  sont  bien  en  involution  sur  la  cubique,  les  droites  isotropes  sont  homologues, 
un  couple  (a,  b)  est  formé  des  points  cycliques.  Le  cercle  (oab)  est  dans  ce  cas  le  cercle  tangent  à  la 
cubique  aux  points  I  et  .1,   il  a  comme  centre  le  foyer  singulier  de  la  courbe.  Donc  : 

d)  Si  par  le  point  double  d'une  cubique  circulaire  unicursale  on  mène  des  sécantes  oa,  ob  également 
inclinées  sur  une  droite  os  et  coupant  la  cubique  en  a  et  b  les  cercles  (oab)  ont  leurs  centres  sur  une  droite 
passant  par  le  foyer  singulier  de  la  courbe. 

Revenons  au  théorème  de  Frégier  généralisé  rappelé  au  début  du  paragraphe  précédent.  Onsaitque  : 

Les   cercles    (OAB)  enveloppent  une   quarti(|ue    bicirculaire   ayant  son   point   double  réel   en  0 

(car  ces  cercles  passent  par  0  et  leur  contre  décrit  une  conique).  Cette  quartique   bicirculaire  dégénère 

en  l'ensemble  des  droites  isotropes  passant  par  deuA  points  lorsque  la  corde  A8  reste  parallèle  à  une 
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direction  lixe,  autrement  dit  lorsque  a  esta  l'iaUni.  Dans  ce  cas,  les  points  à  Tinfini  de  la  conique  sont 
un  des  couples  (A,  B)  de  l'involution  et  on  sait  que  le  cercle  (0AI3)  passe  par  les  deux  points  fixes  0 
et  K  d'intersection  de  (r)  avec  la  droite  menée  par  0  et  ayant  sur  les  axes  de  (r)  une  inclinaison 
inverse  de  celle  de  AB. 

D'où  ce  théorème  de  Chasles  : 

Deux  points  a  et  b  variant  en  involulion  sur  une  cubique  circulaire  unicursale,  si  les  deux  points 
doubles  de  l'involution  coïncident  avec  le  point  double  de  la  cubique,  la  droite  ab  passe  par  un  point  fixe  de 
la  courbe.  Si  cette  condition  n'est   pas  remplie,  la  corde  ab  enveloppe  une  conique. 

Ce  théorème  visiblement  projectif  se  trouve  ainsi  établi  pour  toutes  les  cubiques  unicursales.  Je 
n'insisterai  pas  sur  les  innombrables  conséquences  de  ce  théorème  bien  connu  et  fondamental  dans 
l'étude  des  cubiques. 


NOTi:  SUR  L'ÉPIGYGLOIDE  A  UN  REBROUSSEMENT 
par  M.  Jean  Bing,  élève  à  l'Ecole  des  Mines. 


Soient  M  le  point  du  cercle  mobile   qui  engendre  l'épicycloïde,  I  le  point  de  contact    actuel  et 

A  la  position  initiale  de  ce  point  de  contact,  c'est-à-dire  le  point  de 
rebroussement  de  l'épicycloïde.  Nous  avons 

arc  AI  =  arc  iMI 
et,    comme    les  deux  cercles   sont  égaux,      AOI  =  IwM.      La  figure 
AOcdM  est  donc  un  trapèze  isocèle,   et  AM  est  parallèle  à  la  ligne  des 
centres. 

Soit  P  le  second  point  de  rencontre  de  la  sécante    AM    avec   le 
cercle  fixe  ;   le   triangle   OAP   est  isocèle  et  la  figure    OPMto   est  un 
parallélogramme  :  donc  PM  est  égal  à  2R  et  la  courbe  engendrée  par 
le  point  M  est  une  cardioïde  ayant  le  point  A  pour  point  de  rebrous- 
sement. 
Soit  M'  le  symétrique  de  M  par  rapport  à  la  ligne  des  centres.  Pour  une  raison  analogue  à  celle 
que  nous  venons  de  donner,     BM'  =  Ow  =  2R  ;     le  lieu  du  point  M'  est  donc  un  cercle  de  rayon  2R  et 
ayant  pour  centre  le  point  B,  symétrique  de  A  par  rapport  au  centre  0. 

Enfin  il  est  visible  que  le  cercle  de  centre  I  et  de  rayon  lA  passe  en  M.  Ce  cercle  est  normal  à 
IiM,  il  est  donc  tangent  à  la  cardioïde  et  celle-ci  est  l'enveloppe  d'un  cercle  ayant  son  centre  sur  le  cercle 
fixe  et  passant  au  point  de  rebroussement. 

N.  d.  l.  R.  —  Bien  que  toutes  ces  propriétés  soient  très  connues,  il  ne  nous  a  pas  paru  inutile  de  les 
remettre  sous  les  yeux  de  nos  lecteurs,  étant  donné  surtout  le  peu  d'espace 
occupé  par  cette  note. 

L'auteur  annonce  que  dans  le  cas  de  l'épicycloïde  à  deux  rebrousse- 
ments  le  lieu  du  point  M'  symétrique  de  M  par  rapport  à  la  ligne  des 
centres  est  une  ellipse  dont  le  petit  axe  coïncide  en  grandeur  et  position 
avec  la  ligne  des  rebroussements  et  dont  le  grand  axe  est  double  de 
celui-ci.  Cette  épicycloïde  est  l'enveloppe  du  cercle  ayant  pour  centre  le 
point  I  et  tangent  à  la  droite  des  rebroussements,  OA. 

Nous  laissons  à  nos  lecteurs  le  soin  d'établir  ces  deux  propriétés,  ce 
qui  ne  présente  aucune  difficulté. 
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1779.  —  On  considère  une  conique  C  de  centre  0  et  la  conique  K  qui  a  pour  sommets  les  rebrousse- 
ments  de  la  développée  de  G. 

i'  Soit  M  un  point  variable  de  la  conique  K  ;  sur  OM  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle  Y  qui  coupe 
les  axes  en  P  et  Q .  Enveloppe  de  PQ. 

2°  Le  cercle  T  rencontre  la  conique  K  en  trois  points  P,,  Pg,  Pa  autres  que  M.  Enveloppe  des  côtés  du 
triangle  P1P2P3. 

3°  Le  triangle  P1P2P3  est  conjugué  par  rapport  à  l'hyperbole  équilaière  conjuguée  de  celle  dont  les 
sommets  sont  les  foyers  de  la  conique  G. 

40  A  chaque  point  M  de  la  conique  K,  on  fait  correspondre  In  droite  [jl  qui  joint  les  centres  de  courbure 
en  M  aux  deux  coniques  qui  y  passent  et  qui  sont  homofocales  à  la  conique  G.  Enveloppe  des  droites   \i.. 


Soit 


a-  ij- 


réquation  ponctuelle  de  la  conique  C.  Les  coordonnées  du  point  courant  sont 

X  —  a  cos  o,  ?/  =  ^  sin  'f 

et  l'équation  tangentielle  de  la  conique, 

a^u'^  -t-  b^v-  —  ic-  =  0. 
L'équation  de  la  normale  au  point  courant  de  paramètre  ç»  est,  en  posant     a-  —  b'^  =  c-, 

a  sin  cp  ce  —  b  cos  o  ?/  —  c-  sin  tp  cos  o  =  0 . 
Celte  normale  touche  son  enveloppe  au  point  de  coordonnées 

X  =  —  cos^  o,  y  ==  —  — —  sm'  o, 

a  '  '^  b 

centre  de  courbure  de  G    au  point  de  paramètre  f. 

L'équation  ponctuelle  de  la  développée  de  G  est  d'ailleurs 

1.1  1       A  Jl 

a  ^  X  '^  -\-  b  ^  y  ^  —  c   '   =0, 

et  celle  de  la  conique  K, 

a-x-  -+-  b-y-  —  c''  =  0. 

Nous  pouvons  encore  donner  de  K  des  équations  paramétriques  qui  nous  serviront  plus  tard 

c^  c^ 

X  =   —  cos  ']/,  y  — 7-  sm  <}. 

a  '  o 

Si  'l  est  le  paramètre  d'un  point  M  de  la  conique    K,    le  cercle   décrit  sur  OM  comme   diamètre 

aura  pour  équation 

c-  '-•'- 

x^  -\-  y- cos'I^a'H —  sin  <V  V  =  0. 

^  a  b  ^ 

1"  Les  coordonnées  des  points  P  et  Q  sont  respectivement 

X  =  COS'I,  \ 

a  }  c^ 

y  =  0,  (  b 

et  l'équation  de  la  droite  PQ  est 

a  sin  >^  X  —  b  cos  ■}  //  —  c^  sin  4-  cos  (]/  =  0, 
c'est  exactement  l'équation  trouvée  de  la  normale  à  C  au  point  de  paramètre  4'- 

L'enveloppe  de  cette  droite  PQ  est  donc  la  développée  de  la  conique  C,  dont  nous  avons  ci-dessus 
donné  l'équation. 
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Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident  géométriquement,  car  les  poinis  P  et  Q  sont  les  projections  du 
point  courant  M  de  K  sur  les  axes,  et,  la  droite  PQ  étant  ainsi  définie,  c'est  un  résultat  connu  qu'elle 
enveloppe  une  projection  d'hypocycloïde  à  quatre  rebroussements,  dont  chaque  rebroussement  coïncide 
avec  un  des  sommets  de  K . 

2^  Soit 

t(x  -h  v>/  H-  10  =  0 

l'équation  d'une  droite.  Nous  voulons  qu'elle  puisse  être  regardée  comme  un  des  côtés_,  F.2P)  par  exem- 
ple, de  l'un  des  triangles  PiP2l*j,  triangles  qui  dépendent  d'un  paramètre  qu'on  peut  faire  varier  d'une 
façon  continue,  comme  le  point  M  sur  la  conique  K. 

D'après  un  théoième  connu,  les  droites  P2P3  et  MPi  sont,  en  direction,  symétriques  l'une  de  l'au- 
tre par  rapport  aux  axes  de  la  conique  K.  L'équation  de  la  droite  MPi  sera  donc  de  la  forme 

ux  —  vy  -]-  iv'  =  0. 

Dans  le  faisceau  ponctuel  de  coniques  défini  par  la  conique  K  d'une  part,  et  la  conique  constituée 
par  l'ensemble  des  deux  droites  précédemment  envisagées  d'autre  part,  doit  se  trouver  un  cercle  pas- 
sant par  l'origine.  Son  équation  sera 

a^x-  -+-  b-xj-  —  c^  +  \  (ux  -\-  vij  -h  iv)  (ux  —  vij  -+-  w')  =  0, 

X  et  ta'  devant  satisfaire  aux  relations 

a-  -t-  lu-  =  b'  —  Iv-,  t'"  —  hniv'  =  0. 

Ce  sont  ces  relations  qui  nous  importent,  et  c'est  pour  les  établir  que  nous  avons  formé  l'équation 
dti  cercle.  Mais  le  cercle  doit  avoir  pour  diamètre  OM.  Autrement  dit  OPi  doit  être  rectangulaire  sur 
MP,.  L'équation  des  rayons  projetant  les  points  M  et  P,  du  point  0  s'obtient  en  éliminant  la  variable 
d'homogénéité  entre  les  équations  de  la  conique  K  et  de  la  droite  MP,.  Cette  équation  est  ainsi 

,,  „        ,  /  ^^'  —  w(/  \^ 
a^x--i-bh/-  —  c'i -T— ^)    =  ^• 

Ecrivons  qu'elle  est  satisfaite  par  la  direction  normale  à  la  droite  MPi 

il    :^  V 

U  —  V 

On  a  alors  l'équation 

0-u-  -h  b'V'  —  cM  -, )    =  0. 


Les  relations  précédemment  trouvées  nous  donnent 


c'*  à      U^  -\-  V 


:=_:_      (U''  +  V'-). 


ïiv  IV     a^  —  b'  II' 

Portons  cette  valeur  de  w'  dans  la  dernière  équation.  Après  quelques  réductions  immédiates,  cette 

équation  se  réduit  à 

a^u-  -f-  b^v'^  —  IL-  =  0, 

c'est  l'équation  tangentielle  de  la  conique  C.  L'enveloppe  des  côtés  du  triangle  P1P2P3  est  la  conique  C. 

3°  Nous  nous  proposons  de  démontrer  que  le  triangle  P.PaPa  est  autopolaire  par  rapport  à  l'hyper- 
bole équilatère  H  dont  l'axe  transverse  est  l'axe  des  rj,  dont  le  centre  est  en  G,  dont  la  distance  des 
sommets  au  centre  est  c  (c'est  par  erreur  qu'il  a  été  dit  dans  l'énoncé  que  le  triangle  était  autopolaire 
par  rapport  à  l'hyperbole  conjuguée  de  celle  que  nous  venons  de  désigner). 

Considérons  le  triangle  P^PiPi  transformé  par  polaires  réciproques  dePjPaPspar  rapport  à  l'hyper- 
bole H.  La  direction  OP;  doit  être,  en  direction,  symétrique  delà  polaire  de  P;,  P.P^,  par  rapport  aux 
asymptotes  de  II,  qui  sont  les  bissectrices  des  axes  Oj?,  Oy.  Or  il  en  est  de  même  de  OP,  qui  est  rectangu- 
laire sur  la  direction  MPi,  qui  est  elle-même  symétrique  de  P^Ps  par  rapport  aux  axes  Ox,  Oy.  Le  point 
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Pi  est  donc  sur  OPj.  On  montre  par  des  considérations  tout  analogues  que  le  côté  P2'P3'  par  exemple 

est  parallèle  k  P2P3.  Ainsi  nous  savons  déjà  que  les  triangles  P1P2P3  et  Pi'PÔPj  sont  horaothétiques  l'un 

de  l'autre  par  rapport  au  point  0.  Or  la  polaire  P0P3  de  Pi  doit  être  tangente  à  la  conique  transformée 

par  polaires  réciproques  de  K  par  rapport  à  H,  puisque  Pi  est  un   point  de  K.  Et  cette  transformée 

c- 
par  polaires  réciproques  de  K  n'est  autre  que  la  conique  C,  puisque  les  axes  de  K  sont    —  — , 

a 

-i-  -T-    et  ceux  de  G  a  et  b.  (Nous  pouvons  devant  les  axes  mettre  le  signe  que  nous  voulons.) 

En  définitive  P2P3  et  P2P3  sont  ou  confondues  ou  symétriques  par  rapport  à  l'origine,  comme  étant 
des  droites  parallèles,  tangentes  à  la  conique  C.  Je  dis  que  l'hyperbole  II  donne  PoP;;  et  PI.Pô  confon- 
dues, alors  que  l'hyperbole  conjuguée  H'  eût  donné  P0P3  et  P2P3  symétriques  par  rapport  à  l'origine.  Il 
est  bien  évident,  en  passant  continuement  d'un  tiiangle  particulier  P1P2P3  à  l'un  quelconque  de  ces 
triangles  que  si  l'hyperbole  H  pour  le  premier  triangle  donne  P0P3  et  P2P3  confondus,  il  en  sera  de 
même  pour  le  second  triangle,  car  dans  la  variation  du  triangle  les  droites  P2P3  et  P2P3  doivent  à  cha- 
que instant  être  ou  confondues  ou  symétriques.  Il  ne  peut  y  avoir  passage  brusque  de  l'un  à  l'autre.  Con- 
fondues à  l'origine,  ces  deux  droites  resteront  confondues.  Or  il  apparaît  d'une  façon  évidente  sur  la 
figure  que  pour  le  cas  particulier  où  Pj  est  confondu  avec  M  au  sommet  de  K  situé  sur  l'axe  Oy,  P2P3 
est  du  même  côté  de  0  que  Pj,  comme  il  en  doit  être  aussi  de  P'jPô.  Nous  avons  ainsi  montré  que  le 
triangle  P1P2P3  est  autopolaire  par  rapport  à  H.  Le  symétrique  par  rapport  à  0  de  P1P2P3  est  le  trans- 
formé par  polaires  réciproques  de  ce  triangle  par  rapport  à  H',  hyperbole  conjuguée  de  H. 

Si  nous  avions  établi  celte  troisième  partie  directement  par  le  calcul  sans  nous  appuyer  sur  la 
seconde  partie,  comme  il  est  possible  de  le  faire,  alors  la  seconde  partie  serait  évidente  géométrique- 
ment. L'enveloppe  des  côtés  de  P1P2P3  nous  apparaîtrait  immédiatement  comme  transformée  par 
polaires  réciproques  par  rapport  à  H  de  laconique  K  lieu  des  points  PijPa-Ps. 

4°  Désignons  par  a  el  p  les  coordonnées  du  point  M  de  la  conique  K.  Elles  satisfont  à  la  relation 

En  ce  point  il  passe  deux  coniques  homofocales  à  G  dont  les  équations  sont  de  la  forme 

n-  —  X  II-  —  A 

et  ce  sont  celles  qui  correspondent  aux  valeurs  Xi,).,  racines  de  l'équation 

1  =  0. 


a^  —  l        ^2_x 
Les  coordonnées  des  centres  de  courbure  au  point  M  (a,  p)  de  ces  deux  coniques  sont 


c^                                                  \                           c- 
Y.  = 33,  i    Y,  = 3^ 


Soit 


ux  -i-  vy  -{-  w  =  0 
l'équation  de  la  droite  ii.  Nous  allons  exprimer  qu'elle  passe  par  les  deux  centres  de  courbure.  On  a 


ainsi  les  relations 


(i) 


{a'-\r        {b'-\y  ""   c» 
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qui,  jointes  aux  relations 

-A— +    ,T^- 1=0, 

et 

(3)  a^a'^  +  /;2^-^  _  c^  =  0 

donnent  cinq  équations  entre  lesquelles  nous  pourrons  éliminer    >,,  Xj,  a,  [i.   Nous  aurons  ainsi  l'équa- 
tion tangentielle  de  l'enveloppe  de  la  droite  [i.. 
Des  équations  (1)  on  tire 

w 

^  ^  1  1  1  1  11  11 


De  même,  des  équations  (2),  on  tire 

f ^2 ^  _j 

(5)  1  I         ~        /       1  1       \    "         1  1  1  i       ' 


b- —Il         b^—'k-i  \  (i^  —  Xi         «"  —  ^^2/  a'-  —  l,    b^  —  /,  a-  —  À.,     /j-  — À, 

ce  qui  permet  de  simplifier  la  ligne  (4),  qui  devient 

w 

î  1     ~     î  ï     ~     ï       r         i       ï     ' 


6'  —  Xj  b-  —  X^  a-  —  >i  a^  —  X,  a-  —  Aj    b-  —  \         «^  —  X,    b-  —  Àj 

ou  encore 

w 

ut.  —  V^  c^ 

262  _  s  ^  2a2  —  S  ^'  2a262  _  (^2  +  ô'-jS  ^  2P  ' 


(/,2  _  X.)(6^  -X,)  («2  -  ).,)(a-  —  X,)         (a-  —  X,)(a2  —  X,)(/>^  —  X,)(62  —  X, 

en  posant  S  =  X,  h-  Xj,  P  —  XjXo. 

D'autre  part,  la  ligne  (5)  pouvait  encore  s'écrire 

O^ _     ^2 _       1 

(a2  _  Xi)(a2  _  X,)    ~    —  (62  _  Xi){b^  —  X,)    ~    c"  * 

Finalement  les  équations  (4)  deviennent 

a  (W  —  S)    _    P(2a^— S)  _  20^62  —  (a^  +  b^)?>  +  2P 
MU  ?<; 

D'autre  part,  on  trouve  facilement 

S  =  a'--^b^  —  {a^^  p2)^  p  ^  ^2^2  _  ^2^2  _  a2j32, 
d'où  les  relations 

a(a2-4-^2_c2)  ji(a2  _|_  ^2  _^  ,.2)  c' —  (a'- ^  b^){%'- -h  P^) 


u  V  ir 

Il  reste  à  éliminer  a  et  fi  entre  ces  deux  dernières  équations  et  l'équation  (3). 
Ces  deux  dernières  peuvent  encore  être  mises  sous  la  forme 

U  V  —  IC 

En  faisant  cette  élimination  on  trouverait  comme  enveloppe  la  conique  C.  Mais  les  calculs  sont  longs 
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et  pénibles.  Nous  allons  seulement  vériiier  que  la  droite  est  bien  tangente  à  cette   conique,  c'est-à-dire 
que  l'on  a  E  =  a^u^  +  6V  _  /c^  =  0. 

Formons  cette  expression.  Nous  obtiendrons 

et  par  quelques  réductions  évidentes  on  trouve  bien    E  ^  0. 

L'enveloppe  des  droites  |jl  est  la  conique  C.  Z. 

Solutions  satisfaisantes  :  MM.  A.  Hoosseau,  à  Landrecies  ;  G.  Lach,  à  Denain. 


1780.  —  On  sait  que  le  lieu  des  projections  d'un  point  A  sur  les  génératrices  d'un  cijlindroïde 

2kxy  Â(X2-  Y^) 

z  =  — - — ^»  ou  z  =  -, 

x^-^xf-  X-  +  Y2 

est  une  courbe  plane  dont  le  plan  P  passe  par  une  génératrice  G  du  cylindroïde  {une  conique).   L'abscisse 

et  l'ordonnée  du  point  A  étant  x^  et  tj^  (sa  cote  est  indifférente),  la  génératrice  G  est  celle  qui  correspond 

à     —  = ^5     et  le  point  de  contact  B  du  plan  P  avec  la  surface  est  la  projection  du  point  A  sur  cette 

X  X  i 

génératrice. 

Si  le  point  A  se  déplace  sur  un  cylindie  d'axe  Os  {ou  simplement  sur  une  section  droite  d'un  tel 
cylindre),  les  axes  X'OX  et  Y'OY,  qui  sont  les  bissectrices  des  axes  primitifs  x'Ox  et  y'Oj/,  interceptent 
sur  la  droite  ab,  projection  de  .AB,  une  longueur  constante  2a,  a  étant  le  rayon  du  cylindre;  le  lieu  du 
point  B  est  l'intersection  du  cylindroïde  et  d'une  quadrique  de  révolution  :  examiner  les  projections  de  cette 
courbe  sur  les  plans  \0Y,  zO\,  zOX  ;  montrer  que  le  plan  de  l'infini  est  doublement  osculateur  à  la 
courbe. 


Le  cylindroïde  qui  a  pour  équation 


2l<xy 


X'  -h  y' 
admet  pour  plan  directeur  le  plan  des  xy,  que  nous  appellerons  plan  horizontal,  et  toutes  ses  génératri- 
ces s'appuient  sur  l'axe  0-  qui  est  lui-même  une  génératrice  double. 
y  restant  fixe,  l'équation  montre  qu'à  deux  valeurs  de  x  opposées 
correspondent  deux  valeurs  opposées  de  z:  à  tout  point  M  du  cylin- 
droïde correspond  un  point  N  symétrique  par  rapport  à  Oy,  ef, 
puisque  x  et  j/  jouent  dans  l'équation  des  rôles  analogues,  un 
point  P  symétrique  par  rapport  à  Ox-.  L'axe  des  s  est  aussi,  comme 
on  le  voit  facilement,  un  axe  de  symétrie  de  la  surface. 
^  Les  plans  bissecteurs  zO\  et  sOY  du  dièdre  J0:y  sont  plans 

de  symétrie  de  la  surface,  puisque  le  changement  de  x  en  y  et  de 
?/  en  X  n'altère  pas  son  équation.  Une  rotation  de  45"  autour  de  0: 
amène  le  plan  :0x  sur  :0X,  zOy  sur  :0Y.  et  l'équation  de  la 
surface  devient 

Tout  plan  parallèle  au  plan  horizontal  coupe  la  surface  suivant  deux  génératrices  qui  se  rencon- 
trent sur  la  verticale  0:  et  dont  le  couple  a  pour  équations 

:  =  h,  h{x'-  -f-  y^)  —  2kxy  =  0, 

Il  étant  la  cote  du  plan  envisagé. 

Ces  génératrices,  symétriques  par  rapport  à  zO.r  et  :Oi/,sont  réelles  tant  que  h  reste  compris  entre 
"—  /(  et  -H  k.     Lorsque  h  prend  la  valeur    —  k,     elles  viennent  se  confondre  avec  une  parallèle  à  OY  : 
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pour  la  valeur     -h  A-     elles  S(jiil  conioiidues  avec  une  parallèle  à  OX.   Pour 

toutes  les  autres  valeurs  de  k,  elles  sont  ima- 

gioaires. 

Les    plans    projetant  le    point   A    sur  les 

génératrices  de  la  surl'ace  sont  tous  verticaux  : 

ils   forment  un  faisceau  tournant  autour  de  la 

verticale  du  point  a.  La  cote  de  A  est  donc  in- 

ditîérente. 
Quand  le  plan  horizontal     z  =  h     engendre  la  surface,  les  points  m  et 
m  projections  horizontales  des  points  M  et  M'  du  lieu,  décrivent  le  cercle 
de  diamètre  Oa.  Le  lieu  est  donc  l'intersection  du  cylindre  à   axe  vertical 
X-  -\-  y-  —  XiX  —  yiy  =  0     avec  la  surface. 

L'intersection  de  ces  deux  surfaces  est  une  courbe  du  sixième  ordre  ;  mais  il  est  facile  de  voir  que 
cette  courbe  se  décompose  :  0:,  génératrice  double  du  cylindroide,  compte  pour  deux  génératrices  d'in- 
tersection. Le  plan  de  l'inlini     /  =  0     coupe  les  deux  surfaces  suivant  la  même  conique 


t.  =  0,     X-  -+-  y^ 


0. 


La  partie  restante  de  l'intersection  est  donc  une  conique.  Le  lieu  des  points  M  et  M'  est  une  coni- 
que. Cette  conique  située  sur  un  cylindre  circulaire  est  une  ellipse. 

Le  plan  de  cette  courbe  est  facile  à  déterminer.  Le  point  le  plus  haut  est  en  effet  donné  par  la  géné- 
ratrice de  cote  maximum^,  qui,  comme  on  l'a  vu,  est  parallèle  à  OX,  Le 
point  le  plus  bas  est  donné  par  la  génératrice  parallèle  à  OY.  En  ces  deux 
points  de  la  conique  la  tangente  est  horizontale  :  d'autre  part  sa  projection 
horizontale  qui  lui  est  parallèle  est  tangente  au  cercle,  d'où  la  construction 
de  la  direction  des  horizontales  du  plan. 

Du  point  a  on  abaisse  dans  le  plan  horizontal 
des  perpendiculaires  aux  bissectrices  de  l'angle  des 
axes  ;  on  obtient  ainsi  les  projections  H  et  1  du 
point  le  plus  haut  et  du  point  le  plus  bas  de  l'el- 
lipse. La  direction  des  horizontales  est  perpendiculaire  à  la  diagonale  HI  du 
rectangle  ainsi  déterminé,  qui  n'est  autre  que  la  projection  du  grand  axe  de 
l'ellipse. 

Le  plan  de  l'ellipse  coupe  en  outre  la  surface  suivant  une  génératrice  qui,  étant  une  horizontale  du 

plan  et  devant  rencontrer  l'axe  des  :,  s'obtient  de  la  façon  sui- 
vante :  on  prend  le  point  d'intersection  du  plan  et  de  la  verticale 
Oz,  et  l'on  y  fait  passer  l'horizontale  correspondante.  Cette  géné- 
ratrice coupe  l'ellipse  en  deux  points  :  l'un  est  situé  sur  l'axe  Or, 
l'autre,  B,  a  pour  projection  le  point  b  de  rencontre  du  cercle 
avec  la  parallèle  à  HI  menée  par  a:  le  point  B  est  en  effet  le  point 
du  lieu  correspondant  à  la  génératrice  parallèle  aux  horizontales 
du  plan.  En  tout  point  de  la  génératrice  RB  il  y  a  un  plan  tangent 
à  la  surface,  à  l'exception  du  point  R,  point  de  la  génératrice 
double  où  la  surface  admet  deux  plans  tangents  :  l'un  est  déter- 
miné par  RB  et  O2,  l'autre  par  0-  et  la  tangente  à  l'ellipse  au 
point  R,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  0:  et  la  seconde  géné- 
ratrice passant  par  R. 

Au  point  B,  le  plan  tangent  défini  par  RB  et  la  tangente  à  l'el- 
lipse, n'est  autre  que  le  plan  deTellipse. 
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Il  serait  facile  de  vérifier  que  la  projection  Ob  de  RB  est  symétrique  de  Oa  par  rapport  aux  axes 
a  ^  45  —  ^,  a'  =  90  —  0  =  90  —  (45  ^  ii  =  x. 

Si  le  point  A  se  déplace  sur  un  cylindre  d'axe  Oz,  de  rayon  a,  sa  projection  a  décrit  dans  le  plan  xOi/  un 
cercle  de  rayon  Oa  =  a.  La  droite  ^/6,  projection  de  AB,  hypoténuse  du  triangle  rectangle  OLM,  a 
une  longueur  LM  égale  au  double  de  la  médiane  Oa,  c'est-à-dire  à  2a  ;  elle  enveloppe  une  hypocycloïde 
à  quatre  rebroussements  dont  les  axes  sont  OX  et  OY. 

Le  lieu  du  point  B  de  l'espace  se  projette  sur  le  plan  horizontal  suivant  une  courbe  qui  est  la  podaire 
de  l'hypocycloïde  par  rapport  à  son  centre  0.  Cette  courbe  a  évidemment  pour  équation  en  coordon- 
nées polaires  p  =  a  cos  2  a.  Les  symétries  rendent  sa  construction  très  facile;  c'est  une  rosace  à 
quatre  branches. 

Son  équation  cartésienne,  que  l'on  obtient  immédiatement  est     [x-  -\-  y^f  =  a^x-  —  y'^f. 
Envisageons  le  plan  vertical  0^,  qui  contient  le  point  B  dont  nous  étudions  le  lieu;  le   point    B   a 

pour  abscisse  dans  ce   plan  06  dont  la  longueur   est  a  cos  2a. 
Cherchons  la  cote  de  B,   et  pour  cela  prenons  comme   plan  verti- 
cal de  projection  le  plan  de  trace  IH. 
bh'  _    Cb 
11'   ~  "cT 


ou 


^B'  =  k 


a 
— -  sin  2x 

2 

a 


=  /•:  sin  2a. 


Le  point  B  qui  a  pour  abscisse 

et  pour  cote   a  cos  2a  et  A- sin  2a  est  dans  le  plan  envisagé  sur 

x'^        z- 
une  ellipse   qui   a   pour  équation       —  -r-  -jr  =  1.     Le  lieu  du 

point  B  est  donc  l'intersection  du  cylindroïde  avec  l'ellipsoïde  de  révolution  ainsi  déûni,  qui  a  pour 
équation  k-{x^  -h  y-')  =  a-{k^  —  z-). 

On  obtient  facilement  l'équation  de  cette  quadrique  en  combinant  l'équation  du  cylindroïde  et  celle 
du  cylindre  projetant  la  rosace,  ce  qui  constitue  une  vérification. 

Si  l'on  prend  comme  nouveaux  plans  de  coordonnées  les  plans  ::0Y  et  :0\.,  l'équation  de  l'ellip- 
soïde ne  change  pas.  Celle  du  cylindroïde  devient 

x"-  -+-  ?/2 

L'équation  de  la  projection  du  lieu  sur  le  plan  ;0X  s'obtient  en  éliminant  y-  entre  les  deux  équa- 
tions .  _  '<^  -  y') 


De  la  seconde  on  tire 


/t2(a?2 -+- y2)  =  a'[k'-—-J). 


k'' 


En  portant  dans  la  première  on  a  l'équation  du  lieu 

k  [2/t«x2  —  a"  (k^ 


i^)] 


ou 


+a 


«2   [^2   _  22] 

aU^-^  ky  (2  —  k)  -^  2A^x2  =  0. 
Cette  équation  représente  une  cubique  admettant  Oz  comme  axe  de  symétrie.  Cette  courbe  coupe 

l'axe  des  x  aux  points     —y—  et —,         et  l'axe  des  z  aux  points    z  =  k    et    :=—/,-.     Ce  dernier 


a 


est  un  point  double  ;  les  tangentes  en  ce  point,  que  Ton  obtient  facilement  en  y  transportant  l'origine  des 
coordonnées,  ont  pour  pentes      —     et • 
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F.a  partie  de  celle  cuhiciue  qui  représente  la  projection  de  rintersection  de  l'ellipsoïde  et  du  cylin- 

droïde    a  seule   été  conservée  sur 
cette  figure. 

La  projection  de  la  courbe  sur 
le  plan  zOY  est,  d'après  les  remar- 
ques du  début,  symétrique  de  la  pré- 
cédente par  rapport  à  Ox;  elle  est 
indiquée  sur  cette  figure  en  pers- 
pective. 

Cette  courbe,  lieu  du  point  B,  étant  l'intersection  de 
surfaces  de  deuxième  et  de  troisième  ordre,  est  coupée  par 
tout  plan  en  six  points. 

Cherchons  ses  points  d'intersection  avec  le  plan  de  l'in- 
fini, et  pour  cela  coupons  les  deux  surfaces  dont  elle  est 
l'intersection  par  ce  plan. 

Le  cylindroïde  est  coupé  par  le  plan  de  l'infini  suivant 
'  -^t/  =  0;  t  =  0,  ^  =  0  ; 

f  =  0,  k' {x'- ^  if)  ^  aH-'  =  0 . 

On  obtient  évidemment  les  points  d'intersection  du  plan  de  l'infini  et  de  la  courbe  en    prenant 
l'intersection  de  cette  conique  et  de  ces  trois  droites  du  plan  de  l'infini. 

Mais  les  équations  de  laconique  montrent  qu'elle  est  tangente  au  couple  /  =  0,  x- -\-  y^  =  0  en 
ses  points  de  rencontre  avec  la  droite  /  =  0,  2  =  0.  Sur  les  six  points  d'intersection,  trois  sont 
confondus  avec  1  et  trois  avec  2.  Le  plan  de  l'infini  est  donc  doublement  osculateur  à  la  courbe,  aux 
points  1  et  2. 


les  trois  droites 


0, 


l'ellipsoïde,  suivant  la  conique 


Richard  TREMBLOT. 


Bonnes  solutions  de  MM.  Louis  Sire;  M.  Amblard,  à  Ruines;  A.  Rousseau;  R.  Sasportes. 
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1759 .  —  Par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy  de  la  feuille    {qui  ne    seront  pas  passés    à  l'encre),    les  points  p,  p'  et 
s,  s'  sont  définis  parle  croquis  ci-joint. 

On  considère  le  conoïde  droit  à  plan  directeur  horizontal  ayant  :  1°  pour  directrice 
rectiligne  la  verticale  du  point  s,  s'  ;  2' pour  noyau  la  sphère  (S)  de  centre  p,  p'  ayant 
un  rayon  de  6  centimètres. 

Ce  conoide  étant  limité  d'une  part  à  cette  directrice  rectiligne,  de  l'autre  à  ce  noyau 
sphérique  {supposé  enlevé),  on  en  retire  toute  la  partie  intérieure  au  cône  de  sommet  s,  s' 
circonscrit  à  la  sphère  (S). 

On  demande  de  représenter  la  partie  restante  de  ce  conoide. 

Les  lignes  de  contour  seront  dessinées  en  noir  {trait  plein  pour  les  parties  vues, 
ponctué  pour  les  parties  cachées),  les  lignes  de  construction  en  rouge. 

Oïl  indiquera  la  construction  d'un  point  courant  et  de  la  tangente  en  ce  point  pour 
la  ligne  d'intersection  du  cône  et  du  conoïde. 

(Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  places  réservées  aux  conducteurs,  concours  de  '908.) 

Le  contour  apparent  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  s'obtient  en  menant  par  chaque  projection  du  sommet 
les  tangentes  au  grand  cercle  de  contour  apparent  correspondant  de  la  sphère. 

Le  conoïde  a  pour  contourapparent  vertical  les  trois  droites  s'a',  verticale  sur  laquelle  glisse  la  génératrice, 
et  s'a',  a'a'  tangentes  horizontales  au  grand  cercle  contour  apparent  de  la  sphère  ;  son  contour  apparent  hori- 
zontal est  le  même  que  celui  du  cône  puisque  les  plans  tangents  verticaux  sont  communs  aux  deux 
surfaces. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  la  courbe  de  contact  de  la  sphère  et  du  conoïde  puisqu'on  demande  seulement 
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de  représenter  la  portion    du  solide  extérieure   au  cône   circonscrit  à    la  sphère;   ce  solide  sera  limité  par  la 
courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  et  ce  qui  subsistera  du  contour  apparent  du  conoïde. 

Intersection  des  deux  solides.  —  Nous  couperons  le  cône  et  le  conoïde  par  des  plans  verticaux  pivotant 
autour  de  5,  <y's'  :  ces  plans  coupent  chaque  surface  suivant  des  génératrices  dont  les  points  d'intersection  donnent 
dans  chaque  plan  auxiliaire  quatrepoints  d'intersection.  Pour  obtenir  facilenaent  les  génératrices  du  cône  nous 
donnerons  à  celui-ci  une  base  plane,  la  courbe  d'intersection  de  sa  surface  par  le  cylindre  vertical  circonscrit  à 
la  même  sphère;  cette  base  se  projette  horizontalement  suivant  le  grand  cercle  horizontal  de  la  sphère,  et 
verticalement  suivant  la  droite  b'c',  puisque  le  cône  et  le  cylindre  admettent  tous  deux  pour  plan  de  symétrie 
le  plan  de  front  du  centre  de  la  sphère. 

Un  plan  vertical  auxiliaire  SD  coupera  le  cône  suivant  les  génératrices  soi,  s'o[  et  soo,  s'o',,  et  le  conoïde 
suivant  deux  génératrices  horizontales  qui  sont  les  tangentes  aux  deux  parallèles  de  la  sphère  dont  les  projections 
touchent  la  droite  sr?  et  dont  nous  avons  immédiatement  le  rayon  pf  ;  les  projections  verticales  de  ces  parallèles 
se  confondent  avec  les  projections  des  génératrices  du  conoïde  et  coupent  les  deux  génératrices  du  cône  aux 
points  m',,  p'i  et  d'  et  p'>  qu'il  suflit  de  rappeler  en  projection  horizontale  sur  la  droite  sd  pour  avoir  quatre 
points  de  la  courbe.  Comme  l'énoncésuppose  le  conoïde  limité  à  son  contact  avec  la  sphère,  les  points  //îi  et  d  qui 
se  trouvent  au  delà  du  point  de  contact  de  la  génératrice  du  conoïde  avec  la  parallèle  ne  seront  pas  conservés, 
et  nous  gardons  seulement  les  points  pi,  p[  et  p2,  p'-i- 

En  répétant  cette  construction,  on  a  autant  de  points  de  la  courbe  que  l'on  veut.  Nous  remarquerons  que 
cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  au  plan  de  front  qui  passe  par  l'axe  du  conoïde  et  le  centre  de  la  sphère, 
puisque  c'est  un  plan  de  symétrie  pour  les  deux  surfaces  ;  la  projection  verticale  correspondra  donc  à  deux  bran- 
ches  de  la  projection  horizontale  symétriques  par  rapport  a  -ps. 

Le  plan  vertical  SG  coupant  chacune  des  surfaces  suivant  deux  génératrices  confondues  donnera  un  point 
double  g,  g'  sur  la  courbe  d'intersection,  et  le  plan  vertical  SP  donnera  sur  le  conoïde  la  génératrice  la  plus 
basse  et  la  plus  haute,  le  long  desquelles  le  plan  tangent  à  la  surface  est  horizontal  ;  d'ailleurs  les  plans  tangents 
au  cône  le  long  des  génératrices  situées  dans  ce  plan  de  symétrie  sont  de  bout  :  ils  couperont  donc  les  précédents 
suivant  des  droites  de  bout  en  sorte  que  la  tangente  aux  points  correspondants  de  l'intersection  sera  une  droite 
de  bout,  telle  que  kh'. 

La  tangente  en  un  point  courant  de  la  section  s'obtiendra  en  prenant  l'intersection  des  deux  plans  tangents 
en  ce  point  à  chaque  surface.  Au  point  pi,  p'^  par  exemple  nous  avons  le  plan  tangent  au  cône  on  prenant  la 
trace  de  la  génératrice  sp^,  s'/;ô  sur  le  plan  de  base,  soit  §2,  et  en  menant  en  ce  point  la  tangente  à  la  base  ; 
elle  se  projette  horizontalement  suivant  la  tangente  au  cercle  Sst  et  verticalement  sur  b'c'.  La  trace  du  plan 
tangent  sur  le  planéquateur  de  la  sphère  est  donc  la  droite  ht,  «',p'.  Le  plan  tangent  au  conoïde  passe  par  la 
génératrice  horizontale  spo,  s'.^pl  de  cette  surface  ;  on  connaît  donc  la  direction  sp^  de  sa  trace  sur  le  plan  de 
l'équateur  et  il  suffit  d'en  trouver  un  point  pour  la  construire.  Or  si  on  coupe  le  conoïde  par  un  plan  normal 
à  la  génératrice  au  point  considéré,  on  sait  que  la  tangente  à  la  section  en  ce  point  perce  le  plan  de  l'équateur  de 
la  sphère  en  un  point  dont  la  distance  à  la  projection  horizontale  de  la  génératrice  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance du  point  de  contact  à  l'axe  du  conoïde  lorsque  ce  point  se  déplace  sur  la  même  génératrice.  .Mais  nous 
connaissons  la  trace  de  la  tangente  à  la  section  par  le  plan  normal  au  point  où  la  génératrice  touche  la  sphère, 
puisque  c'est  la  tangente  au  méridien  de  la  sphère  qui  passe  par  ce  point.  Il  est  donc  facile  d'en  déduire  le 
point  cherché.  A  cet  effet  nous  avons  construit  la  trace  qv  du  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  f,  puis,  ayant 
joint  fv,  nous  lui  avons  mené  une  parallèle  par  le  point  pi  ;  cette  parallèle  a  coupé  sv  en  un  point  par  on  nous 
avons  mené  une  parallèle  à  vq.  On  aurait  pu  aussi  remarquer  que  ce  point  est  sur  la  droite  qui  joint  s  à  la  trace 
de  la  tangente  au  méridien  perpendiculaire ii  sp^^C).  Cette  parallèle  est  la  trace  du  plan  tangent  en  p'>  au  conoïde  ; 
elle  coupe  la  droite  t't  en  un  point  0  que  nous  avons  joint  au  point  p-2.  ce  qui  nous  a  donné  la  tangente 
cherchée. 

i,a  courbe  d'intersection  ayant  été  complètement  construite,  le  solide  qui  reste  est  limité  par  une  portion 
(le  surface  conique  concave  sur  laquelle  la  génératrice  s'k  seule  subsiste  au  contour  apparent  vertical  et  est 
cachée,  puis  par  la  surface  du  conoïde  limitée  à  l'axe  et  à  la  courbe  d'intersection  qui  est  entièrement  vue  sur 


(')  Considérons  le  conoïde  déûni  par  les  équations    a;  =  o  cos  lo,    ?/  =  p  sin  o),     :  =  f(iù). 

Si  p  reste  constant,  le  point  (.r,  y.  z)  décrit  sur  la  siirtace  une  traiectoire  ortliogonale  aux  génératrices,  tangente  en  ce 
point  à  la  section  de  la  surface  par  "le  plan  normal  à  la  génératrice  qui  y  passe.  La  tangente  à  cette  section  a  donc  pour 
équations 

X  =  p  cos  w  —  Âcp  sin  10,  Y  =  p  sin  w  -+-  frp  cos  w,  Z  =  ^(w)  -f-  kf{<j>). 

fM 
Pour  une  valeur  donnée  de  w  le  point  T  de  cote  nulle  correspond  h    k  =  —  77—.    et  par  suite  on  a 

/  (^) 
X  =  ap,  Y  =  .3p 

où  a  et  p  sont  fonctions  de  u  seulement.  Le  point  T  décrit  donc  une  droite  qui  rencontre  Os. 


Echelle  :  —  ■ 
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chaque  projection.  La  génératrice  horizontale  la  plus  basse  limite  le  contour  apparent  vertical   et  subsiste  jus- 
qu'au point  h' . 

Très  boniip  ('pure  (le  M.  P.  Sai.i.khon,  à  Alhi. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1849.  —  On  considère  le  déterminant 


D  = 


ail     <^i2 
(X21     0,22 


C-in 
«2n 


«Hl 


et  on  suppose  que  ses  éléments  satisfont  aux  diverses  relations 


(iT^J) 


A  =  J  /.  =  ) 

les  nombres  i  et  j  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  entières  de  i  h  n. 
1°  Démontrer  que  l'on  a  dans  ces  conditions 

71  II 

(2)  ^a%=l,  ^a,,a„  =  0. 

2"  Démontrer  que  D  est  égal  à  d=  1  et  que  chaque  élément  de  D  est  égal  au  mineur    correspondant  mul- 
tiplié par  -Jz  i  . 

3"  On  considère  l'équation 

(tu  — ^  s     rti2  ...     ai„ 

«21  a>>  —  S     ...     «2,1 


A(S) 


=r  0; 


a„]       Cn»  -  S 

démontrer  «lue  cette  équation  est  réciproque. 

Quand  admet-elle  sûrement  les  racines    -f- 1  ou  —  t  ? 
y  .1.   H.\Ar. . 

1850.    —  On  considère  deux  axes  rectangulaires,  Oa;  et  Oy,  et  un  point 

^  M,    dont  les  coordonnées   sont    x,y   ou   to,p.  On  abaisse    de    ce     point    les 

perpendiculaires  MP,  MQ  sur  Ox  et  Oy  ;  puis  PP',  QQ'  sur  OM;  parles  points 

P'  et   Q',    on   mène  des  parallèles   aux  axes,  qui  se  coupent  en  [jl,  [jl'. 

1°  Etudier,   pour  chaque  point  (ji,  [i.',  la  transformation  ainsi  définie,   en 

P      -^        coordonnées  polaires  et  en  coordonnées  rectangulaires. 

2°  Quels  sont  les  lieux  de  ces  points  quand  M  décrit  une  droite,  un  cercle 

concentrique  à  l'origine,  un  cercle  ayant  son  centre  sur0.v  et  passant  en  0,  etc. 

Louis  SiRK,  à  Lvon. 
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1781.  —  L'pfjuaiion  du  d''  degré. 

x^ax'^  -{-{x  —  ay]  —  [x  —  aV'  =  0 

se  réduit  mi  ô'df-jré.  Montrer  (qu'elle  a  pour  racine  .r  =  —    el  que  les  quatre  outres  racinrs  sont  imoijinaires. 

Si  on  divise  le  premier  membre  do  cette  équation  par  .r\  si  on  y  ajoute  et  si  on  en  retranche  l'unité, 
cette  équation  devient,  après  changement  des  signes. 
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Posant =  X,  on  a 

X 

X«  — X-^  +X-1  =  'X  —  1)  IX^'IX'Î^-X  H-  1)-+-  IJ  =  0. 
La  racine  X  =  1,  qui  donne  une  racine  inlinie  de  l'équation  du  sixième  degré  en   / ,  correspond  à 
la  disparition  du  coefficient  du  terme  en  x*  dans  cette  équation  du  sixième  degré. 
Après  suppression  du  facteur  X  —  l,  il  reste 

X''(X-^  |)-+-X3^  1  =(X  +  1)(X^  +  X^  — X4-  l)  =  (X^-i)  I  X' 


x-^ 


:{ 


Sous  cette  dernière  forme,  on  voit  que  l'équation  primitive  n'admet  que  la  racine  ^  =  -j  ^^li  cor- 

V  1\'         3 

1     .    .      v/3 


respond  k  X 


1.  Le  second  facteur  du  second  membre  delà  dernière  identité,  X* 


se  compose  de  trois  termes  qui  sont  respectivement  les  carrés  de  X-,  de  X  —  —  et  de    — 

En  égalant  ce  second  facteur  à  zéro,  on  a  donc  une  équation  qui  a  ses  quatre  racines  imaginaires. 
A  ces  quatre  racines  imaginaires  de  la  transformée,  correspondent  évidemment  quatre  racines  imagi- 
naires de  la  proposée. 

En  revenant  à  la  notation  primitive  en  x,  on  peut  mettre  la  proposée  sous  la  forme 
(2.X'  —  a)  U[x  —  a)^+  x'-'(.r  —  ^aY  H-  3i'*]  =  0,  sous  laquelle  il  apparaît  immédiatement  que  les  racines 
de  l'équation  du  quatrième  degré,  dont  les  trois  termes  du  premier  membre  sont  les  carrés  respective- 
ment de  2(.r  —  a)2,  de  lix  —  2a)  et  de  v/3j:.2,  sont  imaginaires. 

Donc  le  problème  proposé  revient  à  la  vérification,  qui  est  immédiate,  de  l'identité  suivante  : 

x'[ax'-^{x  -  af]  —  [x  —  aj''  _  —  {%v  —  a)  [4(j;  —  a)*  +  ^K-i^  —  "Y  +  -^^'  \  =^  0. 

Camille  MASSING,  à  Puttelange. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  H.  Javois,  à  Nantes  :  A.  Darmon  ;  G.  Lacii,  à  Deiiain  ;  R.  Manen,  à  Albi  ;  A,  Rousseai.  a  Laii- 
drecies  ;  SL.  Richard,  lycée  de  Saint-Ktienne  ;  G.  Foucrv,  à  Roanne. 


GÉOMhÎTRIE  ANALYTIQUE 


1785.  —  On  connaît  la  base  BG  d'un  triangle  ABC,  en  grandeur  et  en  position  ;  on  sait  en  outre  que 
l'une  des  bissectrices  de  l'angle  A,  limitée  au  côté  BG,  AD^  satisfait  à  la  relation 

AD.BG  =  ABAC. 
Trouver  le  lieu  du  sommet  A  et  l'enveloppe  de  la  bissectrice  AD. 

Supposons  d'abord  que  AD  soit  bissectrice  intérieure  du  triangle  ABC,  et  désignons  par  E  le  point 
où  cette  droite  rencontre  le  cercle  circonscrit  au  triangle.  Le  point  E  est 
le  milieu  de  l'arc  BG,  les  deux  triangles  ADG  et  ABE  sont  semblables  et 

donnent 

AB.AG  =  AD.AE. 

Gomme  on  a  par  hypothèse 

AB.AG  =  AD.BG, 

on  en  conclut  que     AE  =  BG  ;     par  suite,  la  figure  ABEG  est  un  trapèze 

isocèle  dont  les  bases  sont  CE  et  AB,  et  si  l'on  désigne  par  2?  l'angle  A, 

on  a     CBA  =  «f     et    xCX  =  3^. 

En  prenant  pour  axes  BC  et  la  perpendiculaire  élevée  en  son  milieu  0, 
et  en  posant     BG  =  2a,     les  équations  des  droites  AB  et  AC  sont  alors 
(1)  î/  =  (a?  H-  a)  tg  cp,  ij  =  {x  —  a)  tg  So, 

Fig.  1.  et  on  aura  le  lieu  du  point  A  en  éliminant  o  entre  ces  deux  équations. 
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Si  nous  considérons  mainlenaut   la  bissectrice  extérieure  AD',  qui  rencontre  le  cercle  circonscrit 
au  point  E',  les  tiiangles  semblables  AD'C  et  ABE'  nous  donnent  encore 

AB.AC  =  AD'.AE', 
et  nous  voyons  que     AE'  =:  BC. 

Par  suite  ACBE'  est  un  trapèze  isocèle  dont  les  bases  sont  AC  et  BE',  et  en  désignant  l'angle  A 

par     -  —  "^'r,      on  a  ACr  =  o  et  CBA  =  3ç  —  -. 

Les  équations  des  droites  AB  et  AC  sont  alors 

(2)  ?/  =  (.r  -^  a)  tg  3  ç,  y  =  (x  —  a)  tg  o, 

et  le  lieu  du    point    A  s'obtient   en   éliminant    o    entre  ces    deux 
équations. 

Remarquons  que  les  équations  (2)  se  déduisent  des  équations 
{{)  en  changeant  x  en  — x  et  y  en  — )/.  Il  en  résulte  que  le  lieu 
engendré  par  le  point  de  rencontre  des  droites  (2)  est  symétrique  par 
rapport  à  l'origine  du  lieu  décrit  par  le  point  commun  aux 
droites  (1). 

Il  nous  suilira  donc  de  construire  ce  dernier  lieu. 
Dans  la  relation 

3  tg  o  —  tg-^  » 


D'      -f 


Fig.  2. 


Ig^r 


1  —  3  tff^  o 


remplaçons  Igo  par    -^ — .     tgStppar     ,     nous  avons 


.;■  —  a 
3- 


.'/ 


?/^^ 


X  H-  (i        (./■  -+-  ay 


1—3 


ir 


{x-\-a)- 

ou,  en  divisant  par  le  facteur  y  qui  correspond  à  la  valeur    cp  =  0, 

1  3(.r  -4-  ay  —  y- 


X  —  a    ~    (a:  -h  a][{x  +  af  —  3j/-J 
ou  encore  (-r  -h  a)[{x  +  af  —  3(/-]  =  {x  -  a)^^x  -h  af  —  y'']. 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  que  le  point  B(—  a,  0)  est  point  double.  Transportons  lorigine  des 
coordonnées  en  ce  point,  l'équation  se  réduit  à 

xix''  -4- 1/2)  _  a(3x2  —  1/2)  =  0. 
Cette  équation  représente  une  cubique  circulaire,  symétrique  par  rapport  à  O.r,  ayant   un  point 
double  k  l'origine  à  tangentes  distinctes,  et  admettant  pour  asymptote  la  droite     x  -\-  n  =  0. 
Pour  la  construire,  résolvons  son  équation  par  rapport  à  y'^, 

x^'ia  —  x) 


y 

•^  X  -ha 

nous  discuterons  seulement  la  valeur 


ou 


y 


=  ±x\/- 


2a  —  a: 
a; -ha 


/  Sa  — 


V  =  ^  V 

tC   — 1 —  (* 

et  nous  prendrons  la  symétrique  de  la  branche  do  courbe  obtenue  par  rapport  à  Ox 
La  valeur  de  y  n'existe  que  si  x  est  comprise  entre    —a     et  3a. 
Nous  avons 

dy  3a2  —  x* 

dx 


i:c-hay\/~^ 
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cette  dérivée  est  positive  dans  l'intervalle     (  -  «,     a^/'à)     et  négative   dans   linlervalie  Cr//.'i,   3a;.      On 
en  déduit  la  variation  de  y  : 


a,:i 


3a 


croit 


croll 


décroît 


0 


et  la  branche  de  courbe  LBMN.   Les  tangentes  an  point  B  font  lungle 
-7-  avec  Ox. 

Cette  courbe  est  la  iriseclrice  de  Mac-Laurin  ;  elle  est  ainsi  nommée, 
j^  ^  parce  qu'elle  peut  servir  à  diviser  un  angle  en  trois  parties  égales.  Gela 

lésulte  immédialement  des  équations  (1),  qui  nous   montrent   que    A 
étant  un  point  de  la  courbe,  l'yngle  GBA  est  le  tiers  de  l'angle  NGA. 

Observons  en  terminant  que  le  lieu  du  point  A  se  compose  de  cette 
Iriseclrice  et  de  la  courbe  symétrique  par  rapport  au  point  0. 
Cherchons  maintenant  l'enveloppe  de  la  bissectrice  AD. 
Dans  la  première  hypothèse  {(ig.  I),  la  bissectrice  AD  passe  par  le 
point  E  qui    a    four    coordonnées    0    et     — «tg»     et    fait   avec    Ox 
l'angle  ?o.  Son  équation  est  donc 

(3)  y +atgo  =  xlg2r. 

Dans  la  deuxième  hypothèse  {fig.  2),  le  point  E'  a  pour  coordonnées   0  et 
AD'  fait  encore  l'angle  2f  avec  Or.   Donc  l'équation  de  cftte  bissectrice  est 

?y  —  a  tgcf.  =  xtg2o. 

Elle  se  déduit  de  la   précédente   en  changeant  x-  en     —x    et  y  en     — 7 
estsymétrique  de  l'enveloppe  de  la  droite  (3)  par  rapport  à  l'origine. 

Nous  allons  étudier  l'enveloppe  de  la  droite  (3)  où  nous  remplacerons  Igcp  par  t  et  Ig2ç)  par  — 

Nous  avons  ainsi 

2/ 


-a  tgcp,     la  bissecirice 
donc,  son  enveloppe 


W 


y 


al 


I 


ou 


2/x  +  (r'  — 1);y  +  a/(/-^—  1 


0. 


Gomme  cette  équation  est  du  troisième  degré  par  rapport  à    t,   par  un  point   quelconquo   du    plan 
passent  trois  de  ces  droites;  par  suite,  l'enveloppe  est  une  courbe  de  troisième  classe. 

Pour  avoir  les  coordonnées  du  point  limite,  conservons  l'équation  (4)  et  dilTéreni ions-la  par  rapport 


à  t,  nous  obtenons     'i  — 


±xi[  +/-) 


ou      X  = 


l'équation  (4),  nous  obtenons  la  valeur  de  y,     y  = 


m' -h  !; 
2r</' 


Les  équations  paramétriciues  de  l'enveloppe  sont  donc 

a(t'—\Y 


et  en  remplaçant  x  par  cette  valeur  dans 


^at^ 


cette  enveloppe  est  du  quatrième  degré.  Si  on  change  ^  en  —  /,  x  ne  change  pas  et  1/  change  de 
signe;  la  courbe  est  symétrique  par  rapporta  Ox.  On  en  construira  la  moitié  on  donnant  à  l  des 
valeurs  positives.  En  prenant  les  dérivées  de  x  et  y  par  rapport  à  t,  on  a 

dx   _    at(t^  -  l)(<^-+-3)  ^y   _  _  2a<-0'  +  3)      . 

Hï  ~  {l' ^  \f  '       'dl    ~  {i^-^\y     ' 
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et 


dy 


^li 


\  —  i 


7  5     ce  qui  était  à  prévoir  d'après  l'équation  (4)  de  la  tangente  au  point  (f)  de  la  courbe. 

Quand  t  croît  de  0  à  4-  oc,  a?  et  y  varient  d'une  manière  continue,  x  est  mini- 
mum pour     /  =  1,     et  2/  va  sans  cesse  en  décroissant. 


t 

0 

1 

-h  oc 

X 

a 

décroît 

0 

croît 

-H  Ot 

y 

0 

décroît 

—  a 

décroît 

—  X 

dij 
dx 

0 

croît 

+  x      — 

X 

croît 

0 

On  en  déduit  l'arc  de  courbe  GHK,  et  les  tangentes  aux  points  G  et  H  qui 
sont  respectivement  Ox  et  Oy. 

?/ 
Quand  t  croît  indéfiniment,    -^    a  pour  limite  zéro,  donc  la  branche  inti- 

X 

nie  de  courbe  HK  est  parabolique  dans  la  direction  Ox. 

L'enveloppe  de  la  droite  (4)  se  compose  alors  de  l'arc  GHK  et  de  son  symé- 
trique par  rapport  à  O.r,  GH'K' ;  et,  enfin,  l'enveloppe  de  toutes  les  bissectrices  AD  et  AD'  est  consti- 
tuée parla  courbe  KHGH'K'  et  sa  symétrique  par  rapport  au  point  0. 

R.  MANEN,  à  Albi. 

Remarque.  —  On  peut  démontrer  géométriquement  que  le  lieu  du 
point  A  est  une  Iriseclrice  de  Mac-Laurin. 

Traçons  le  cercle    (y)   qui  a  pour  centre  le  point  C  et  pour  rayon 

\  (y)  CB.   La  droite  AB  rencontre  le  cercle  au  point  Q  et  Oy  an  point  P.  On 

\     voit  aisément  que  les  deux  triangles  isocèles  BPC  et  CAQ  sont  égaux, 

\  car    BG  =  CQ,    et  les  angles  à  la  base  sont  égaux  à  l'angle  ç. 

\         Donc    BP  =  AQ,    et  nous  voyons  que  le  point  A  décrit  une  cubique 

'  circulaire,  symétrique  par  rapport  à  BC  admettant  le  point  B  pourpoint 

/  double,  les  tangentes  en  ce  point  étant  les  droites  BR  et  BS  qui  ront  avec 

/  TI 

/    Ox  l'angle    —      l/asyniptote  est  la  symétrique  de  la  droite  Oy  par  rap- 
port au  point  B.  Ces  propriétés  caractérisent  la  trisectrice. 

Louis  SIRE. 

Bonnes  solutions  par  MM.  A    Courtois,  lycée  de  Douai  :  G.  Esteben  ;  G.  Lach, 
à  Denain  ;  Markscalciu  ;  1\ieumajou  ;  A.  Rousseau,  à  Landrecies. 


ÉCOLE  CENTRALE  (1909). 


QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  {Fin.) 


/i88(>.  —  Rtant  donnés  trois  points  cotés  a,  b,  c,  mener  par  la  droite    hc    un  plan  faisant  un  angle    a    avec  le  plan  .lu 
triangle  abc. 

4887.  —  Déterminer  un  plan  passant  par  une  droite  donnée  et  faisant  un  angle    2    avec  un  plan  donné,   parallèle  à 
la  ligne  de  terre. 

4888.  —  On  donne  les  projections  de  deux  droites  situées  dans  un   même  plan,  leurs  traces  et  l'angle  que  fait  leur 
plan  avec  le  plan  de  comparaison.    Trouver  la  cote  de  leur  point  de  rencontre. 

4889.  —  Déterminer  dans  un  plan  donné  par  ses  traces,  une  droite  faisant  l'angle  a  avec  le  plan  horizontal  et  qui  se 
trouve  à  une  distance  a  de  la  ligne  de  terre. 
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4890.  —  Meneidiins  un  plan  donné  par  ses  traces,  une  droite  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  liorizontal  el  telle 
que  le  segment  compris  entre  les  traces  du  plan  ait  une  longueur  donnée. 

4891 .  —  Construire  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  faisant  avec  chacune  d'elles  un  angle  donné. 

4892.  —  Faire  tourner  un  point  autour  dun  axe  vertical,  jusqu'à  ce  que  les  projections  soient  équidistantes  de  xy. 

4893.  —  Faire  tourner  un  point  autour  d'un  axe  vertical  de  fa(;on  à  l'amener  à  une  distance  donnée  d'un  plan  donné. 

4894.  —  Faire  tourner  une  droite  autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à  ce  qu'elle  soit  parallèle  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

4895.  —  Faire  tourner  un  plan  autour  d'un  axe  vertical  jusqu'à  ce  qu'il  passe  par  un  point  donné. 

4896.  —  On  donne  une  droite  dans  le  plan  horizontal  et  une  autre  droite  dans  le  plan  vertical.  —  Plus  courte  dis- 
tance de  ces  deux  droites. 

4897.  —  Plus  courte  distance  d'une  droite  à  la  ligne  de  terre. 

4898.  —  On  donne  deux  droites  de  profil,  dans  deux  plans  différents.  Trouver  leur  plus  courte  distance. 

4899.  —  Perpendiculaire  commune  et  plus  courte  distance  de  deux  droites  graduées. 

4900.  —  On  donne  les  projections  horizontales  de  deux  droites,  et  les  projections  de  leur  perpendiculaire  commune. 
Trouver  les  projections  verticales  des  deux  droites. 

4901 .  —  On  donne  les  projections  ab,  a'b'  d'une  droite,  la  projection  horizontale  cd  d'une  seconde  droite  et  la  projec- 
tion horizontale  mn  de  leur  perpendiculaire  commune.  Trouver  m'ii'  et  c'd'. 

4902.  —  On  donne  dans  le  plan  du  tableau  trois  points  a,b,  c.  Ce  sont  les  points  oîi  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  trirec- 
t angle  peicent  le  plan  du  tableau.  Construire  la  projection  du  trièdre  et  déterminer  la  cote  du  sommet. 

4903.  —  Construire  un  tétraèdre  régulier  dont  la  base  repose  sur  un  plan  PaQ',  l'un  des  côtés  de  la  base  faisant  un 
angle  donné  avec  la  trace  horizontale  du  plan. 

4904.  —  On  donne  dans  un  plan  horizontal  la  base  ABC  d'un  tétraèdre.  Connaissant  la  cote  du  sommet  et  les  pentes 
des  faces  S\B,  SAC,  déterminer  le  tétraèdre. 

4905.  —  Construire  un  tétraèdre  reposant  sur  le  plan  horizontal,  connaissant  les  quatie  faces. 

4906.  —  Une  pyramide  a  pour  base  le  quadrilatère  ABCD  dans  le  plan  de  cote  0,  et  pour  sommet  le  point  S  de 
cote  ïï.  Couper  la  pyramide  par  un  plan,  de  manière  à  obtenir  un  parallélogramme. 

4907.  —  On  donne  les  projections  ab,  a'b'  d'une  arête  d'un  cube  et  la  direction  en  projection  horizontale  d'une  arête 
qui  paît  du  point  A.  Construire  le  cube. 

4908.  —  On  donne  les  projections  ab,  a'b'  de  l'arête  d'un  parallélépipède  rectangle  en  grandeur  et  position,  la  projec- 
tion horizontale  ac  d'une  deuxième  arête,  et  la  longueur  de  la  troisième  arête  issue  de  a,  a'.  Placer  le  parallélépipède. 

4909.  —  Projections  d'un  cube  ayant  une  diagonale  verticale. 

4910.  —  On  donne  une  pyramide  pentagonale  régulière  reposant  par  une  face  latérale  sur  le  plan  du  tableau.  Pro- 
jection de  la  pyramide. 

4911.  —  On  donne  le  sommet  d'une  pyramide  pentagonale  régulière;  sa  base  est  dans  un  plan  donné  et  on  connaît 
un  sommet  a,  a'  de  cette  base.  Projections  de  cette  pyr;imide. 

4912.  —  Construire  un  dodécaèdre  régulier  reposant  par  une  face  sur  le  plan  horizontal. 

4913.  —  On  donne  trois  points  cotés,  trouver  les  axes  de  l'ellipse,  projection  du  cercle  passant  par  les  trois  points. 

4914.  —  Déterminer  les  axes  des  ellipses,  projections  d'un  cercle  dont  on  donne  le  rabattement,  et  le  plan  par  sa 
trace  horizontale  et  le  rabattement  de  sa  trace  verticale. 

4915.  —  Dans  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  se  trouve  un  cercle,  base  d'un  cône  de  sommet  Ss.  On  donne 
uue  droite  graduée,  points  de  rencontre  de  la  droite  avec  le  cône,  plans  tangents  en  ces  points. 

4916.  —  Dans  un  plan  donné  par  son  échelle  de  pente,  on  prend  un  point  de  cote  2.  Ce  point  est  le  centre  d'un 
cercle  du  plan  donné,  base  d'un  cône  de  sommet  Sr,.  Contour  apparent  de  ce  cône. 

4917.  — On  donne  un  cercle  dans  un  plan  de  bout  et  un  point  (s,  s').  Contours  apparents  du  cône  de  sommet  (*,  s') 
ayant  le  cercle  pour  directrice. 

4918.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  sommet  (s,  s)  dont  la  base  est  un  cercle  donné  par  son  centre  et  son  rayon 
dans  un  plan  défini  par  la  ligne  de  terre  et  un  point. 

4919.  —  On  donne  un  cercle  dans  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  un  point  s,  s'.  Contours  apparents  du  cône 
ayant  (s,  s')  comme  sommet  et  le  cercle  donné  pour  directrice. 

4920.  —  Contours  apparents  d'un  cône  de  révolution  dont  la  base  est  située  dans  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
On  donne  le  sommet  (s,  s')  du  cône  et  une  génératrice  sa,  s'a'. 

4921.  —  Un  triangle  dont  les  sommets  a,  b,  c  ont  respectivement  pour  cotes  1,  2,  3  est  projeté  suivant  un  triangle 
équilatéral.  Coter  un  point  du  plan  de  ce  triangle  connaissant  sa  projection  horizontale  o.  C'est  le  centre  d'un  cercle  de 
rayon  donné,  situé  dans  le  plan  du  triangle.  Contour  apparent  d'un  cône  de  sommet  $6  ayant  ce  cercle  pour  base. 

4922.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABC.  Contour  apparent  du  cône  de  sommet  A  dont  la  base  est  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  SBC. 

4923.  —  Contour  apparent  d'un  cylindre  dont  la  base  est  un  cercle  dans  un  plan  défini  par  son  échelle  de  pente  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  droite  donnée. 

4924.  —  On  donne  un  plan  par  son  échelle  de  pente,  et  un  cercle,  dans  ce  plan,  qui  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  Se. 
Ombre  de  ce  cône  sur  le  plan,  les  rayons  lumineux  ayant  une  direction  donnée. 

4925.  —  Ombre  d'un  cône  de  révolution  à  axe  de  front,  éclairé  par  des  rayons  parallèles,  eux-mêmes  de  front. 

4926.  —  Ombre  propre  d'un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  situé  dans  un  plan  de  profll. 
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4927.  —  Contours  apparents  et  ombre  au  flambeau  d'un  cylindre  défini  par  un  cercle  dans  un  plan  de  profil  et  la 
direction  de  ses  généra liices. 

4928.  —  Par  un  point  donné,  mener  une  tangente  commune  à  deux  cônes  de  sommets  doimés  dont  les  bases  sont  des 
cercles  donnés,  dans  un  même  plan. 

4929.  —  On  donne  deux  cônes  de  révolution  dont  les  bases  sont  l'une  dans  le  plan  vertical,  l'autre  dans  le  plan  hori- 
zontal ;  mener  par  ce  point  une  langente  commune  aux  deux  cônes. 

4930.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  de  bout  dont  la  base  est  un  cercle  du  plan  vertical  ;  dans  un  plan 
horizontal,  on  donne  un  cercle,  base  d'un  cylindre  vertical,  l'ar  un  point  m,  ni  donné,  mener  une  droite  s'appuyant  sur  le 
cône  et  le  cylindie. 

3 

4931.  —  On  donne  une  droite  graduée.  Mener  par  cette  droite  un  plan  de  pente  -^^ 

l> 

4932.  —  On  donne  un  point  sui'  la  ligne  de  terre.  T'est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  tangent  aux  deux  plans  de 
projection.  On  donne  d'autre  part  la  génératrice  de  contact  avec  le  plan  horizontal  et  on  demande  les  contours  apparents  du 
cône. 

4933.  —  Un  cylindre  a  pour  base  dans  le  plan  vertical  un  cercle  o,  o',  les  génératrices  sont  parallèles  à  l'horizontale 

ub,  u'b' \  un  deuxième   cylindre   a   pour  base  dans   le  plan    horizontal,  le   cercle 
,       /'    X  c,  c'  et  la  pro.jection  horizontale  de  ses  génératrices  est  donnée  suivant  cJ.  Trou- 
l     -O'  \  ver  la  projection  verticale   c'd'   de  façon  que    les    deux    cylindres   aient  un  plan 
tangent  commun. 

4934.  —  Construire  un  cylindre  de  révolution  tangent  à  la  fois  à  un  cône  de 

révolution  donné  par   son   axe,  son  sommet  et  son  angle  au  sommet,  et  au  plan 

^1  horizontal  suivant  une  direction  donnée. 

^/^  ^/      I       \ 

'  ^  '  4935.  —  Normales  communes  a  deux  cônes  dont  les  bases  sont  des  cercles 

horizontaux. 

4936.  —  Normales  communes  à  deux  cylindr-es  de  révolution,  l'un  vertical, 
l'autre  de  bout. 

4937.  -  Dans  un  plan  de  bout  PaQ'  on  donne  deux  cercles  par  leurs  centres  et  leurs  rayons;  le  premier  est  la  base  d'un 
cône  de  sommet  .s,  j>',  le  second  est  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  per(iendiculaires  au  plan  PaQ'.  Normales 
communes  au  cône  et  au  cylindre. 

4938.  —  On  donne  un  cylindre  de  base  circulaire  et  une  dioite;  normales   communes  au  cylindie  et  à  la  droite. 

4939.  —  Normales  communes  à  un  cône  circulaire  dont  le  sommet  est  dans  le  plan  vertical  et  à  une  droite  quelconque. 

4940.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  dans  ce  plan  un  cercle  qui  est  la  base  d'un  cylindre  de  révolution.  Nor- 
males communes  à  la  ligne  de  terre  et  au  cylindre. 

4941.  —  On  donne  une  droite  a-,  b\  et  un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plivn  de  cote  0  et  le  sommet  le  point 
Si,.  Normales  communes  au  cône  et  à  la  droite. 

4942.  —  Lieu  du  point  d'où  on  voit  un  cylindre  de  révolution  sous  un  angle  donné. 

4943.  —  On  donne  un  plan  de  bout  et  une  droite  quelconf[ue  :  mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  un  angle  donné 
avec  le  plan  donné. 

4944.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces  et  une  droite  ab,  a'b'.  Mener  par  la  droite  un  plan  faisant  un  angle  a  avec 
le  plan  donné. 

4945.  —  On  donne  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  une  droite  quelconque.  Mener  par  cette  droite  un  plan 
faisant  avec  le  premier  un  angle  donné  a. 

4946.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  un  angle  a  avec  le  plan  de  compar.iisonet  un  angle  ,3  avec  une  droite 
donnée. 

4947.  —  On  donne  deux  droites  graduées  ;  mener  par  la  première  un  plan  faisant  un  certain  angle  avec  la  seconde. 

4948.  —  Mener  par  un  point  une  droite  faisant  des  angles  donnés  avec  deux  droites  de  l'espace,  données  par  leurs 
projections. 

4949.  —  Mener  une  droite  s'appuyant  sur  deux  droites  données  et  faisant  avec  les  plans  de  projection  des  angles 
donnés. 

4950.  —  On  donne  deux  plans,  l'un  vertical,  l'autre  de  bout.  Mener  par  un  point  (m,  ?»')  un  plan  faisant  des  angles 
donnés  avec  les  plans  donnés. 

4951.  —  Trouver  sur  une  droite  les  points  situés  à  une  distance  donnée  de  la  ligne  de  terre. 

4952.  —  On  donne  deux  droites  AA',  BU'  et  un  point  quelcoiuiue  [m,  ni).  Mener  par  (;«,  ta)  une  droite  qui  .soit  aune 
dislance  a  d(!  AA'  et  à  une  dislance  ,3  de  BU'. 

4953.  —  Mener  par  un  point  une  droite  qui  .soit  à  une  distance  donnée  d'une  droite  «lonnée. 
495'».  —  Par  une  droite  de  profil,  mener  un  plan  dont  les  traces  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 
4955.  —  Mener  d'un  point  les  plans  tangents  à  deux  sphères  données. 

4951».  —  On  donne  deux  sphères  dont  les  centres  ont  même  cote.  Leur  niiMier  un  plan  tm^^ent  commun  parallèle  à  une 
direction  donnée. 

4957.  —Mener  par  un  point  une  dioite  tangente  à  une  sphère  donnée  et  à  un  cylindre  de  révolution  donné, d'axe  vertical. 

4958.  —  Mener  par  un  point  une  droite  tangente  h  une  sphère,  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  de  comparaison. 
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4959.  —  On  donne  une  splière  éclairée  par  des  rayons  parallèles.  Trouver  les  points  de  la  courbe  dombre  situés  sur 
un  plan  horizontal  donné.  Trouver  ceux  qui  sont  sur  un  méridien  vertical  donné. 

4960.  —  Courbe  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière  d'une  sphère  éclairée  par  un  point  de  la  ligne  de  terre. 
49G1.    —  Mener  par  une  droite  un  plan  tangent  à  une  sphère. 

4962.  —  Par  une  droite  de  profil,  ah,  a'b',  mener  un  plan  tangent  à  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre. 

4963.  —  On  donne  une  droite  graduée  et  une  sphère  par  son  centre  et  son  rayon.  Mener  par  la  droite  des  plans  tan- 
gents à  la  splièie. 

4964.  —  Mener  par  trois  points  donnés  par  leurs  projections  cotées  une  sphère  tangente  au  plan  de  comparaison. 

4965.  —  Sphère  inscrite  dans  un  tétraèdre  donné. 

4966.  —  Ombre  au  soleil  d'une  droite  sur  une  sphère. 

4967.  —  On  donne  une  sphère  de  rayon  K  =  2"'  et  dont  le  centre  est  un  point  0  de  cote  3™.  On  donne  aussi  un  plan 
par  son  échelle  de  pente.  Couper  la  sphère  par  un  plan  parallèle  au  plan  donné,  de  façon  que  la  section  ait  un  rayon 
donné  r. 

4968.  —  On  donne  une  sphère  et  une  droite  ;  mener  par  cette  droite  un  plan  coupant  la  sphère  suivant  un  cercle  de 
l'ayon  donné. 

4060.  —  On  donne  trois  sphères.  Trouver  un  plan  les  coupant  suivant  trois  cercles  de  rayons  donnés. 

4970.  —  On  donne  une  sphère  et  deux  points  A,  B.  Mener  par  B  un  plan,  à  une  distance  d  de  A  et  coupant  la  s[)hère 
suivant  un  cercle  de  rayon  r. 

4971.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical;  déterminer  sur  le  cùne  le  lieu  des  points  tels  que  leur  cote 
soit  égale  à  leur éloignement.  Développer  le  cône  et  constiuire  la  transfonnéede  la  section.  Point,  tangente, points  d'indexion. 

4972.  —  On  trace  un  secteur  circulaire  dont  l'angle  au  centre  égale  un  droit  ;  comment  inscrire  un  cercle  dans  ce 
secteur?  —  On  enroule  le  secteur  circulaire  d^;  façon  à  obtenir  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  Trouver  les  projec- 
tions du  cùne  ainsi  que  celles  de  la  courbe  qui  se  transforme  suivant  le  cercle.  Construction  d'un  point  et  de  la  tangente 
en  ce  point. 

4973.  —  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  lieu  des  points  de  ce  plan  tels  que  a-  -+-  ,3-  =  k-,  a  et  jî  désignant  la  cote 
et  l'éloignement  du  plan.  Construire  un  point  du  lieu  et  la  tangente  en  ce  point. 

4974.  —  Trouver  dans  un  plan  donné  par  ses  traces  un  point  qui  se  trouve  à  des  distances  données  de  deux  droites 
données. 

4975.  —  Points  à  l'infini  dans  l'intersection  de  deux  cônes  à  bases  circulaires  horizontales. 

4976. —  On  donne  deux  cylindres  ayant  pour  bases  deux  cercles  dans  le  plan  horizontal.  Intersection  :  point  et  tangente; 
points  oh  la  tangente  est  horizontale.  Ligne  des  points  doubles  en  projection.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  tan- 
gente aux  deux  cylindres. 

4977.  —  On  donne  dans  le  plan  horizontal  deux  cercles  (c,  c'),  (d,  d']  dont  la  ligne  des  centres  est  parallèle  à  xy;  soient 
.s,  t  les  deux  points  d'intersection  de  ces  deux  cercles.  Un  premier  cône  a  pour  sommet  (s,  s')  et  pour  base  le  cercle  (c,c'), 
un  second  cône  a  pour  sommet  [t,  t')  et  pour  base  le  cercle  (d,  d'}.  Intersection  des  deux  cônes  ;  asymptotes. 

4978.  —  On  considère  deux  cercles  concentriques  ;  le  plus  grand  est  la  base  dun  cône  de  révolution,  le  plus  petit  celle 
d'un  cylindre   dont  les  génératrices  sont    parallèles  à   une   génératrice   du  cône.   Intersection  des 


s' 


deux  surfaces. 

4979.  —  On  donne  deux  cercles  concentriques  dans  le  plan  hori- 
zontal ;  le  petit  cercle  est  la  base  d'un  cône  de  sommet  (s,  s'),  et  le 
grand  cercle  la  base  d'un  cône  de  sommet  ((,  t')  ;  intersection  et  parti- 
cularités. 


4980.  —  On  donne  un  cercle  dans  le  plan  horizontal,  base  d'un 
cône  de  révohition  de  sommet  (.s,  s')  ;  on  donne  dans  le  même  plan 
horizontal  une  hyperbole  équilatère  dont  l'axe  transverse  est  perpen- 
diculaire à  xy  ;  c'est  la  base  d'un  cylindre  droit.  Intersection  du  cône 
et  du  cylindre. 

donne  un  cône  de  sommet  (s,  s)  et  dont  la  base  est  le  cercle  (o,  o')  dans  le 
plan  horizontal.  Intersection  de  ce  cône  avec  un  cylindre  ayant 
pour  base  l'hyperbole  équilatère  figurée  ci-contre. 

4982.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  verti- 
cal avec  uncyUndre  de  bout. 

4983.  —  On  donne  deux  plans  debout  l'aQ',  PaR'  ayant  même  trace  horizontale.  Inter- 
section de  deux  cônes  ayant  pour  sommets  deux  points  donnés  et  pour  bases  deux  cercles 
donnés  parleurs  centres  et  leurs  rayons,  l'un  dans  le  plan  PaQ',  l'autre  dans  le  plan  PaR'. 

4984.  —  On  donne  deux  plans  et  dans  ces  plans  deux  ellipses  projetées  horizontalement 
suivant  deux  cercles  donnés  ;  elles  sont  les  bases  de  deux  cônes  ayantpoursommets  les  points 
{s,  s'),  [t,  l')  sur  la  ligne  de  terre.  Intersection  des  deux  cônes.  Points  où  la  tangente  est 
horizontale. 

4985.  —  On  donne  deux  cercles  égaux,  tangents  au  même  point  à  xy,  l'un  vertical  de 
centre  (o,  o'),  l'autre  horizontal  de  centre  (oj,  to').  Intersection  du  cùne  ayant  pour  somme  t 
le  point  (w,  lii')  et  pour  base  le  cercle  (o,  o')  avec  le  cône  ayant  pour  sommet  le  point  {o,o') 
et  pour  base  le  cercle  (w,  w'). 
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4986  —On  donne  un  cylindre  dt'fini  par  un  cercle  du  plan  vertical,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
direction  donnée.  Dans  un  plan  de  profil,  on  donne  un  cercle  qui  doit  être  tangent  à  la  trace  du  plan  de  profil  sur  un  plan 
|>Q',  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  second  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  XY.  Inter- 
section des  deux  cylindres. 

4987.  —  Contour  apparent  d'un  cône  ayant  pour  sommet  le  sommet  A  d'un  tétraèdre  régulier  S.ABC  et  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  la  face  opposée  SBC.  Intersection  de  ce  cône  avec  un  cylindre  dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  dans  la 
face  ABC,  les  génératrices  étant  parallèles  à  S.\. 

4988.  —  intersection  d'un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  avec  un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  dans  le  plan 
horizontal  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une  génératrice  de  front  du  cône.  Particu- 
larités de  l'intersection.  Asymptotes. 

4989.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  à  axe  vertical  ;  un  plan  de  front  est  tangent 
au  cylindre  et  à  un  cône  de  sommet  {a,  s'\  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  horizontal. 
Intel  section  des  deux  surfaces. 

4990.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  d'axe  horizontal  et  un  cône  de  révolution  par 
son  sommet,  son  axe  et  son  angle.  Trouver  un  point  de  l'intersection  ;  tangente  en  ce  point.  Dé- 
terminer les  contours  apparents  du  cône  et  son  ombre  propre,  les  rayons  lumineux  ayant  une 
direction  donnée. 

4991 .—  On  donne  un  cylindre  horizontal  dont  la  base  est  un  cercle  dans  le  plan  vertical  et 
un  cône  de  révolution  dontl'axe  est  dans  le  plan  horizontal.  Intei section,  point  et  tangente,  asymptotes. 

4992.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  ayant  sa  base  dans  le  plan  vertical  avec  un  cylindre  de  front  ayant  pour 
base  dans  le  plan  horizontal  une  hyperbole  équilatère  dont  une  asymptote  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

4993.  —  On  donne  un  tétraèdre  régulier  SABG  ;  on  considère  un  cylindre  de  révolution  d"a\e  SC  et  de  diametie  AB  et 
un  deuxième  cylindre  dont  la  base  est  le  cercle  inscrit  à  SRC  et  les  génératrices  sont  parallèles  à  SA.  Intersection.  — 
Même  problème  en  remplaçant  le  second  cylindre  par  un  cône  de  sommet  A  ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  à  SBC. 

4994.  —  Etant  donné  un  tétraèdre  SARC,  on  considère  un  cercle  dans  le  plan  SAE  perpendiculaire  à  la  face  ABC  :  ce 
cercle  est  la  base  d'un  cylindre  de  génératrices  parallèles  à  BC.  Intersection  de  ce  cylindre  avec  un  cône  ayant  pour  sommet 
le  point  A  et  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  SBC. 

4995.  —  Intersection  d'un  cône  ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  horizontale  d'un  cube  et  son  sommet  au 
centre  de  la  face  parallèle  avec  un  cylindre  de  révolution  inscrit  dans  le  même  cube  et  ayant  ses  génératrices  perpendicu- 
laires à  Taxe  du  cône. 

4996.  —  Un  cône  a  pour  sommet  le  centre  de  l'une  des  faces  de  profil  d'un  cube  et  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la 
face  opposée.  Intersection  avec  le  cylindre  vertical  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  qui  repose  sur  le  plan 
horizontal. 

4997.  —  On  considère  un  cube  ABCDliFGH,  adossé  aux  deux  plans  de  projection.  Intersection   du  cône  de  sommet  E, 

ayant  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  la  face  BCOF  avec  le  cône  de  sommet    F   ayant  pour  base  le 
cercle  inscrit  dans  la  face  ABCD. 

4998.  —  Intersection  du  cône  de  sommet  F  ayant  pour  bas^',  le  cercle  inscrit  dans  la  face 
ADHE  avec  le  cône  ayant  pour  sommet  le  milieu  K  de  l'arête  EF  et  pour  base  le  cercle  inscrit 
dnns  la  face  ABCD. 

4999.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  sommets  (.s, s),  {t,t')  ayant  un  cercle  donné  pour  base 
commune. 

5000.  —  On  donne  deux  cônes  qui  ont  même  base  circulaire  dans  le  plan  horizontal  et  pour 
sommets  des  points  [s,  s),  {t,  f),  tels  que  s  et  (  soient  aux  extrémités  d'un  même  diamètre  paral- 
lèle à  xy.  Intersection  de  deux  cônes  et  particularités. 

5001.  —  Intersection  des  deux  cylindres  ayant  pour  base  commune  une  ellipse  donnée  dans 
un  plan  de  front  P. 

5002.  —  Intersection  de  deux  cylindres  ayant  pour  base  commune  un  cercle  dans  un  plan  de  profil. 

5003.  —  Un  cercle  de  front  tourne  autour  d'un  axe  vertical  et  engendre  une  surface.  Soit  m'  la  projection  verticale 
d'un  point  de  la  surface,  trouver  la  projection  horizontale  m  et  le  plan  tangent  en  ce  point. 

5004.  —  On  donne  une  surface  engendrée  par  une  courbe  quelconque  située  dans  un  plan  de  front,  en  tournant  autour 
d'un  axe  vertical.  Connaissant  la  projection  verticale  d'un  point,  trouver  la  projection  horizontale,  déterminer  le  plan 
tangent  en  ce  point,  ainsi  que  le  point  de  la  méridienne  principale  situé  sur  le  parallèle  de  ce  p'iint. 

5005.  —  Dans  un  plan  de  bout  à  45"  sur  le  plan  horizontal  on  donne  un  cercle  par  son  centre  {o,o')  et  son  rayon.  Ce 
cercle  tourne  autour  de  la  verticale  qui  passe  par  l'extrémité  du  diamètre  horizontal  la  plus  rapprochée  du  plan  vertical. 
—  Trouver  un  point  de  la  méridienne  principale;  connaissant  la  projection  verticale  m'  d'un  point,  trouver  sa  projection 
horizontale  m.  —  Plan  tangent  en  ce  point. 

5000.  —  On  considère  une  courbe  dont  les  projections  sont  deux  cercles  égaux;  on  la  fait  tourner  autour  dune  verti- 
cale (.).  Déterminer  un  point  de  la  surface  connaissant  sa  projection  verticale  m'.  Plan  tangent  en  ce  point. 

5007.  —On  donne  l'axe  (quelconque)  d'une  surface  de  révolution,  la  projection  horizontale  m  d'un  point  de  la  surface 
et  sa  distance  <à  l'axe;  trouver  la  projection  verticale  m'. 

5008.  —  On  considère  un  ellipsoïde  de  révolution  à  axe  vertical  ;  trouver  un  plan  le  coupant  suivant  une  courbe  dont 
la  projection  soit  un  cercle. 

5009.  —  On  donne  un  ellipso'ide  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  plan  PaQ'.  trouver  le  sommet  du  cône  circonscrit 
à  l'ellipso'ide  le  long  do  la  section  de  la  surface  par  ce  plan. 
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5010.  —  Intersection  d'un  tore  à  axe  vertical  avec  un  plan  de  bout  liitangent. 

5011.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  ellipsoïde  de  révolution  :  1"  à  axe  vertical;  2°  à  axe  de  front. 

5012.  —  Intersection  d'une  droite  et  d'un  paralioloide  de  révolution  à  axe  de  front. 

5013.  —  Intersection  d'un  cône  de  révolution  a  axe  \ertical  avec  un  cylindre  de  révolution  de  front  dont  l'axe  ren- 
contre celui  du  cône  :  particularités  de  la  projection  verticale. 

5014.  —  On  donne  un  cylindre  de  révolution  parallèle  à  xij  et  un  cône  de  révolution  dont  l'axe  rencontre  l'axe  du 
cylindre.  Intersection  des  deux  surfaces. 

5015.  —  Intersection  de  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  situés  dans  un  même  plan  de  profil  sont  l'un  \ertical, 
l'autre  horizontal. 

5016.  —  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  horizontal  et  d'un  cône  de  révolution  d'axe  horizontal,  dont  le  som- 
met est  situé  sur  l'axe  du  cylindre. 

5017.  —  Intersection  d'un  cône  circonscrit  à  une  sphère  avec  un  cylindre  circonscrit  à  la  même  sphère. 

5018.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical  et  un  cylindre  de  révolution  de  bout  dont  une  section  droite 
est  inscrite  dans  la  section  du  cône  par  le  plan  de  front  contenant  l'axe.  —  Intersection  ;  plans  des  deux  courbes  planes. 

5019.  —  On  donne  un  cube  adossé  aux  deux  plans  de  projection.  L'arête  DD'  tourne  autour  de  l'axe  vertical  ZZ'  et 
la  diagonale  CD'  autour  de  l'axe  de  front  YY'  qui  joint  les  milieux  des  arêtes  opposées  BC,  AD'. 
Intersection  de  deux  surfaces  engendrées. 

5020.  —  On  donne  l'axe  sa,  s'a'  d'un  cône  de  révolution  d'angle  au  sommet  donné.  Déter- 
miner un  point  connaissant  l'une  de  ses  projections.  Intersection  avec  une  sphère. 

5021.  —  On  donne  une  sphère  décentre  (0,  0')  et  un  cylindre  ayant  pour  directrice  la  sec- 
tion de  la  sphère  par  le  plan  passant  par  xi/  et  le  point  (0,  0'),  les  génératrices  étant  parallèles  à 
une  direction  donnée.  Intersection.  Courbe  de  contact  du  cylindre  circonscrit  <à  la  sphère  dont  les 
génératrices  sont  parallèles  à  celles  du  cylindre  précédent. 

5022.  —  Interseclion  d'un  paraboloïde  de  révolution  d'axe  de  bout  avec  une  sphère,  avec  un 
ellipsoïde  de  révolution  d'axe  de  bout  également. 

5023.  —  On  donne  un  tore  à  axe  vertical.  On  considère  un  cône  circonscrit  à  une  sphère 
donnée  et  qui  a  pour  sommet  un  point  de  l'axe  du  tore.  Intersection  des  deux  surfaces. 

5024.  —Soit  dans  un  plan  de  front  un  cercle  (C,  C)  et  un  axe  vertical  (Z,  Z').  On  considère  le  tore  engendré  par  le 
cercle  (C,  C)  en  tournant  autour  de  cet  axe  ;  un  cône  a  pour  sommet  le  point  (S,  8')  de  l'axe  et  pour  base  la  section  du 
tore  par  le  plan  de  profil  du  centre  du  cercle  (C,  C).  Intersection  des  deux  surfaces. 

5025.  —  On  donne  dans  un  plan  de  front  deux  axes,  l'un  vertical,  l'autre  horizontal  et  deux  cercles  égaux  ayant  leurs 
centres  sur  chacun  des  axes.  Chaque  cercle  en  tournant  autour  de  l'axe  qui  ne  contient  pas  son  centre  engendre  un  tore. 
Intersection  des  deux  tores  ainsi  engendrés. 

5026.  —  Un  cône  de  sommet  (S,  S')  a  pour  base  une  courbe  quelconque  dans  le  plan  horizontal.  Intersection  avec 
une  sphère    (0,  0'). 

5027.  —  Intersection  d'une  sphère  (0,  0')  avec  un  cône  dont  le  sommet  est  au  centre  de  la  sphère  et  dont  la  base  est 
une    ellipse  donnée  dans  le  plan  horizontal.  Point  et  tangente.  Tangentes  horizontales. 

5028.  —  On  donne  une  sphère  tangente  au  plan  horizontal  ;  un  cône  a  pour  sommet  le  point 
s,  s')  et  pour  base  dans  le  plan  horizontal  le  cercle  de  contour  apparent  horizontal  de  la  sphère.  On 
demande  un  point  de  l'intersection  des  deux  surfaces  Particularités.  —  Tangentes  au  point  double. 
5029  —  Intersection  d'une  sphère  avec  un  cylindre  dont  la  base  est  une  ellipse  donnée  dans 
le  plan  horizontal  ;  ligne  des  points  doubles  en  projection  horizontale.  Comment  reconnaître  si  le 
cylindre  a  des  génératrices  tangentes  à  la  sphère  ? 

5030.  —  On  donne  une  sphère  (o,  o')  et  dans  le  plan  horizontal  du  centre  une  ellipse  dont 
on  donne  la  projection  horizontale.  Cette  ellipse  est  la  base  d'un  cylindre  de  front  dont  on  demande 
l'intersection  avec  la  sphère. 

5031.  —  Déterminer  une  génératrice  d'un  hyperboloïde  de  révolution,  de  façon  que  sa  projection  verticale  soit  paral- 
lèle à  une  direction  donnée. 

5032.  —  On  donne  une  hyperbole  et  une  droite  de  l'espace  qui  rencontre  l'hyperbole.  La  droite  et  l'hyperbole  peuvent- 
elles  appartenir  à  un  même  hyperboloïde  de  révolution  ?  Trouver  son  axe. 

5033.  —  Construire  une  droite  s'appuyant  sur  trois  droites  données.  Combien  y  a-t-il  de  solutions  ?  Quelle  est  la  sur- 
face engendrée  par  ces  droites,  son  centre,  etc  ? 

5034.  — Intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde  défini  par  trois  génératrices. 

5035.  —  Un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical  est  défini  par  une  génératrice  de  front  A,  A'  et  son  axe.  Inter- 
section avec  un  cône  admettant  A, A'  comme  génératrice  et  dont  la  directrice  est  une  courbe  donnée  dans  le  plan  horizontal. 

5036.  —  On  donne  un  hyperboloïde  de  révolution  d'axe  vertical  par  son  cercle  de  gorge  et  une  génératrice  de  front. 
Cette  génératrice  appartient  aussi  à  un  cylindre  elliptique  dont  la  base  est  donnée  dans  le  plan  horizontal.  Intersection  des 
deux  surfaces. 

5037.  —  On  donne  deux  frontales  {ab,  a'b'),  [cd,  c'd').  Contour  apparent  horizontal  de  la  surface  engendrée  par  une 
droite  de  profil  s'appuyant  sur  les  deux  frontales  données. 

5038.  —  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  ses  deux  plans  directeurs  qui  sont  les  deux  plans  de  projec- 
tion, les  traces  delà  surface  sur  ces  deux  plans  et  le  sommet  du  paraboloïde.  Etant  donnée  la  projection  horizontale  d'un 
point,  trouver  la  projection  verticale. 
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5039.  —  Mener  un  plan  langent,  parallèle  à  un  plan  donné,  à  un  paraboloïde  hyperbolique  dont  les  plans  directeurs 
sont  les  plans  de  projection  et  dont  on  connaît  les  traces  sur  ces  deux  pians,  ainsi  que  le  sommet. 

5040.  -  On  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  défini  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal.  Mener 
à  cette  suiface  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 

5041  _0n  donne  un  paraboloïde  hyperbolique  par  deux  génératrices  et  un  plan  directeur  horizontal.  Mener  un  plan 
tangent  par  un  point  (s,  s').  Point  de  contact. 

5042.  —  On  donne  une  sphère  éclairée   par  des  rayons  lumineux  parallèles.  Ombre  portée  sur  le  plan  horizontal. 

5043.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d'axe  vertical  et  un  cercle  horizontal  dont  le  centre  est  sur  l'axe  du  cône. 
Trouver  l'ombre  de  ce  cercle  sur  le  cône.  Point  le  plus  haut  de  l'ombre. 

5044.  —  Vn  cône  de  révolution  à    axe  vertical  repose  par  son    sommet   (.s,  .s)  sur  le  plan  horizontal.    On  donne  un 
cercle  (c,  c')  dans  un  plan  horizontal.  Ombre  du  cercle  sur  le  cône. 

5045.  —  On  donne  dans  un  plan  de  profil  la  base  d  un  cylindre  de  révolution  perpen- 
diculaire à  ce  plan,  puis  un  cercle  horizontal.  Trouver  l'ombre  du  cercle  sur  le  cylindre. 

504G.  — On  donne  un  plan  de  bout  et  un  point  dans  ce  plan  ;  c'est  le  centre  d'un 
cercle  de  rayon  R,  base  d'un  cylindre  de  révolution.  On  considère  un  second  plan  de  bout 
(lanillèle  au  premier  et  le  point  de  rencontre  de  ce  nouveau  plan  avec  l'axe  du  cylindre; 
on  prend  ce  point  pour  centre  d'un  cercle  de  rayon  plus  grand  que  K,  situé  dans  le  deu- 
xième plan.  Ombre  de  ce  coi  cle  sur  le  cylindre,  les  rayons  lumineux  ayant  une  direction 
donnée.  Trouver  les  points  oïi  en  projection  verticale  la  tangente  est  parallèle  aux  traces  ver- 
ticales des  deux  plans  de  bout. 

5047.  —  On  doiHie  un  demi -cylindre  de  révolution  creux,  limitéà  un  plan  horizontal.  Ombre  propre  et  ombre  portée 
à  l'intérieur. 

5048.  —  On  donne  un  demi-cone  de  révolution  creux,  limité  à  un  plan  horizontal.  On  léclaire  par  des  rayons  lumi- 
neux parallèles  à  une  direction  donnée.  Ombre  propre,  ombre  portée  à  l'intérieur.  Point  de  l'ombre  portée  où  la  tangente 
est  hoiizontale. 

5040.  —  On  donne  un  cône  de  révolution  d  axe  vertical  et  un  cylindre  de  révolution  vertical.  Intersection,  points  à 
tangente  horizontale.  Ombres  propres  du  cône  et  du  cylindre,  les  rayons  lumineux  étant  parallèles  à  une  direction  donnée. 
Ombre  portée  par  l'une  des  surfaces  sur  l'autre. 

5050.  — On  donne  un  cylindre  vertical  de  révolution  sur  lequel  repose  un  prisme  à  base  carrée  de  même  axe  que  le 
cylindre.  Ombre  propre  du  cylindre.  Ombre  portée  par  le  prisme  sur  le  cylindre  (rayons  lumineux  à  45'^). 

5051.  —  Même  problème  en  remplaçant  le  prisme  par  im  second  cylindre  de  révolution  de  même  axe  que  le  premier. 

5052.  —  Ombre  de  l'écueUe, demi-sphère  creuse,  éclairée  par  des  rayons  lumineux  de  direction  donnée.  Ombre  portée 
par  le  bord  supérieur.  Nature  de  la  courbe  d'ombre,  à  priori. 

5053.  —  Ombre  au  soleil  d'une  sphère  sur  une  autre  sphère. 
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1851.  —  On  donne  deux  circonférences  OelO'qui  secoiipenlcn  B  cl  C,  on  joint  un  point  \  de  la  circon- 
férence 0  à  B  et  C,  et  on  détermine  ainsi  sur  0'  les  points  B'  et  C. 

Trouver  le  lien  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  A  sur  B'C  ainsi  que  l'enveloppe  de  B'C 
Voir  ce  que  deviennent  ces  courbes,  quand  les  cercles  0  et  0'  sont  orthogonaux  ou  tangenls. 
Klude  géométrique  de  la  question. 

G.  Lacii,  à  Denain. 

1852.  —  iJe  l'eau  étant  placée  dans  un  vase  qu'on  supposera  protégé  contre  tout  échange  de  chaleur  avec 
le  milieu  ambiant,  on  y  fait  passer  biillc  a  bulle  de  l'air  sec  pris  à  la  pression  H  et  à  la  température  ï  et  qui 
se  sature  d'humidité  en  traversant  le  liquide.  Ecrire  une  relation  enlre  la  masse  d'eau  M  contenue  à  un  moiucnt 
donné  dans  le  vase  et  sa  température  t.  Calculer  à  1»  près  la  température  la  plus  basse  que  l'eau  puisse 
atteindre,  à  l'aide  des  données  numériques  suivantes  : 

II  =  760°"»,    T  =  lo».     Chaleur  spécifique  de  l'air  :    C  =  0,237. 
Densité  de  la  vapeur  d'eau     ô  =  0,625.     Chaleur  de  vaporisation  de  l'eau     X  =  606,5  —0.605  t. 
Forces  élastiques  maxiuia  de  la  vapeur  d'eau  de  degré  cv  degré,  de  0°  à  10%  en  millimètres  de  mercure  : 
4,0  ;  4,9  ;  5,3  ;  o,7  ;  6,1  ;  0,5  ;  7,0  ;  7.5  ;  8,0  ;  8,6  ;  9,2. 
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SUR  UNE  TRANSFORMATION  GÉOMÉTRIQUE 

ÉTUDIÉE   PAK   l'emploi  DES   IMAGINAIRES 
par  M.  A.  Durand,  professeur  au  lycée  Saint-Louis. 


1.  —  Soient  Ox,  Oy  (li^^   1)  deux  axes  rectangulaires,  et  sur  Ox  deux  points  F  et  F'  symétriques 

par  rapport  à  0. 

Soit     OF  =  —  OF'  =  c.      Désignons   par  :;   le  nombre 

complexe,  affixe  d'un  point  M  du  plan,     z  =  .i-^iy,     et 

par  Z  Taffixe  d'un  autre  point  P,     Z  =  X  +  iY.     Faisons 

correspondre  le  point  P  au  point  M  par  la  transformation 

1   /         c'- 


(1) 


Z  = 


Fig.  1. 


la  relation  entre  Z  et  z,  mise  sous  forme  entière,  est 

(2)  z^  —  rzz  -+-  6-2  =  0. 

A  tout  point  M,  (:;),   sauf  au  point  0,  correspond  un 
point  P  et  un  seul.  Inversement,  P,  c'est-à-dire  le  nombre 
complexe  Z,  étant  donné,  il  existe  deux  valeurs  de  z,  soient  z'  et  ::",  racines  de  l'équation  (2),  et  par 
suite  au  point  P  correspondent  deux  points  M'  et  M". 
Entre  z'  et  2"  existent  les  relations 

(3)  z'  -h  z"  =  2Z, 

(4)  z'z"  =  cK 
La  première  exprime  que  : 

Théorème  I.  —  Le  point  V  est  te  milieu  de  M'M"  (fig.  1). 
La  seconde  exprime  que  : 

Théorème  II. —  Les  vecteurs  OW,  OM"  sont  inverses  l'un  de  l'autre,  la  puissance  étant  OF'  :  c'est- 
à-dire  que  le  produit  des  modules  OM'xOM"  est  égal  à  OF",  et  que  les  arguments  sont  égaux  et  de 
signes  contraires  ;  OF  est  donc  bissectrice  intérieure  de  l'angle  M'OM", 

La  transformation  par  laquelle  on  passe  de  M'  à  M",  ou  inversement,  est  une  inversion  (pôle  0, 
puissance  c'-),  suivie  d'une  symétrie  relative  à  Ox. 

L'équation  (2)  peut  s'écrire,  en  ajoutant  Z-  de  part  et  d'autre, 

yj  -  à  =  Z2  —  r/.z  +  :;-  =  (Z  —  z)\  ou  (Z  -  c)(Z  -h  c)  =  (Z  —  zf, 

équation  entre  des  quantités  complexes,  qui  se  décompose  en  deux  autres  : 
équation  entre  les  modules  : 

(5)  PF  X  PF  =  PM''  =  P>F'  ; 
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équation  entre  les  arguments, 


(6) 


1 


arg.  (Z  —  c)  -^  arg.  (Z  h-  c)  =  2  arg.  (Z  —  z')  -\-  "ikr., 
(angle  PF  +  angle  PF')  =  angle  PM'  +  H  =  angle  PM"  -I-  /t-, 


ce  qui  équivaut  à    ^ 

les  angles  étant  ceux  que  les  vecteurs  font  avec  Or.  Cette  dernière  relation  montre  que  M'  et  M"  sont 
situés  sur  la  bissectrice  intérieure  de  l'angle  de  PF  avec  PF'  (on  sait  déjà  que  M'  et  M"  sont  symétriques 
relativement  à  P) . 

2.  Théorème  III.  —  Il  y  a  donc  entre  le  groupe  de  points  F,    0,  F'  d'une  part,  et  le  groupe 
M',  P,  M"  de  l'autre  deux  relations  réciproques  très  remarquables  : 

1°     PM'  =  PM"  =  v/PF  X  PF'    et    OF  =  OF'  =  VOM'xOM'T 

20  M'M"  est  bissectrice  intérieure  de  l'angle  FPF',  et  de  même  FF'  est  bissectrice  intérieure  de  l'angle 
M'OM". 

Théorème  IV.  —  M',  M",  F,  F'  sont  sur  un  cercle,  et  relativement  à  ce  cercle,  les  cordes  M'M",  F'F 
sont  conjuguées  ('). 

Traçons  en  effet  le  cercle  M'FF'  (fig.'i)  et  soit  R  le  point  où  OM'  prolongé  coupe  ce  cercle.  On  aura, 

entre  les  longueurs  des  vecteurs,  la  relation 
OM'xOR  =  OF'xOF. 

Donc  les  longueurs  OM  "  et  OR  sont  égales  ;  les 
points  R  et  M"  sont  symétriques  relativement  à  Oy, 
et  le  cercle,  qui  a  son  centre  sur  0;/  (puisqu'il  passe 
en  F  et  F'),  passant  par  R,  passera  aussi  par  M". 

Soit  de  même  S  le  point  où  OM"  coupe  le  cercle. 
Il  est  symétrique  de  M'  relativement  à  Oy.  Les  deux 
droites  RS  et  M'M"  secoupentsur  0»/,  en  un  point  I, 
0  et  I  sont  donc  conjugués  par  rapport  au  cercle. 


3.  Construction  géométrique  des  points  correspon- 
dants [fig.  2). 

P  étant  connu,  on  obtient  M'  et  M"  en  traçant  la 
bissectrice  intérieure  de  l'angle  FPF',  et  en  portant 
surcettebissectrice.de  part  et  d'autre  de  P,  lainoyenne 
géométrique  de  PF  et  PF'. 

Si  le  point  M'  est  donné,  on  trace  le  cercle  FM'F', 
et  Ton  mène  la  demi-droite  symétrique  de  OM'  rela- 
tivement à  Ox  ;  cette  demi-droite  coupe  le  cercle,  dont 
le  centre  est  sur  Oi/,  en  un  seul  point  M".  P  est  le 
milieu  de  M'M". 
Celte  construction  est  en  défaut  si  M'  est  situé  sur  FF',  mais  dans  ce  cas  on  opéreraainsi  :  on  pren- 
dra le  conjugué  harmonique  de  M'  relativement  à  F  et  F',  et  P  sera  le  milieu  de  .MM. 
5.  Nous  allons  étudier  quelques  propriétés  de  cette  transformation. 
L'équation  qui  la  définit  peut  s'écrire,  en  retranchant  c  de  part  et  d'autre, 


Fig.  2. 


^— t(--4-4 


(*)  Dans  le  Biillrlin  de  Malhématiques  Elémentaires,  M.  r.li.  Michel  a  publié  une  étude  géométrique  des  quadrilatères 
ayant  celte  propriété.  Plusieurs  résultats  obtenus  dans  cette  note  y  sont  déjà  formulés.  Mais  la  méthode  est  tout  h  fait 
différente. 

Depuis  l'envoi  de  la  présente  note,  M.  Micliel  en  a  publié  une  dans  le  u"  de  février  190'.i  de  la  Revue  sur  le  même  sujet. 
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c'est-à-dire 

(7) 
on  aura  de  même 

et  par  division, 

(8) 


z-c  =  ~{z-cr', 


^  +  c=  27(^  +  c)% 


Cette  équation  complexe  se  décompose  en  deux  autres  : 
équation  entre  les  modules, 

PF         /  WF  \i        I  M"F  \2 


PF 


M 'F' 


M  "F' 


équation  entre  les  arguments, 
d 


Fig.  3. 


-.  (angle  PF  — angle  PF')  =  angle  M'F  — angle  M'F'  +  A-t:, 

(les  angles  étant  toujours    ceux  que  les    vecteurs   forment    avec 
Oa?);  cette  équation  montre  que 

FPF'  =  2  FMF'  -V  Air  ; 
et  cette  égalité  a  lieu  pour 
M'  et  pour  M"  (/?^.  3). 

Ces  propriétés  permet- 
tent de  transformer  deux 
systèmes  de  cercles  : 

1°  Cercles  ayant  Oy  pour 
axe  radical,  F  et  V  pour 
points  limites  de  Poncelet  : 
un  de  ces  cercles  se  trans- 
forme en  un  cercle  du  même 
faisceau. 
PF 


Fig.  4. 


Car  si  P  décrit  un  de  ces  cercles,      ^^  —  r,     et  par  suite 


MF 

¥f 


j  =z  \jr\     le  cercle  que  décrit  P 


passe  par  le  centre  w  de  celui  que  décrivent  M'  et  M",  et  la  droite  M'PM"  passe  par  le  point  fixe  to' 
conjugué  de  w  relativement  à  F  et  F'  {fig.  4). 

2"  Cercles  ayant  Ox  pour  axe  radical,  et  passant  en  F  et  F'  ."  un  de  ces  cercles  se  transforme  en  un 
cercle  du  même  faisceau  (fig.  3). 

Si  M  décrit  un  cercle  passant  en  F  et  F',  l'angle  FMF' =  a  sur  un  arc,  et  a — n  sur  l'autre, 
donc  FPF'  =  2a  ou  2a— 2tc;  P  se  déplace  donc  sur  un  cercle  passant  en  F  et  F',  mais  il  ne  décrit 
qu'un  segment  capable  {àe  F  en  F')  quand  M'  et  M  parcourent  un  cercle  entier.  Ce  segment  est  celui  qui 
passe  par  le  centre  C  du  cercle  que  décrivent  M'  et  M". 

La  ligne  M'M  ,  bissectrice  de  FPF',  passe  par  un  point  lixe   [  situé  sur  Oy. 


6.  Revenons  aux  équations  (7)  et  (7')^ 


z-^  =  — (--^) 


Z  +  c  =  —  (2  +  c)-^  ; 


elles  donnent  entre  les  modules 


PF 


MF' 
20M' 


et 


PF'  = 


M'F' 
20M' 
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en  ajoutant,  on  obtient 
PF  +  PI 
la  relation  précédente  devient  donc 


PF  +  PF'  =r    '^^^^  -|-^F     ^  oj.  ^j/p2  _^  ^,,p,o  ^  2Q^^'2  ^  20F'  , 

i^OM' 


11)  PF^PF  =OM'-f      '^ 


OU' 

En  retranchant  au  contraire,  ou  obtient 

Wf'  —  ÂTf'        2ÔÏÏXPF 
(12)  PF— PF  = = ' 

H  étant  la  projection  de  M'  sur  Or. 

OH 

Or     -— —  =  cos  (a;OM'),     on  a  donc 
OM 

(12)  PF'  — PF  =  2ccos(a?OM'). 

Ces  relations  permettent  de  transformer  deux  autres  systèmes  de  courbes. 

1°  Ellipses  ayant  F  et  F'  pour  foyers.   Il  leur  correspond  des  cercles  ayant  0  pour  centre.     Car  si 

PF  -f-  PF'  =  2a,     on  a     OM'  -+-  -— rj-  =  2a  ;     M'  et  M''  décrivent  les  cercles  dont  les  rayons  sont  racines 

a-  —  b' 

de  x-\ =  2a. 

:r 

Ces  rayons  sont      a — b     et      a-\-b,      et  les  cercles  sont  bien  connus  sous  le  nom  de  cercles  de 

Chastes. 

2°  Hyperboles  ayant  F  et  F'  pour  foyers.  Il  correspond  à  chacune  d'elles  deux  droites  issua  de  0, 

qui  sont  précisément  ses  asymptotes.  Car  si     PF  —  PF'  =  2rt,     on  aura     cos  (xOM')  =  — 

Dans  le  premier  cas  la  droite  PM'  est  normale  à  l'ellipse,  dans  le  second  cas  elle  est  tangente  à 
l'hyperbole;  dans  les  deux  cas,  sa  longueur  est  moyenne  géométrique  entre  celles  des  rayons  vecteurs 
de  P. 

7.  Reprenons  encore  les  équations 

1   aFf'  „,      1  Wf' 

PF  =  —  — -_  ,  PF'  =  — 


2    OM'  2    OM' 

1   /  M'F.M'F'  \- 

et  multiplions  membre  à  membre  :  nous  trouvons     Pl'.PF'  =  -7- (  ; —  1  • 

4  \      OM        / 

Remplaçons  20M'"  en  fonction  de  M'F'  et  M'F''    par     IV1'F"-+- MF''  —  2c%     et  prenons  les  inverses, 

1         _      i  _1 2c- 

2P F .  PF'        j^,  -        ^/^        j^ 2 .  -^r-  ' 

divisons  par  2c-  et  retranchons  de    -7—-   les  deux  membres,  l'équation  se  met  sous  la  forme  : 

4c* 

_i_r  1  1     "I  _  /  1  1    \  /    1  1 

Si  le  produit  PF.PF  est  une  constante  quelconque,  le  litm  de   M'  et  de  M"  osl  une  courbe  du  qua- 
trième degré  (quartique  bicirculaire). 

Mais  un  cas   très  intéressant  est  celui  où     PFxPF'  =  c-,     car  le  lieu  de  .M'  et  de  M'  est  formé 
de  deux  cercles,  ayant  F   et  F'  pour  centres,  et  c\/î  pour  rayon  ;  d'ailleurs 

PM'  =  PM"  =  v/pFTFF'  =  c. 
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Le  lieu  de  P  est  la  lemniscate  qui  a.  F  et  F' pour  foyers  (/?r/. 5).  On  retrouve  ainsi  la  description  connue  de 

la  lemniscate  par  un  système  articulé 
formé  de  trois  barres  :  en  effet  F'M", 
FM',  M'M'  sont  constants,  et  respecti- 
vement égaux  à  cs,^^,  c\Jt  et  2c,  et  le 
point  P  est  milieu  de  M' M".  On 
peut  prendre  comme  position  initiale 
du  système  deux  côtés  opposés  Fm', 
^  F'm",  et  la  diagonale  m'rit"  du  carré  dont 
FF'  est  la  seconde  diagonale.  Si  l'on 
déforme  ce  système,  articulé  en  m'  et 
m",  F  et  F'  étant  fixes,  le  milieu  de 
m'm"  décrit  la  lemniscate  qui  a  F  et 
F'  pour  foyers. 

8.    Propriétés  de   la  transformation 
relatives  aux  tangentes. 
Line  transformation  définie  par  une  équation    Z  =  /{:)     a  la  propriété  de  conserver  les  angles.  On 
peut  le  démontrer  aisément  dans  le  cas  particulier  que  nous  étudions. 

Supposons  que  ;'  soit  fonction  d'un  paramètre  t  :     z'  =  a(t')-^  ih(t);     on  aura 

Z  =  z'-^z",  avec  z'z"  —  a^. 

Z  est  donc  aussi  une  fonction  de  t.  En  dérivant  ces  équations  par  rapport  à  ^,  on  a 


Fie. 


dZ 

dt   ~ 

dz'  dz' 
dt  -+-    dt 

dZ 
dt 

=  0- 

z"  X    dz'    _ 

:.'  /    dt 

0=  z" 


dz^ 

lit 


dz" 


ce  qui  donne 

(14) 

Or  soit     ;'  =  re^',     log  z'  =  logr  +  iO,     et 


„     d\os,z'  .  log  s' 

:")  S—  =  iW'M'd      " 


dt 


dt 


dlogz' 


I     dr 


du 


dt  r     dt  dt 

dz 
Le  vecteur    -^,     porté  par  la  tangente  à  la  courbe  que  décrit  M'  (dont  l'affixe  est  :'),  est  donc  le 


produit  du  vecteur  r'  par 


1    dr 

r    dt 


dH 
H 


Cela  exprime  que  ce  vecteur  est  la  résultante  de  deux  vecteurs,  l'un      ;'x  — X— ,        l'autre 

dt  r 

=  X  -^X^-     Le  premier  est  porté  par  l'axe  OM'  ;  en  prenant  OM'  comme  sens  positif,  sa  mesure  al- 

gebrique  ast  OM  .  —^  =  —  ^car  OM'  =  r)  ;  l'autre   est  porté  par  l'axe  mené   par    M'   faisant  l'angle 

-H—      avec  OM',  sa  mesure  algébrique  est  r 

^  dt 

Or  Téquation  (14)  exprime  que  le  vecteur  — ^   est  la  résultante  de  deux  vecteurs,  l'un  2PM'  — |-' 

dt  rdt 

porté  sur  l'axe  PM'  (dans  le  sens     PM'  si  -4-  >  0),     l'autre  2PM'  -^  porté  sur  l'axe  PC  (lui  fait  avec 

rdl  dt 


PM'  l'aneie    h — ^ 
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11  en  résulte  évidemment  que  ; 

Théorème  V.  —  L'angle  de  la  tangente  en  P  avec  PM'  est  égal  à  l'angle  de  La  tangente  en  M'  avec 

OM',  el  de  même  l'angle  de  la  tangente  en  P  avec 
PM"  est  égal  à  l'angle  de  la  tangente  en  M"  à  la 
courbe  que  décrit  M"  avec  OM"  (fig.  6) 

Donc  si  deux  courbes  se  coupent  en  un  point 
M'  sous  l'angle  V,  les  courbes  transformées  se 
coupent  au  point  P  sous  le  même  angle. 

Application.  —  Nous  avons  vu  que  le  système 
S,  des  droites  issues  de  0  se  change  en  un  sys- 
tème d'hyperboles  ayant  F  et  F'  pour  foyers,  et 
que  le  système  S2  des  cercles  ayant  0  pour  cen- 
tre se  change  en  un  système  d'ellipses  ayant  F  et  F' 
pour  foyers. 

Or  les  systèmes  S,  et  S2  sont  orthogonaux. 
On  retrouve  donc  la  propriété  connue  que  les  el- 
lipses et  hyperboles  homofocales  forment  deux 
systèmes  orthogonaux. 

Mais  on  peut  remarquer  aussi  que  les  cour- 
bes qui  coupent  sous  un  angle  constant  les  droites 
du  système  Si  ou  les  cercles  du  système  Sa  sont 
des  spirales  logarithmiques,  superposables  les  unes  aux  autres  par  une  rotation  autour  de  0  (puisque 
les  cercles  du  système  S2  admettent  cette  rotation),  ou  par  une  homothétie  dont  le  pôle  est  0  (puisque 
les  droites  Si  ne  changent  pas  par  cette  homolhétie).  On  peut  donc  énoncer  : 


Fig.  G. 


Théorème  VI.  —  Les  trajectoires  sous  un  angle  constant  V  des  ellipses  ou  des  hyperboles  ayant  F 
et  F'  pour  foyers  sont  les  courbes  déduites  de  ces  spirales  logarithmiques  par  la  transformation  qui  vient 
d'être  étudiée  {'). 

Le  calcul  des  coordonnées  d'un  point  est  facile  :  l'équation  en  coordonnées  polaires  de  la  spirale 
est  r  =  çe")-''o)m  ^^.^  rayon  vecteur,  0,  angle  polaire,  ')„,  constante  arbitraire,  m,  constante  qui  dépend 
de  l'angle  V);  or     z  =  re'" . 

Donc  :'  =  ce'"-""""^'",  z"  =  ce' 


el 


,,/,-|fl-Oo)»i-'(l 


Z  =  _  cre'"-"»""  X  (cos  0  -h  i  sin  0)  +  e->'n-««"»  x  (cos  0  -  (  sin  0)] 


-l 


X  cos  0 


sinO 


=  r|chm(0— OJxcosO  -V'  sh  )n(0 -9o) X  sin  6]. 
Les  coordonnées  d'un  point  de  la  trajectoire  sont  donc,  on  fonction  du  paramètre  ^  : 

\  =  c  cos  0  ch  w(0  —  Oj,  Y  =  c  sin  0  sli  m(0  —  OJ. 


(*)  Ce  tiiéorème  a  dé,j<i  été  établi  précédemment  par  l'auteur,  voir  Revue,  n"  d'octobre  1909,  p.  315. 


N.  d.  I.  R. 
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Concours  de  1909. 


1787.  —  l'Jtant  donnée  la  fonction     y  =  yx'^[x  —  6)    de  la  variable  réelle  x 
1.  Etudier  les  variations  de  cette  fonction  et  les  représenter  par  une  courbe. 


'i.  Calculer  l'intégrale  indéfinie    I  ydx 


3.  Soit  ¥{x)  l'une  quelconque  des  fonctions  primitives  de  >/  : 
Trouver  trois  constantes  P,  Q,  R,  telles  que  la  fonction 

<ï.(.r)  =  F{x)  —  Px^  —  Q.r  —  R  L  la?l 
reste  finie  lorsque  x  devient  infini,  et  prouver  qu'il  n'y  a  qu'un  seul  système  de  valeurs  des  constantes  P,  Q,  R 
satisfaisant  à  cette  condition. 

Nota.  —  La  notation   L  1.î|  désigne  le  logarithme  népérien  de  la  valeur  absolue  de  x. 

4.  Les  constantes  P,  Q,  R  étant  celles    qui  satisfont  à   la   condition   précédente,   et  F(.x)  désiqnant   la 

/"■^  .  , 

fonction     F(a?)  =    /     ydx,     déterminer,  d\ine  manière  précise,  ce  que  devient  la  fonction  '!'(./•),  lorsque    x 

devient  infini. 

1.  —  La  fonction  proposée  s'écrit 

-1  -L 

y^x^  [x—Q)  ^  ; 

elle  est  définie  depuis    — oo     jusqu'à     -hoo  ,     nulle  pour    .r  =  0    et  pour     r  =  6,     négative  avant  la 

valeur  6  et  positive  ensuite.  Sa  dérivée  est 

-")        __L  1  1         ---  --L 

y'^—x      3  (a?-6)  ==  +  —  a?   3  (a:  — 6)      », 

O  o 


ou 


y 


X  ~k 


2(x'-  6)+ g? 

3Var(a-  —  6p~  "^    yx{x  —  6)^  ' 


elle  change  de  signe  pour  .t  =  0  et  pour  ar  =  4;  elle  est  positive  de  — oo  à  0,  négative  de  0  à  4, 
et  positive  de  4  à  -hx  .  Si  on  remarque  en  outre  que  pour  a?  =  0  et  a;  =  6  la  dérivée  est  infinie, 
puis  que  pour  x  =  \,  y= — 2  V4,  que  pour  a?  =  dz  oo  ,  y  =  ±  oo  ,  on  peut  tracer  de  suite  l'allure 
générale  de  la  courbe  qui  représente  les  variations  de  la  fonction. 

On  précise  cette  forme  en  cherchant  l'asymptote.  Pour  obtenir  celle-ci,  il  suffit  de  mettre  y  sous 

la  forme 

et  de  développer  le  second  membre  en  série,  pour  les  grandes 
valeurs  de    x.    La  formule    du    binôme  s'applique  alors    à 

6\i- 


(-7) 


»    et  donne 


X         x^ 

40     1 

3     x^ 

on  a  donc  de  suite 

4 

V  =  a7— 2 

X 

40     1 

3     X' 

L'asymptote  est  la  droite     y  =x  —  2;     elle  est  au-des- 
sous de  la  courbe  à  gauche  et  au-dessus  à  droite.  Rien  n'est 
plus  aisé  dès  lors  que  de  tracer  la  courbe,  avec  une  appioximalion  suffisante.  Cette  courbe  est  une 
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cubique  unicursale,  qui  a  un  point  de  rebroussement  à  l'origine.  Cette  remarque  va  Hre  utilisée  de 
suite  et  guider  notre  marche  dans  la  seconde  partie. 

2.  —  Pour  calculer  fydx,  il  nous  suffit  d'exprimer  x  et  y  rationnellement  à  l'aide  d'un  paramètre. 
A  cet  effet,  posons     y  =  tx  ;     nous  aurons  de  suite 

,,  ^  6  .  6f  ^  mHt 

Px  =  .r  —  6,  X  = ;  puis,  y  = »  dx  = — . 

i  —  P'  ^     '  •'        {  —  V  \  —py 

L'intégrale  cherchée  devient  alors 


F( 


J  J  i^  —  t'y'  6.18      J  (1  —t'y  ' 


Intégrons  par  parties,  en  prenant    u  =  t,     dv  =  — -;     nous  aurons 

F{x)       i        t  i    r     dt 


~   6    (1  -PY  ~1  j  Jî 


6.18         6    (1  -PY        6  .;    (i-t'y 

'dt 


j{i-Py-J       (1-/3)2       '  j   (i_/3)2  -  J   4_<3  -^  j   (i_ 

/Pdt 
,     nous  obtiendrons  de  même 
[i-t^y- 

r  t.t'dt    _  1      /         i    r  dt   . 
j  (1-/3)2  -  y  1  _  p  ~~  y  J  i_<3  ' 

par  conséquent,  en  appelant  J  l'intégrale       |  -^j -,     la  fonction  F(.r)  s'obtient  par  la  formule 


'"(^'        '       '    '    -j+lj. 


18  (l  —  t'y       ^    [-P  :J 

Reste  à  calculer  .1.  Pour  y  parvenir,  il  n'y  a  qu'à  décomposer  — enfraction.s  élémentaires. 

Ce  calcul  se  fait  immédiatement  et  donne 

1  1  '2-ht  . 


i-p        3(1-  t)        3(l-f-<-t-0 
et  l'on  a  ensuite 

J  -   r    dt  r    (2  +  t)dt 

~  j   3(1  -i)  ^  j    3(l-Ff-h/2)  ' 
La    première    de    ces    intégrale.-^    est    immédiate  ;    la    seconde    s'obtient    aisément    on    posant 

1         v/;^" 

<  +  -r  =  -  —7-'     et  finalement  on  trouve 
2  2 

i-=-~L{l-t)^yLH^z'^)^-^    avcyçrz. 

2<4-l 
Comme    ::  = — ,     ceci  s'écrit 

1   ,  .         .        1   .  ,.  ».         1  2/^1 


J  =-— L(l-/)  +  — L(li- /+/-)-+-  ^:r    arc    tg 


toujours  à  une  constante  près. 

2  F(x) 

Itemplaçons  enfin     —  -77  •!  par  sa  valeur  dans      -     /  ,       nous  aurons  définitivement 

3  ib 

V(x)  t  t  "2  1  2  2/  -^  1        , 


/  X  —  6 
Il  serait  facile  (le  revenir  à  r  en  remplaçant  dans  cette  expression  /  par       %/ ,     mais  il  est 
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préférable  de  garder  la  forme  précédente,  (|ui  est  plus  commode  que  celle  (jue  l'on  obtiendrait  ainsi. 

3.  —  Nous  avons  vu  dans  la  première  partie  que  y  se  déveloi)pe  en   série  pour  les  valeurs  de    x 
telles  que    |  j-  |  >  G    et  nous  avons  trouvé 

4         40     1 

x^                       ,      ,         40    1 
par  suite,  F  (a;)  =  G  H-  —  —  2.x-  —  4L  |  .r  |   -t-  — h  •  •  ■  ; 

donc  la  fonction  'l'(.r)  =  V{x) — • -^  2.r -t- 4F^  t  x  \  reste  finie  (juand  x  devient  inlini. 

Il  n'existe  pas  d'autre  système  de   valeurs  des  constantes  P,  Q,  R  que   les   valeurs      — >         —  ^, 
—  4  ;     car,  s'il  y  en  avait  un  autre,  la  fonction  correspondante  4>,  [x)  serait  donnée  par 

^,{x)  =  ^[x]  -h  (P  -  P,)x^-  -^  (Q  _  Q,).x  -V  (R  -  ROL(.z-) 
et  deviendrait  infinie  avec  a:;,  puisque,  si  une  seule  des  constantes     P  —  l\,     Q  —  (Jj,     R  —  H,     n'eslpas 
nulle,  le  trinôme  (P  —  P,)a;-  -h  (0  —  Qi)j?  H-  (fî  —  Hi)!^  |  r  |  devient  infini  avec  x. 

Pour  apercevoir  ce  dernier  point,  il  suffit  de  raisonner  de  la  façon  suivante  :  supposons  d'abord 
P  —  P,  ^  0,     le  trinôme  peut  s'écrire 

x-^[p-P.4-(Q-Q.)^+(H-R.)^^'j'   ]> 

1  L  I  .T  I  i 

et  comme      —  et   — — —     tendent  vers  0  avec     — »      il  est  visible  que   le    trinôme    devient  infini 

X  X-  X 

avec  X  et  prend  la  forme  x-(P  —  P,  -h  -), 

£  étant  infiniment  petit  ;  supposons  ensuite  P  —  P,  =  0  et  Q  —  (Ji  =;£  U,  alors  nous  avons  de  même 
la  forme  x[Q  -  Qj  +  s),  qui  montre  que  cette  quantité  devient  infinie  avec  x;  enfin,  supposons  que 
P— Pi  =  0,  U— Qi  =  0  et  que  R  — R,  ^0,  le  trinôme  se  réduit  à  (R  —  Ri)L  |  a;  |  qui  devient 
aussi  infini  avec  x. 

Pour  que    <ï>i(.t)    reste  fini,  quand    r    devient  infini,  il  est  donc  nécessaire  que     Pi  =  P,     Qt  =  Q» 
Kl  —  R,     et  la  troisième  partie  est  entièrement  démontrée. 

4.  —  Pour  trouver  la  quatrième  partie   en  gardant    la  variable    l,  nous   remarquons   que,    pour 

a,-  =  3,     /=— 1,      et  que,  pour     x  —  ce  ,     t  =  [.     La  fonction      F(.t)  =    /    ydx    est  donc  celle  des 

fonctions  F(.r)  que  nous  avons  calculées,  et  qui  s'annule  pour  /  =  —  1;  elle  a  pour  expression  en 
fonction  de  / 

Fjx)   _  t t  J_       (1  —  tf  i2  2<-t- 1        _l _2_     , ^ 

18     -    (l-O-   ~"   3(1  -  l')  ^~9  i-t'     ~  3v'3    ^'^  ^       v/3      "^  12         9      "        9/3  ' 

Nous  aurons  -j-^  en  ajoutant  à  cette  fonction  le  trinôme —-  H-  -pr  -t-  tt  M'^K 

1  2  2,6 

ou ^ — h  —— h  -TT-  L 


(1  —  Py         3(1  —  t^)         9       i  —  f 

Ge  calcul  se  fait  aisément  et  nous  donne 

^[x)  .t—\  2—  <  1        /  1  —  /  \3         2  ^     2f  + 1  1  2 

-t-  -TT  L I  —  -— ^  arc  tg  — -= [-  -—■  ^  —-  Là 


18     -  {i-f^y^         -àii-t^)         9       \1-Pj        3,r3  °      v/3  1-2         9  9s/3 

La  partie  rationnelle  se  réduit  sans  peine,  le  facteur    [t  —  iy    disparait  haut  et  bas,  et  cette  partie 

devient  — ; -i 

3(1  -h  <  -+-  r^)- 
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par  conséquent,  pour  r  infini,  c'est-à-dire  pour  /  =  1,  on  a 

<,.(.)    ^     t     _  ^  ^3 


IH  12         0  3/3 

La  constante  demandée  est  donc 

Iteinarque..    —  On   peut  parvenir  autrement  au   résultat  trouvé  antérieurement  :  on  peut  d'abord 
déterminer  la  partie  algébrique  de  l'intégrale,  puis  la  partie  transcendante  se  calcule  après  sans  difficulté . 
A  cet  effet,  remarquons  que  l'intégrale  ¥{x)  ne  renferme  aucune  partie  entière  en  /,  autre  qu'une 
constante  ;  la  partie  entière  cherchée  est  donc  de  la  forme 

ai^  -+-  bt'*  -f-  cl^  H-  rf<-'  4-  e/  -H  /• 

(1  -  ef 

et  nous  déterminerons  les  constantes  a,  h,  c,  d,  e,  /'  en  dérivant  cette  expression,  la  retranchant    de 

— —-  et  ex[)rimant  que  cette  différence  ne  contient  plus  que  (l  — /')  au  dénuniinateur. 

(1  —  l')-^ 

Le  premier  calcul  nous  donne 

6al'  +  Ul^  -t-  3c/-  -h  2(//  +  e        Qt'^Çat^ -^  bt' -] ). 

(  1  —  /^j-  (l  —i-^r 

nous  avons  donc  à  exprimer  que  le  polynôme 

/■  —  iM-(al'  -\-bl''  -\ )  — (1  —  <5)(5tt^' +  4/»/'' ^  ■■■) 

est  divisible  par     (1  —  l\f-. 

Faisons     P  =  I  ;     nous  aurons 

i —6l'-{at' -^  bt -^c -^-di- -hel^  f),  puis,  i  —  ikit —  {\b —Hcl^  —  6dl  —  (i-;— 6/V-; 

ce  polynôme  doit  être  identiquement  nul,  ce  qui  donne     f  =  — c,     d  =  —a,     et    66-r-6e  =  I. 

Remplaçons  f  et  d  par  leurs  valeurs  et   divisons  le  polynôme  indiqué  par      1  —  (\       il   nous 
restera 

Hnt'  -+-  Gct^-h-Qbl^  —5a/*  -  Ut'  —  3ct--h2al  — e,  ou  al' -h'-lbi'  -hSct' ^  îat  —  e. 

Ce  polynôme  doit  être  divisible  aussi  par     1  —  /\     c'est-à-dire  que  le  polynôme 

a<-t-2^-f  3c<2+isJa<— ^ 
doit  être  identiquement  nul,  ce  qui  donne     <i  =0,     c  =  0,     e  =  îLb  ;  comme  d'autre  part     (jô-htie  =  I, 

1  2 

nous  voyons  que     b  =  —     et     e  =  —  • 

La  partie  rationnelle  est  donc,  pour     — ^ — ,     ,     et  pour     t (,»•),     -^ -• 

^6.18         18(1  —  i'f  ^  ^   '       (1-/^)2 

Ce  résultat  concorde  bien  avec  celui  qui  a  été  trouvé  dans  la  première  solution. 

Quant  à  la  partie  transcendante,  nous  en  aurons  la  dérivée  en  simplifiant  le  polynôme 

«(*  -t-  '^bt^  -h  3c/2  4-  "ial  —  e 

2  ¥{x) 

et  le  divisant  par     1  —  /^     Nous  trouvons  ainsi —■      La  partie  transcendante  de      -~-,      est  donc 

18  0.18 

fournie  par  l'intégrale      —r—  \ ,     résultat  conforme  aussi  à  celui  déjà  trouvé. 

lo  ^/    1  —  /•* 

nonnes  solutions  de  MM.  G.  Lacii,  à  Denain  ;  Sai.leiion,  conducteur  des  ponts  et  chaussées  à  .\Ibi;  G.  Koicry,  à  Keims  ; 
AuuLAiiL),  il  lUiines. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  K.  Ma.^en,  ii  Aibi  ;  Koussi;\i,  à  Landrecies ;  G.  I)i:i'i;rbois  ;  .1.  Thomas,  à  Lyon  ;  A.  Gom- 
lois,  à  Uouiii. 


1788.    —  On  considère  une  hélice  (H)  tracée  sur  un  cylindre  de  révolution  ayant  0-  pour  axe.  Soit 
Il   le  rinjtni  du  cercle  de  base  et  h  le  pas  réduit,  c'esl-n-dire  que  ^-Ji  est  la  longueur  interceptée  par  deux 
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ftpires  coinécittives  svr  toute  qéminitr'ice  du  cijlindre.  Sur  l'hélice  (H)  on  prenrl  drn.r  points  L  ri   .N\  et  l'on 
considère  le  centre  de  grrtinté  G  de  l'arc  LN  supposé  homogène. 

I  .  On  suppose  que  l'arc  l-N  varie  en  conservant  le  même  milieu   M. 

Démontrer  que,  dans  ces  conditions,  le  point  G  décrit  une  droite  rencontrant  normcdement  i)z. 

2.  On  demande  le  lieu  du  point  G,  quand  l'arc  LN  varie  de  telle  manière  que  là  corde  LN  reste 
parallèle  à  un  plan  fixe  quelconque . 

3.  Appelons  (S)  la  sur/ace  lieu  du  point  G  lorsque  \j  et  N  vaillent  arbitrairement  sur  l'hélice. 
Montrer  que  le  plan  langent  en  G  à  la  surface  (S)  n'est  autre  que  leplan  -  mené  par  les  extrémités  L,  N 
de  l'arc  et  par  son  niilieu  M. 

Comment  varie  ce  plan  tangent  lorsque  l'arf  varie  en  consrronnt  le  même  milieu? 

4.  On  suppose  que  chaque  élément  de  l'arc  LN  attire  un  point  fixe,  P,  proportionnellement  à  la  dis- 
tance r  de  ce  point  à  l'élément  et  proportionnellement  à  la  longueur  ds  elle-même,  en  sorte  que  l'attrac- 
tion exercée  par  l'élément  ds  sur  le  point  P  a  pour  expression  [xrds,  oii  n  désigne  une  constante  positive. 

On  demande  de  dém,ontrer  que  les  attractions  exercées  sur  le  point  P  par  l'ensemble  des  éléments  ds 
ont  pour  résultante  une  force  finie   F   dirigée  vers  le  point  (î. 

Dire  quelle  est  l'expression  de  cette  résultante  F. 

b.  Avec  quelle  vitesse  faudrait-il  lancer  le  point  P,  à  partir  du  point  L  pour  qu'il  décrive,  sous  l'in- 
fluence de  la  force  F,  le  cercle  Q  qui  a  pour  centre  le  point  G  et  qui  passe  non  seulement  au  point  L,  mois 
encore  au  point  N  '? 

Supposons  quo  l'axe  des  x  rencontre  l'hélice  en  un  point  A  et  que  le  sons  de  rotation  de  Ox  vers 
Oj/  corresponde  nu  sens  ascendant  de  l'hélice.   Alors  les  équations  paramétriques  de  l'hélice  sont 

.1  =  a  cosi).  )/  ~  ((sin  0.  :,  =  /^O. 

L'hélice  est  une  courbe  identique  à  elle-même  en  toutes  ses  parties.  Kien  ne  dislingue  le  point  A 
de  tout  autre  point.  Nous  pouvons  donc  prendre  pour  milieu  de  l'arc  LN  le  point  A,  c'est-à-tlire  placer 
le  point  M  en  A.  Comme  dans  l'hélice,  l'arc  est  proportionnel  à  0,  les  0  des  deux  points  L  et  N 
seront  égaux  et  de  signes  contraires,     —  'i     et     -h  0. 


La  longueur  de  l'nrc  LN  est  alors  égale  à       |        ds  —  !2\V/2-+. //-'O;      les  coordonnées  du  point    G 
seront  données  pai' 

•'i   I  ds  =     i  xds,  iji  j  ds  =     i  yds,  z^   j  ds  —     l  zds  : 

•J  t  ,  J  J  ,y 

les  limites  d'intégration  étant  toujours  égales  ù  —0  et    '   0.  Un  calcul  immédiat  nous  donne 

sin  0 
•■ï'i  =  '>  -^-y-'  ?/i  =  t),  :,  =  0. 

Le  point  G  est  donc  sur  la  normale  au  cylindre  au  point  A,   milieu  de  l'arc  LN. 

1°  Quand   L  et  N  varient  en  gardant  pour  milieu  le  point  A,  le  point  G  décrit  le  rayon  OA.   Il  est 

sin  0 
facile  de  voir  comment  il   varie  sur  ce  rayon;    au  départ,      — - —  =1,     le  point  G  est   en  A,  ceci 

arrive  quand  les   deux  points  L  et   N  sont  en    A  :    quand  les  points  s'éloignent  de  A,  0  augmente, 

— j —  diminue,   le  point  G  se  rapproche   de  0  :  pour     0  =  -,     le  point  G   est  en   0,  à  ce  moment, 

l'arc  JjN  recouvre  une  spire  tout  entière  ayant  pour  centre  le  point  A  (milieu),  l'^nsuite  le  point  (i  passe 
à  gauche  de  0,  ./',  devient  négatif,  grandit  d'abord  en  valeur  absolue,  puis  diminue  de  nouveau  et  le 
point  G  revient  en  0  pour     6  =  2r,     etc. 

n            A  ■        A         ,                         1     1^  ■    '     J              ^■'^1           6cos0— sinO, 
Pour  préciser  davantage,  prenons  la  dérivée  de  a?,,     ——  =  a , 

elle  s'annule  pour  les  racines  de  l'équation  très  connue     tgO  =  0. 
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La  première  est  0;  la  seconde,  i^  +  ^i,  a,  étant  positif  et  plus  petit  que  -^  :  la  troisième, 
5- +  a.,,  a,  étant  aussi  positif  et  plus  petit  que  —,  et  ainsi  de  suite  ;  la  (n  ^  [}'  est  n-^3„. 
Les  nombres  «i,  a..,  ...,  a„  augmentent  sans  cesse  et  tendent  vers  —,     assez  rapidement.  Le    point   G 

part  de  A,  marche   dans  le  sens  AO,  jusqu'au   point  Aj  d'abscisse  négative     a,  =  —a —,     qu'il 

atteint   pour     0=r-i-a|.     Puis  quand  0  croît  de     r -i- «i     à     ^r.-+-(X2,     le    point    (i    marche   dans  le 

sens  positif,  il  passe  au  point  0  pour  0  =  2-  et  s'arrête  au  point  d'abscisse  positive     o.,  =  a ~ 

2r.-+-  ot., 

11  retourne  en  arrière  et  repasse  à  gauche  de  0  pour    0  =:  3t:     et  s'arrête  au  point  d'abscisse  négative 

sin  a. 


0,  ^  —  a 


■,i-  -+-  y.. 

Il  oscille  perpétuellement  autour  de  0  et  les  amplitudes  des  diverses  oscillations  sont  de  plus  en  plus 
petites;  finalement  il  tend  vers  0. 

Si  on  appelle  L'  et  N'  les  projections  des  points  L  et  N  sur  le  cercle  de  section  droite  qui  passe  au 
point  A,  le  centre  de  gravité  de  l'arc  L'N'  coïncide  avec  la  projection  du  centre  de  gravité  de  l'arc  LN. 
Cela  résulte  de  la  formule  trouvée  pour  r,  ;  cela  résulte  aussi  de  ce  que  tous  les  éléments  de  l'hélice,  dx, 
font  le  même  angle  a  avec  le  plan  horizontal  et  que  l'élément  du  cercle,  dsi,  est  égal  à  dsi  =  rfscos^. 
Cette  remarque  permet  d'apercevoir  en  partie  par  des  considérations  géométriques  pures  les  oscillations 
du  point  G. 

2°  Quand  les  points  L  et  N  varient  d'une  façon  arbitraire  sur  l'hélice,  le  point  (i  décrit  la  surface 
engendrée  par  la  normale  au  cylindre  au  point  M,  c'est-à-dire  un  conoïde  droit  ayant  pour  axe  0:  et 
pour  directrice  l'hélice;  c'est  l'hélicoïde  droit,  la  surface  de  vis  à  tilet  carré. 

Cette  surface  est  engendrée  par  la  droite      —  =  tgO,     :.  =  ho  ;     elle  a  donc  pour  équation 

./ 

y  —  xigj-  =  0. 

Si  on  prend  maintenant  deux  points  L  et  N  quelconques,  de  paramètres  0,  et  0,,  les  coordonnées 

,         .   .  ,,         .                         sin  0,  —  sin  0,                                    COSO2  —  cos  0,                               0, -f- 0.,  . 
(lu  poml  G   soni  xq  =  a : ,  yn  =  —  a :(i  =  // • 

le  calcul  qui  les  fournit  est  le  même  (jue  celui  que  nous  avons  indiqué  au  début. 
Cela  posé,  considérons  la  corde  Li\  ;  elle  a  pour  paramètres 

n{cos^2  —  ces  0,  ),  r/(sinO.,  —  sin  '),)  et    li{Oi  —  '),)  ; 

en  exprimant  qu'elle  est  parallèle  à  un  plan  fixe,     u.r  -hvi/  +  ivz  =  0,     nous  avons  la  relation 

au(cos  %  —  cos  0|)  -h  rty(sin  b>  —  sin  '),)  -+-  hirip^  —'U)  ~  f^. 
on  —  nuyr,  -+-  ovxq    f  hw  —  0. 

Le  lieu  du  point  G  est  donc  la  courbe  d'intersection  de  l'hélicoïde,     y  —  t?  Ig  -r-  =  t^.     par  le  plan 

vx  —   «7  -f-    —  //•  =  0  ;       ce  dernier  plan  est  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  plan  donné. 

3"  Le  plan  tangent  en  G  à  l'hélicoïde  contient  évidemm'^nl  la  normale  au  cylindre  au  point  A  et  la 
tangente  à  l'hélice  qui  passe  en  G.  Le  pas  de  celte  hélice  est  constant  et  égal  à  h  ;  la  tangente  à  cette 
hélice  fait  donc  un  angle  do  plus  en  plus  petit  avec  O:,  ;'i  mesure  que  l'on  se  rapproche  de  0.  Les  varia- 
tions du  point  G  font  prévoir  celles  du  plan  tangenL 
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Si  on  pose    f{x,  y,  z)  =  y  -  x  Ig  j ,      le  plan  tangent  au  point  (x,,  y,,  z,)  a  pour  équation 

Or     y,  =  0,       :i  =  0,       fl^  =  -  tg  j  =  0,         /„,  =  1,         A',  = 
Le  plan  tangent  a  donc  pour  équation  y  —  :■  —  =  0, 


XI 

(i-Htg'- 

tt)^ 

X\ 

h 

h 

a 

sin  0 

■'-    h 

0 

-0 

et     -hO. 

a     sin  0 

■'    ses 

variations 

h         0 

h 

Il  est  facile  de  vérifier  qu'il  passe  aux  points  L  et  N  de  paramètres     - 

Son  coefficient  angulaire,  dans  le  plan  des  ?/z,  par  rapporta  oz  est     [^ 

ont  été  étudiées  antérieurement. 

Elles  se  résument  ainsi  :  quand  6  croit  de  Oà  --+-ai,  l'angle  du  plan  tangent  avec  0:  diminue 
depuis  l'angle  que  fait  la  tangente  à  l'hélice  avec  0:  jusqu'à  un  minimum  négatif,  il  passe  par  0  pour 
0  =  TT,  quand  le  point  G  arrive  en  0;  quand  0  croît  depuis  tt -F-  a,  jusqu'à  2-k  +  a,,  l'angle  avec 
0:-  diminue  en  valeur  absolue,  passe  par  0  pour  0  =  2~  et  atteint  un  maximum  positif  pour 
2n  +-  ao.  La  trace  du  plan  tangent  sur  le  plan  des  yz  oscille  autour  de  0-  et  a  des  oscillations  de  plus 
en  plus  petites  :  la  tangente  de  l'angle  qu'elle  fait  avec  Or.  admet  les  maxima  et  minima  que  voici  : 

(I  a     sin  ao  a     sin  «. 


h  II    ^u-f-ît.j  '*  h    4n:  +  a, 

a     sin  a,  a     sin  0(3  a     sin  «^ 

tg" ?i  =  -  T  — : — '  fg  'f  '  =  —  -r  o-  —  '  ^S  *:^  =  —  X 


//     --t-a,  ^   '  A    Sri-t-aj  '  Il    5Tt-ha„ 

4"  On  sait  que  quand  un  point  matériel  P  est  attiré  par  un  groupe  de  points  M/,  proportionnellement 
à  la  distance,  c'est-à-dire  suivant  la  loi  \i.mmurk  =  iJtmw/j^M/,,  tout  se  passe  comme  si  le  point  P  était 
attiré  par  le  point  G,  centre  de  gravité  du  système,  proportionnellement  à  la  distance,  la  masse  M  du 
système  étant  concentrée  en  G.  Dans  le  cas  actuel,  le  point  P  sera  attiré  par  le  point  G  suivant  la  loi 
[jlSPG,  s  étant  la  longueur  de  l'arc  LN. 

Pour  le  véritier,  nous  appellerons  M  {x,y,z)  un  point  quelconque  de  l'arc  LN  ayant  pour  milieu  le 
point  A  ;  l'attraction  émanée  de  l'élément  placé  en  ce  point  a  pour  expression  ixds.  PM,  et  ses  compo- 
santes sont  |ji(.T  —  a)rfs,  (Jt(j/ — '^)ds,  ix{z — y)ds, 

a,  ^  et  Y  étant  les  coordonnées  du  point  P. En  sommant  ces  expressions  depuis  —  0  jusqu'à  +  0,  nous  au- 
rons les  composantes  de  la  résultante  suivant  Ox,  Or/,  0:.  Nous  obtenons  ainsi 

^^V2'+"^  (2a  sin  6  —  2a6),  l^\/a'  -h  li^  (0  —  2^0),  ^^^^TT^i-'  (0  —  ^y  0), 

ou,  en  mettant    20^/a-  -h  A^  =  S     en  facteur, 

l^SCr,  -  a),  ,aS(,v,  —  ^),  }xS(z,  -  y), 

et  ceci  démontre  entièrement  ce  que  nous  avons  annoncé. 

5"  Si  on  lance  le  point  P  quelque  part,  avec  une  vitesse  initiale  Vq  donnée  quelconque,  ce  point  décrit 
une  ellipse  ayant  pour  centre  le  point  G  et  située  dans  le  plan  GPu,,-  Ce  sera  le  cercle  indiqué,  si  la  vi- 
tesse au  point  L  est  dans  le  plan  GLN,  perpendiculaire  à  GL  et  telle  que  le  centre  de  courbure  en  L  soit 

au  point  0.   On  devra  donc  avoir 

2 

m  -^^  =z  fxSLG,  (LG  =  R)  c'est-à-dire  Vf,  =  —  SRS 

R,  m 

expression  dans  laquelle  m  désigne  la  masse  du  point  P,  S  la  longueur  de  l'arc  LN  et  R  le   rayon    du 

cercle  ou  la  distance  des  deux  points  G  et  L. 

Bonne  solution  :  M.  G.  Foucry,  à  Reims. 

Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A.  Courtois,  à  Douai  ;  Grossetkte,  lycée  Saint-Louis;  Hugon,  lycée  Louis-le-Grand. 
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1790.  —  Une  huile  est  soiiffl<^e  avec  d".  l'air  en  prenant  un  liquide  dont  la  tension  superficielle  est  ex- 
primée par  le  nombre  29,4  dans  le  sifHème  C.  G.  S.  Le  volume  d",  cette  bulle  est  38cm3^5io  ^  /^  pression  exté- 
rieure est  7o,o  cenlimrtres  de  mercure  supposé  à  zéro  :  la  température  est  de  lo». 

On  demande:  I"  le  poids  en  rp-ammct  de  l'air  renfermé  dans  la  bulle  ;  2°  la  différence,  en  dynes  j)ar 
centimètre  carré,  des  pressions  supportées  par  les  faces  intérieure  et  extérieure  de  la  bulle  ;  3''  l'énergie 
totale  de  la  surface  de  In  huile  en  ergs  el  en  kilograni mètres  ;  4'>  ce  qu'il  arrivera  si  l'on  rient  à  chauffer  la 
bulle  de  15°  à  ï^  ?  Ecrire,  sans  chercher  à  les  résoudre,  les  relations  entre  le  rayon  R'  de  la  bulle  et  la  pres- 
sion de  l'air  intérieur  dans  ce  nouvel  état,  en  supposant  ce  qai  n'est  pas  erart)  que  la  tension  superficielle 
ne  varie  pas  avec  la  température . 

,\.  B.  —  Données:  poids  du  litre  d'air  normal.  l'~,29;  coefficient  de  dilatation  de  l'air.  0. 00366  :  on 
supposera  que  l'air  est  sec  et  que  c'est  un  gaz  parfait. 

1°  Soit  p  la  pression,  exprimée  en  centimètres  de  mercure,  de  lair  renfermé  dans  la  bulle.  La  masse 
de  cet  air  sera 

P           ' 
m  =  vn ——■> 

76    i-f-  L^a 
expression  dans  laquelle  /■  désiiine  le  volume  de  la  bulle,  a  In  masse  spécifique  de  l'air  et  y.  le  coeffi- 
cient de  dilatation  de  l'air. 

Calculons  p.  Si  p'  est  la  pression  extérieure,  on  a,  en  désignant  par  .\  la  tension  superlicielle  et 
par  R  le  ravon  de  la  bulle, 

p  =  p 


Rxl3,Gx'.)81 

4 
Or  on  a  —-^W  =  H3,o10,         d'où         R  =  i>         et        p  =  75,.^04. 


•) 


extérieure  de  la  bulle  est  /'  — p'  =  -^  =  —    ^         =  o8,(S 


L'excès  de  la  pression  intérieure  n'affecte  donc  que  le  chiffre  des  rnillièmos  de  centimètre. 

Enfin,  le  calcul  de  m  donne       m  ^  33, ol  ><  0.001 29  >      '^1''      X jz ,.  ^^-.^^    =  O^OUlTlI. 

La  pression  capillaire  n'affecte  que  le  chiffre  des  millièmes  de  milligramme  et  on  aurait  pu  la  négliger. 
'i"  La  différence,  en  dynes  par  centimètre  carré,  des  pressions  supportées  par  les  faces  intérieure  el 

4A         4x29,4 

r" 

3»  L'énergie  de  la  surface  de  la  bulle  est  égale  au  produit  de  la  tension  superlicielle  par  la  surface 
totale,  tant  intérieure  (qu'extérieure  :       w  =  SuH^A. 

Ol)  peut  d'ailleurs  retrouver  cette  expression  par  les  considérations  suivantes.  La  somme  des  forces 

4A 

capillaires  appliquées  ;ui\  parois  de  la  bulle  est     47:R'-x  -jp  =  lOitAR. 

Pour  une  variation  dW  du  rayon,  le  travail  de  ces  forces  est  16-r:ARriR. 

Le  travail  dépensé  pour  amener  la  surface  de  la  bulle  à  sa  valeur  actuelle  et.  par  suite,  l'énergie  de 

/•u 
cette  surface  est  donc  "'  =  /     Uî-AR'ill  =  <SttR-A. 

En  unités  C.  G.  S.,  /'•  =  Sr.>-  4  x  i0,4  ^^  2956; 

En  kilogrammètres.  ,,,  ^  — TT^ —    -  0,00003. 

98100000 


4°  Anpliiiuons  ii  l'air  de  la  bulle  la  loi  de  Mariolle  sous  1;>  forme      

^  I  H-  a/ 

4    „  /    ,       -iAN  4     ,,,  ,  4A   \ 


=  C 


L5a  1-1- oiT 
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Le  premier  membre  est  connu.  On  pourra  résoudre  par  approximations  successives  en  négligeant 
d'abortl  le  terme  en  A. 

A.NDRb;  COURTOIS,  lycée  de  Douai. 


1791.  —  1"  Un  échantillon  de  permanganate  de  potassium  en  poudre  fine  est  souillé  d'autres  sels  de 
potassium  dénués  de  propriétés  oxydantes  et  sans  action  sur  lui.  ls,26'if  de  ce  sel,  placé  dans  un  ballon,  est 
additionné  peu  à  peu,  à  l'aide  d'un  entonnoir  à  robinet,  d'un  excès  d'acide  chlorhydrique  concentré  et  par 
(20i^).  On  termine  l'opération  en  portant  le  liquide  à  Uébullition  pendant  ((uelques  minutes.  Le  chlore  qui 
se  dégage  dans  la  réaction  ({),  mêlé  d'acide  chlorhydrique,  est  dirigé  dans  150"^'"^  d'eau  distillée  refroidie 
extérieurement.  L'opération  terminée,  on  étend  la  solution  chlorée  à  200<^'^'^. 

On  dissout  d'autre  part  y8_,yO  d'anhydride  arsénieux  dans  ]00<='"^  d'acide  chlorhydrique  concentré  et  pur, 
et  l'on  étend  la  solution  à  I  litre.  On  prélève  10<="i^  de  cette  solution  arsénieuse  qu'on  additionne  de  quelques 
gouttes  d'une  solution  sulfurique  d'indigo,  et  l'on  y  fait  tomber  peu  à  peu,  à  l'aide  d'une  burette  graduée,  la 
solution  chlorée  en  agitant  constamment.  On  constate  que  la  coloration  bleue  disparait  dès  qu'on  a  ajouté 
12cm3^5  dg  solution  chlorée. 

On  demande  le  titre  du  permanganate. 

î2"  Une  solution  d'eau  oxygénée  est  telle  que  5^='"^  dégagent,  au  contact  du  bioxyde  de  manganèse  en 
poudre,  Hlc">%5  d'oxygène.  On  ne  tiendra  pas  compte  des  corrections  dues  à  la  présence  d'humidité,  à  la 
température  et  à  la  pression. 

On  prend  Sci"  de  cette  eau  oxygénée,  on  l'additionne  d'un  excès  d'acide  sulfurique  à  20  %  (5^™^)  et  l'on 
y  fait  tomber  goutte  à  goûtiez  à  l'aide  d'une  burette  graduée,  une  solution  de  6-, 3:2  du  même  permanganate 
que  ci-dessus  dans  1  litre  d'eau  distillée  (i). 

On  demande  quel  est  le  volume  de  la  solution  manganique  qui  sera  décoloré. 

Nota.  —  On  donne  :  les  poids  atomiques  0  =  10,  S  =  32,  {1  =  1,  As  =  7o,  K  =  39, 
Cl  =  35,5,     Mn  =  55  ;     /''  poids  du  litre  d'air  |b,293,  la  densité  de  l'hydrogène  par  rapport  à  l'air  0,0695. 

(1)  2:Vln0*K  4-  IbHGI  =  2MnCP  4-  2KCl^-8H20-f-5C^^ 

(2)  2MnO^K  4-  4S04F  +  SH^O^  =  2S0^Mn+  2S04(H  +  SIP'O  +50^ 

1"  Soit  X  le  nombre  de  molécules-grammes  de  permanganate  pur  contenues  dans  le  produit  em- 
ployé. La  réaction  avec  l'acide  chlorhydrique  donnera  or  atomes-grammes  de  chlore.  Ce  chlore  est 
dissous  dans  200^^3  sur  lesquels  on  emploie  seulement  12*^'»^5  pour  oxyder  l'acide  arsénieux  ;  le  chlore 

12,5 
entrant  en  jeu  dans  cette  oxydation  représente  donc  '     X  5a?  atomes-grammes. 

Or  la  réaction  du  chlore  sur  l'anhydride  arsénieux  dissous  s'écrit 

As20^-+-4C1-h2H20  =  As'^0"  +  4HG1. 

Les  9''',90  d'anhydride  arsénieux  ayant  été  dissous  dans  1  litre  sur  lequel  on  a  prélevé   lOc"»-^,  le 

9  9 
poids  employé  n'est  que       '       et  représente,  le  poids  moléculaire  de  l'anhydride  arsénieux  étant  198, 

w     ,     -,    -       9,9  1  1 

une  fraction  de  molécule  égale  a      — —-  x 


100        198         2000 

'-^ 
Le  nombre  d'atomes  de  chlore  entrant  enjeu  dans  l'oxydation  est  4  fois  plus  grand,  soit  — - —    donc 

'^       °  1 000  ' 

Le  poids  moléculaire  du  permanganate  étant  158,  le  litre  cherché  sera 

_   0,0032X158   _ 
'-  1,264  -  *^'^^- 
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2"  L'eau  oxygénée  acidulée,  traitée  par  le  permanganate,  dégage  deux,  fois  plus  d'oxygène  que  par 

le  bioxyde  de  manganèse.  La  quantité  employée  donnera  donc  "^^3^^^^.  Or.  d'api  es  les  données,  le  volume 

2 
moléculaire  est  égal  k  -  =  22^,3 .      L  oxygène  dégagé  au   contact  du    permanganate 

1 

représente  donc  -— —  de  molécule-gramme. 
100 

Pour  recueillir  o  molécules-grammes,  il  faut,  d'après  l'équation  de  la  réaction,   2  molécules  de 

1  2 

permanganate  ;  pour  77^»    il  faut  — — -  MnO*K,  c  est-à-dire  0^,632. 

Ouel  est  le  volume  y  de  solution  qui  contient  ce  poids  de  permanganate  ?  lu  centimètre  cube  de 

6,32x0,80 

solution  contient     r-;r7;7: '■     donc  v  est  tel  que 

1 000  ^  ^ 

Je.\n  BING,  élève  à  l'Ecole  nationale  supérieure  des  mines. 

Bonne  solution  de  M.  A.    Courtois,   du    lycée  de  Douai.  Assez  bonnes   solutions  de  MM.  Lach,  Manen   et  Simon  qui  ont 
oublié  que  ieau  oxygénée  donnait  deux  fois  plus  d'oxygène  par  le  permanganate  que  par  le  bioxyde  de  manganèse. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1853.  —  Soient  deux  cercles  fixes  C  et  C,  par  deux  points  fixes  A  et  B  de  C,  on  fait  passer  une  conique  S 
bitangenle  à  C  :  démontrer  qu'il  existe  deux  familles  de  coniques  S,  et  que  pour  les  coniques  de  chaque  famille 
la  corde  de  contact  avec  C  passe  par  un  point  fixe. 

Lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe  par  rapport  aux  coniques  S. 

S  coupe  C  en  deux  autres  points  A'  et  B':  enveloppe  de  A'B',  lieu  du  point  commun  k  A'B'  et  à  la  corde  de 
contact  de  S  et  C 

J.  Lemaire. 

1854.  —  Etudier  le  complexe  des  droites  D  dont  les  conjuguées  A  et  a'  |)ar  rapport  k  deux  quadriques 
(iunnècs  o  et  n'  concourent  :  soit  M  le  point  commun  k  A  et  A'. 

Lieu  des  droites  D  passant  par  un  point  donné. 
■  Enveloppe  des  droites  D  situées  dans  un  plan  donne  P. 
Lieux  correspondants  pour  le  point  M. 
Examiner  le  cas  où  Q'  est  une  sphère  de  i-ayon  nul  ;  et  dans  ce  cas,  celui  oi'i  P  est  le  plan  de  l'infini. 

J.  Llmaikk. 
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1786.  —  l»  On  considère  un  point  fixe  0  et  un  plan  fixe  P  qui  ne  passe  pas  au  point  0.  Etudier  le 
complexe  des  droites  D  qui  rencontrent  le  plan  P  en  un  point  A  tel  que  OK  soit  perpendiculaire  à    D. 

2o  On  considère  un  syslèni'»  de  forces  2C  appliquées  à  un  corps  solide.  Etudier  le  complexe  formé  pur 
les  droites  pour  lesquelles  le  moment  du  si/slènn  est  égal  à  wie  constante  donnée  l>. 

30  On  considère  une  droite  fixe  D.  Etudier  le  complexe  des  droites  A  qut  ont  un  moment  donné  par 
rapport  à  I). 
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Soit 

X  —  xo  _  y  —  y» 


(D) 


a  B  Y 

une  droite  quelconque  de  l'espace  ;  les  projections  de  cette  droite  sur  les  plans  de  coordonnées  ont  pour 

équations 

/      yy  -^z-  (yVo  -  P-o)  =  0,  i     Y.'/  -  îi-  -    '  =  0' 

«:  —  Y-^  —  (»=o  -  ï^o)  =  0,  ou  (1)     j     ^z  —  Yï-  —  7n  =  0, 

en  posant 

/  =  Y?yo  —  P-o,  m  =  az^  —  Y.ï'„,  "  =  P'Xo  —  a?/o. 

Les  nombres  a,p,Y,  /,m,n  sont  appelés  les  coordonnées plûckériennes  de  la  droite  D  ;  ils  sont  définis 
à  un  facteur  près  et  vérifient  la  relation 

(2)  /a -t- m^  4- «Y  =  ^^ 

Si  la  droite  est  déterminée  par  l'intersection  de  deux  plans 

Xx  f-  B?/  -4-  C::  -h  1)  =  0,  A'x  -h  B'y  -^  G':;  +  D'  =  0, 

les  projections  de  cette  droite  sur  les  plans  de  coordonnées  ont  pour  équations 

(AB'  -  BA')y  —  (GA'  —  AC')-  —  (DA'  —  AD')  =  0, 

(BG'  —  GB')^  —  (AB'  -  BA')x-  —  (DB'  —  BD')  =  0, 

(GA'  —  AG').r  -  (BG'  —  Œ)y  —  (DG'  -  CD')  =  0  ; 

et,  si  l'on  compare  ces  équations  aux  équations  (1),  on  voit  que  les  coordonnées  plûckériennes  de   la 

droite  sont 

a  =  BG'  — CB',  (3  =  GA'  — AG',  y  =  AB' -  BA', 


^'^1     /=DA— AD',  m=DB'— BD',  /?  =  DG'  — GD'. 

On  définit  généralement  un  complexe  par  la  relation  qui  existe  entre  les  coordonnées  pliickériennes 
a,^,Y  l,m,n,  de  toute  droite  appartenant  au  complexe.  Cette  relation  est  toujours  homogène  par  rapport 
à  ces  coordonnées.  Elle  est  appelée  l'équation  du  complexe  et  son  degré  est  par  définition  le  degré  ou 
V ordre  du  complexe. 

Soit,  par  exemple, 
(4)  /(a,P,Y,  /,wi,n)  =  0 

l'équation  d'un  complexe. 

Par  un  point  quelconque  S(Xo^?/o^-o)  de  l'espace  passent  une  infinité  de  droites  du  complexe  qui  sont 
situées  sur  un  cône  ayant  pour  sommet  le  point  S,  et  qu'on  appelle  le  cône  du  complexe.  On  a  aisément 
l'équation  de  ce  cône  en  remplaçantdans  l'équation  (4)  a,!E,v  par  les  quantités  proportionnelles  x  —  .r„, 
y  — î/o>  =--0.  ^  par  (z -^o)yo  — (y  — y,))^o'  '«  par  (x  —  Xo)z,—(z  —  z„).r,  et  n  par 
(y  ~  î/o)'^o  —  (^  —  *"o)î/o-     Le  degré  de  ce  cône  est  égal  au  degré  du  complexe. 

Dans  un  plan  quelconque  (Ax  -^  B»y  +  G:  +  D  =  0)  il  y  a  une  infinité  de  droites  du  complexe 
qui  enveloppent  une  courbe  située  dans  ce  plan  et  qu'on  appelle  la  courbe  du  complexe.  Pour  définir 
cette  courbe  il  sulfit  de  remplacer  dansl'équation  (4)  les  coordonnées  plûckériennes  par  les  valeurs  (3)  ; 
on  obtient  alors  une  équation  en  A',  B',  G',  D'  qui  est  l'équation  tangentielle  de  la  courbe.  La  classe  de 
cette  courbe  est  égale  au  degré  du  complexe.  Si  l'on  veut  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy 
par  exemple,  il  suffit  de  faire  A'  =  u,  B'  =  v.  G'  =  0,  D'  =  w,  et  on  obtient  l'équation  tangentielle 
de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan  des  xy. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'équation  (ï)  est  du  premier  degré,  on  dit  que  le  complexe  est  linéaire. 
Les  droites  passant  par  le  point  S  sont  dans  un  même  plan,  et  les  droites  du  plan  P  passent  par  un 
même  point. 

Tout  ceci  est  bien  connu  ;  nous  avons  cru  néanmoins  utile  de  le  rappeler  à  nos  jeunes  lecteurs  avant 
d'aborder  l'étude  des  complexes  proposés. 
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1.  Prenons  comme  origine  le  point  0  et  comme  plan  des  xy  un  plan  parallèle  au  plan  P,  les  axes 
de  coordonnées  étant  rectangulaires,  et  soit     z  —  h  =  0     l'équation  du  plan  P. 

Désignons  par     ~  —        .        — —    les  équations  de  la  droite  D:  un  point  quelconque 

a  S  Y 

de  cette  droite  a  pour  coordonnées     x  =  x^  -+-  ap,     »/  =  yo-\-  ^p,     2  =  -^  h-  yp. 

Elle  rencontre  le  plan   en  un  point  A   dont    le    p  est  donné  par   l'équation      Zo-^y?  =  ^>^      ou 
h  —  z. 


Pour  que  les  droiles  D  et  OA  soient  perpendiculaires,  il  faut  qu'on  ait 

af.To  +  ap)  -^  p(?y,  -t-  ^?)  +  t(-o  -^  ïP)  =  0, 

OU,  en  y  remplaçant  0  par  la  valeur     -^ 

a\^x^  —  a::o  -+-  a/î]  -f-  p[y!/o  -  ?-o  +  ^h]  -h  fh  =  0, 
OU  encore 

/j(a2  ^  p2  _^  -.2)  _  a,^  ^  p/  =  0. 

Telle  est  l'équation  du  complexe.  On  voit  ainsi  que  ce  complexe  est  du  second  ordre. 
L'équation  du  cône   du  complexe   qui  a  pour  sommet  le  point    S(>o,î/o,So)     est,  d'après  ce   qui 
précède, 

h\ (x  —  .To)2  +  {y  —  y,f  H-  (z  —  :■<,)'']  —  {x  —  x;)[{x  —  .xj3„  ~  {z  —  z^)Xo\ 
+  {?/  —  ?/o)[(z  —  -o)î/o  —  (?/  —  ?/o)Zo]  =  0 . 

Pour  étudier  ce  cône,  transportons  l'origine  en  son  sommet.  Son  équation  devient 

h{x'^  +  ?/'-+-  z^)  —  x{xzq  —  sxo)  +  y{zijo  —  y'-o)  =  0, 

ou  '  (:„—  /0{x2-h7/2  +  22)  —  z{xxa  H-  1/î/o  4-  ZZo)  =  0. 

Cette  équation  représente  un  cône  du  deuxième  degré,  dont  les  plans  de  sections  circulaires  sont 
parallèles  aux  plans  :  =  0,  r  r^ -4- ?/?/„ -1- z^o  =  0,  c'est-à-dire  au  plan  P  et  à  un  plan  perpendicu- 
laire à  OS. 

Si  Zo  —  A  =  0,  c'est-à-dire  si  le  point  S  est  dansle  plan  P,  le  cône  se  décompose  en  deux  plans,  le 
plan  P  et  le  plan  mené  par  S  perpendiculaire  à  OS. 

Supposons    Zo  —  h^O,     et  voyons  si  le  cône  peut  se  décomposer.  Son  équation  s'écrit 

x^  -\-  y^ z-  —   — - — r-  vz r  -'z  —  0, 

^         ZQ  —  h  ZQ—h^         zo—  h 


ou,  en  décomposant  en  carrés, 


xo'  +  yo'^ihizo-hl_^  ^^ 


4(zo  -  hf 

On  voit  ainsi  que  le  cône  se  réduit  à  deux  plans  imaginaires  si  le  point  S  est  situé  sur  le  parabo- 
loïde  (n)  ayant  pour  équation 

x'  4-  y'  -h ih{z  —h)  =  0,  ou  x^-hy^-^z^  —  {z  —  2hy  =  0. 

Ce  paraboloïde  admet  le  point  0  pour  foyer  et  le  plan  P  comme  plan  tangent  au  sommet. 
On  peut  ajouter  que  le  cône  est  réel  si  le  point  S  est  à  l'extérieur  du  paraboloïde,   et  imaginaire  si 
le  point  S  esta  l'intérieur. 

Tous  ces  résultats  peuvent  s'expliquer  géométriquement,  comme  nous  le  verrons  plus  loin. 
Etudions  maintenant  la  conique  du  complexe  située  dans  le  plan  Q  qui  a  pour  équation 

A.T-4-Bj/-t-Cz-hD  =  0.  (') 


(*)  Nous  exclurons  le  cas  où  le  plan  est  parallèle  an  plan  P  ou  confondu  avec  ce  plan,  car  dans  le  calcul  qui  nous  a 
donné  l'équation  du  complexe  nous  avons  supposé    y  7^  0. 

D'ailleurs  il  no  peut  y  avoir  aucune  droite  réelle  du  complexe  parallèle  au  plan  P  et  toute  droite  du  plan  1'  appartient 
au  complexe,  car  la  projection  A  du  point  0  sur  cette  droite  est  située  dans  le  plan  P. 
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L'équation  tangentielle  de  cette  conique  est 
/«[(BC  — CB')'  +  (CA'- ACT-t-(AB'  -  BA'/J  —  (BC  -  CB')(DB' -  BD')  4- (G\' —  AG')(DA'  — AD')  =  0, 
A',  B',  C,  D'  désignant  les  coordonnées  d'un  plan  tangent  à  la  conique. 

Cherchons  la  projection  de  cette  conique  sur  le  plan  des  xij  ;  pour  cela  nous  remplacerons  A'  par  », 
B'  par  V,  C  par  zéro  et  D'  par  w .  Nous  avons  ainsi 

/j[CV  +  G'u^  ^  (Au  -  Bu)2]  -h  Cu(Dy  —  B^^;)  -f-  Cu(Du  -  Awj  =  0, 
u\h[C'  -h  B^)  +  CD]  A-  y2  [/î(C2  -t-  A^)  -f-  CD]  -  2AB/juu  —  AGu«o  —  BCuw  =  0 . 
On  reconnaît  l'équation  tangentielle  d'une  parabole,  parce  qu'il  n'y  a  pas  de  termes  en  in^;  donc  la 
conique  du  complexe  est  une  parabole. 

Cette  parabole  se  décompose  en  deux  points  (dont  l'un  sera  à  l'infini)  si  la  forme  quadratique 
w'-[/i(C2  H-  B-^)  +  CD]  +  y2  [/j/c2  ^  ^2)  _^  CD]  -  2AB/i«u 
est  divisible  par  Au  +  By,  c'est-à-dire  si  cette  forme  s'annule  pour  u  =  B  et  u  =  —  A.  En    écrivant 
cette  condition,  on  trouve,  après  suppression  du  facteur  A^H-B^, 

;^(A2  +  B2+C2)  +  CD  =  0. 
Cette  équation  exprime  que  le  plan  Q  est  tangent  au  paraboloïde  (n). 

Ainsi  quand  le  plan  Q  est  tangent  au  paraboloïde  (n),  toutes  les  droites  du  complexe  situées  dans 
ce  plan  passent  par  un  point. 

Dans  ce  calcul  nous  avons  supposé  que  le  plan  0  n'était  pas  perpendiculaire  au  plan  des  xi/.  Si  le 
plan  Q  est  perpendiculaire  au  plan  des  ry,  on  cherchera  la  projection  de  la  conique  du  complexe  sur 
le  plan  des  xz  ou  des  yz,  et  on  verra  que  cette  conique  est  encore  une  parabole. 

Remarques  géométriques.  —  Si  une  droite  D  du  complexe  passe  par  le  point  S,  l'angle  SAO 
est  droit,  et  le  lieu  du  point  A  est  la  sphère  qui  a  pour  diamètre  OS.  Par  suite,  le  cône  du  complexe 
qui  a  pour  sommet  le  point  S  a  pour  base  le  cercle  section  de  cette  sphère  et  du  plan  P.  On  voit  facile- 
ment que  la  seconde  direction  de  plan  cyclique  est  perpendiculaire  à  OS. 

Si  le  point  S  est  sur  le  paraboloïde  (u)  qui  a  pour  foyer  le  point  0  et  pour  plan  tangent  au  sommet 
le  plan  F,  la  sphère  de  diamètre  OS  est  tangente  au  plan  P  (car  tout  cercle  qui  a  pour  diamètre  un 
rayon  vecteur  d'une  parabole  est  tangent  à  la  tangente  au  sommet).  Dans  ce  cas  le  cùiie  du  complexe 
se  réduit  à  deux  plans  itnaginaires  conjugués. 

Le  cône  est  réel  si  le  point  S  est  extérieur  à  (il),  imaginaire  dans  le  cas  contraire. 

Enfin  si  le  point  S  est  dans  le  plan  P,  les  droites  qui  passent  parce  point  sont  situées  ou  dans 
le  plan  P,  ou  dans  le  plan  mené  par  le  point  S  et  perpendiculaire  à  OS. 

Etudions  maintenant  les  droites  du  complexe  qui  sont  situées  dans  un  plan  Q  (non  parallèle  au 
plan  P)  et  coupant  le  plan  P  suivant  une  droite  A.  Soit  D  une  de  ces  droites  qui  rencontre  le  plan  P 
en  un  point  A  de  A,  et  OA  est  perpendiculaire  à  D.  Abaissons  OF  perpendiculaire  sur  le  plan  Q, 
FA  est  perpendiculaire  à  D  ;  par  suite,  l'enveloppe  de  la  droite  D  est  une  parabole,  qui  admet  le  point  F 
pour  foyer  et  la  droite  à  pour  tangente  au  sommet. 

Le  raisonnement  est  en  défaut  si  le  point  F  est  sur  A,  confondu  avec  le  point  A.  Dans  ce  cas,  le 
plan  Q  est  perpendiculaire  à  OA  au  point  A,  ce  plan  est  tangent  au  paraboloïde  (D),  et  les  droites  du 
complexe  situées  dans  ce  plan  passent  par  ce  point  A  ou  sont  perpendiculaires  à  A. 

2.  Considérons  un  système  de  forces  défini  par  les  six  nombres  fondamentaux  X,  Y,  Z  (projections 
de  la  résultante  générale  sur  les  axes)  et  L,  M,  N  (projections  du  moment  résultant  par  rapport  à  l'ori- 
gine 0)  ;  et  soit  un  axe  D  défini  par  le  point  w  (Xq,  j/^,  sJ  et  par  les  cosinus  directeurs  a,  b,  c  d'une  demi- 
droite  choisie  arbitrairement  sur  cet  axe,  qui  sera  le  sens  positif  de  l'axe. 

Le  moment  résultant  du  système  par  rapport  au  point  a.  est  un  vecteur  wG'  qui  a  pour  projections 
L'  =  L  —  ?/oZ  -H  :oY,  M'  =  M  —  ZoX  -+-  a?oZ,  N'  =  N  —  o^o  Y  -h  ?/oX  ; 

et  le  moment  du  système  par  rapport  à  l'axe  est  égal  à  la  projection  orthogonale  du   vecteur  wG'  sur 
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l'axe,  c'est-à-dire  à 


aL'H-*M'-+-cN' 


oL  H-  ^M  +  cN  H-  fcj/„—  bzo)\  -+-  (a:„  —  cxo)Y-h{hxo  —  a?/o)Z. 

On  doit  donc  avoir     ah  -+-  tM  -h  cN4-  (cj/o  —  bZ(,)\~\-{aZa  —  cxo)Y  -h  (bx^  —  ay^)Z  =  k. 
Désignons  maintenant  par  a,  p,  y  les  paramètres  directeurs  de  la  droite  D,  nous  avons 


b  = 


t^ 


les  signes  étant  les  mêmes,  et  l'équation  précédente  devient 

^L  H-  6M  -^  yN  +  /X  +  mY  4-  «Z  =  ±  A^/'i^^TF^^P^, 
ou,  en  élevant  au  carré, 

(aL  4-  BM  +  yN  ^  /X  4   mY  -f-  nZy  =  /.^fa^  +  p  -^  y^). 

C'est  l'équation  du  complexe,  qui  est  du  deuxième  degré. 

Dans  le  cas  particulier  où  k  =  0,  on  obtient  le  complexe  linéaire  bien  connu  des  droites  de 
moment  nul. 

Nous  simplifierons  cette  équation  en  prenant  pour  axe  des  :  l'axe  central  du  système  ;  cela  revient 
à  supposer    X  =  Y  =  L=M  =  0,     et  l'équation  se  réduit  à 

r  (a'^  -+  32  4-  y2)  _  ^.^^  ^nZy-  =0. 
Le  cône  du  complexe  qui  a  pour  sommet  le  point  S(xo,  yo,  ^o)  a  pour  équation 

k^[{x  -  XoY  +  (y  -  y, y  -^{z-  ZoT]  -  \(z  -  Zo)N  -1-  [{y  -  y,)x,  ~{x-  x,)yo\Z['  =  0, 
ou,  en  transportant  l'origine  au  point  S, 

A-2(^.2  +  y-2  _^  ,2)  _  r,M  _^  (^^.^  _   ^y^y/^,2   =   0. 

On  reconnaît  l'équation  d'un  oùne  de  révolution  ayant  son  axe  perpendiculaire  au  plan 
zN-^-iyx^  —  .Tî/o)Z  =  0,     et  dont  le  demi-angle  au  sommet  0  est  donné  par  la  formule 

fi' 
cos   6  =  — _-^— ^— ^^— ^— ^^^_^— _ . 

(V-HVo')Z^-^N2 

Ce  cône  se  réduit  k  deux  plans  imaginaires  si  0  =  0,  c'est-à-dire  si  le  point  S  est  sur  le  cjiindre 
de  révolution  qui  a  pour  éfjualion     (x-  -h  »/^)Z^  -h  N^  =  k^. 

Le  cône  n'est  d'ailleurs  réel  que  si  le  point  S  est  extérieur  à  ce  cylindre. 

Ce  résultat  peut  s'établir  géométriquement.  l*our  cela,  nous  allons  faire  la  réduction  des  forces 
pour  le  point  S.  Nous  transportons  d'abord  l'axe  ON  du  couple  résultant  parallèlement  k  lui-même  en 
SNj,  en  lui  adjoignant  l'axe  du  couple  formé  par  la  force  OZ  et  la  force  égale  et  opposée  passant  par  le 
poinl  S.  Cet  axe  SN'  est  perpendiculaire  au  plan  SOZ  et  égal  à  7.d,  d  désignant  la  distance  du  point 
S  k  0:.  Les  axes  SNi  et  SN'  sont  rectangulaires  ;  ils  peuvent  se  remplacer  par  un  axe  unique  SN», 
diagonale  (lu  rectangle  construit  sur  S.\,  et  SN',  et  le  vecteur  SNo  est  le  moment  résultant  du  système 
par  rapport  au  point  S. 

Dès  lors,  toute  droite  du  complexe  passant  par  le  point  S  doit  être  telle  que  la  projection  de  SNq  sur 
cette  droite  soit  égale  h  k.  On  en  conclut  que  toutes  ces  droites  sont  sur  un  cône  de  révolution  ayant 
pour  axe  SN2  et  dont  le  domi-angle  au  sommet  0  est  donné  par  la  formula 

k  k 

cos  0  = 


SN,  v/N«-+-Z»rf2 

Pour  mieux  étudier  la  conique  du  complexe  située  dans  le  plan  Q,  nous  prendrons  ce  plan  pour 
plan  dos  .ry  et  nous  désignerons  par  X,  Y,  /,  L.  M,  N  les  nombres  fondamentaux  du  système  de  forces 
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par  rapport  à  l'origine  0,  qui  est  située  dans  le  plan  Q.  [/équation  du  complexe  est  alors 

(al.  4-  ?M  +  yN  +  /X  -+-  »jY  -h  nZf  =  /c%oL^  -+-  p-  +  f), 

et  pour  avoir  l'équation  tangendelle  de  la  conique  du  complexe  située  dans  le  plan  :  =  0,  nous 
remplacerons  a,  p,....  par  leurs  valeurs  (3),  où  nous  ferons  A  =  0,  8  =  0,  C  =  l,  D  =  U,  A'  =  w, 
B  =  V,    C  =  0,     D'  =  w.     Nous  obtenons  ainsi 

a  =  —  0,     <^  =  u.     Y  =  0,     /  =  0,     i)L  =  0,     n  =  —  ta, 

et  l'équation  de  la  conique  est 

(Mu  —  Lw  —  YavY  =  /.:-'(î('^  -4-U-). 

Onreconnait  l'équation  tangentielle  d'un  cercle,  dont  le  centre  a  pour  équation     Mu  —  Lv  —  Zw  =  0 


M 


et  par  suite  pour  coordonnées     — — • 


et 


L 

—7       et  dont  le  rayon  est  égal  à 

Donc  la  conique  du  complexe  est  un  cercle. 

Ce  résultat  remarquable  peut  être  établi  géométriquement.  Reprenons  laxe  central  A  qui  rencontre 
le  plan  Q  au  point  0,  et  soient  OZ  et  ON  les  éléments  de  la  réduction  pour  lo  point  0,  ces  deux  vecteurs 
étant  portés  sur  A. 

Considérons  le  plan  K  passant  par  A  et  perpendiculaire  au  plan  qui  projette    A    sur  le  plan   Q,    et 

soit  OL  l'intersection  des  plans  R    et   Q. 

Faisons  la  réduction  des   forces   pour   un 

point  w  de  OL.  Le  couple  résultant    ON 

se  transporte  parallèlement  à   lui-même 

suivant    «oNj  ;     la  résultante  générale   se 

transporte  suivant  wZ,.  seulement  il  faut 

ajouter  un  couple  wN'  perpendiculaire  au 

plan  R  et  tel  que  Ton   ait    wN'  =  Z.Ooj. 

Les  couples  wN,  et  ojN'  se  composent  en 

un  couple  unique  wNi. 

On  peut  déterminer  le   point   a>    de 

façon    que    No    soit    perpendiculaire   au 

plan  Q.   Si  on  désigne  par  0  l'angle   aigu 

des     plans     R     et    Q,     on     doit     avoir 

N 
N'  =  Ni  cotge  =  N  cotg  0,     et  comme   N'  =  Z.Oa>,  on  en  déduit  Z.Ow  =  N  colge,   ou  Oo  =  — — -• 

ZtgO 

Gela  posé,  soit  D  une  droite  quelconque  du  plan  Q  ;  le  moment  du  système  par  rapport  à  la  droite 
D  se  réduit  au  moment  de  la  force  Z,,  puisque  les  moments  des  forces  du  couple  No  sont  nuls.  Décom- 
posons Zi  en  deux  forces,  l'une  Zo  perpendiculaire  au  plan  Q,  l'autre  Z3,  située  dans  ce  plan  ;  le 
moment  de  Z3  est  nul,  et  celui  de  Z,  est  égal  à  Zo.ojI,  a>I  étant  la  distance  du  point  w  à  la  droite  D. 

On  doit  donc  avoir    Zo.wl  =  k,     ce  qui  montre  que  toi  est  constant,  et  que  la  droite  D    enveloppe 

k 
un  cercle  ayant  pour  centre  le  pomt  10  et  pour  rayon  -— -  • 

3.  Prenons  la  droite  D  pour  axe  des  z  et  supposons  que  les  vecteurs  portés  sur  les  droites  A  aient 
pour  longueur  l'unité.  Soient  Xq,  yo,  2o  ^^^  coordonnées  d'un  point  de  la  droite  A  et  a,  b,  c  les  projec- 
tions du  vecteur  sur  les  axes.  On  peut  considérer  a,  b,  c  comme  les  cosinus  directeurs  d'une  demi- 
droite  portée  sur  A, 

Le  moment  du  vecteui' par  rapport  à  0:  est     bxo—ay„,     on  doit   donc  avoir     bx^^ay^^k,     ou, 

P 


en  remplaçant  a  et  b  respectivement  par 


±/a'^  +  p-^-+-Y2 


et 


:v/a2-t-p2^_^. 
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ou 

k\a:^ -^ 'p"^  ^  f)  -  n^  =0. 

C'est  l'équation  du  complexe.  Elle  se  déduit  de  léquation  du  complexe  étudié  dans  la  deuxième  par- 
tie en  y  faisant     Z  =  1,     N  =  0,     ce  qui  était  d'ailleurs  à  prévoir. 

On  établira  facilement  que  le  cône  du  complexe  est  de  révolution  et  que  la  conique  du  complexe 
est  un  cercle. 

♦ 
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1817.  —  Par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oj  de  la  Jeuille  (qui  n'aurontpas  à  être  passés  à  l'encrej,  les  points  fa,  a'J 
et  fb,  b'J  sont  définis  par  le  croquis  ci-joint. 
On  considère  : 

i°  le  tétraèdre  régulier  dont  {ab,  a'b'J  est  une  aréle,  dont  l'arête  (ac,  a'c')  est  horizontale,  le  point  c  étant    en 
avant  de  ab,   et  dont  le  sommet   fs,  s'J  est  au-dessous  du  plan  fabc,  a'b'c'J  ; 

2o  le  cône  de  sommet  fs,  s'J  qui  passe  par  la  hauteur  abaissée  de  fs,  s'J  sur  le  plan^ 
(abc,  a'b'c'J  et  qui  est  coupé  par  ce  plan  suivant  un  cercle  de  centre  fa,  a'J. 

On  demande  de  représenter  la  partie  du  tétraèdre  extérieure  au  cône  supposé  enlève 
en  figurant,  sur  les  parties  vues,  les  ombres  produites  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à 
(H,  R')  du  croquis  ci-joint. 

Les  arêtes  du  solide  seront  dessinées  en  noir  {trait  plein  pour  celles  qui  sont  vues, 
interrompu  pour  celles  qui  sont  cachées),  les  lignes  de  construction  en  rouge. 

{Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  cours  préparatoires,  1909.) 

Construction  du  tétraèdre.  —  L'arête  AC  étant  horizontale  se  projette  horizontalement  en  vraie  grandeur; 
le  sommet  c  est  donc  à  une  distance  de  a  égale  k  la  vraie  grandeur  ab"  de  AB,  et  aussi  à  une  distance  de  b 
égale  à  ba  puisque  le  triangle  ABC  se  projette  suivant  un  triangle  isocèle  de  base  ac.  11  suffit  donc  de  décrire 
des  arcs  de  cercle  de  centres  a  et  6  ayant  respectivement  pour  rayons  ab"  et  ba  pour  obtenir  le  sommet  c.  Le 
sommet  S  se  projette  sur  la  hauteur  issue  de  b  dans  le  triangle  abc  ;  d'ailleurs  on  sait  que  dans  l'espace  la 
hauteur  du  tétraèdre  régulier  perce  la  base  du  solide  au  centre  de  gravité  de  cette  base.  Si  donc  nous  rabat- 
tons le  plan  vertical  SB  sur  le  plan  horizontal  de  l'arête  AC,  nous  construisons  le  triangle  de  l'espace  S^B  en 
coupant  la  perpendiculaire  en  r/^'  à  §fei  par  l'arc  de  rayon  égal  à  ac  et  de  centre  b"\.  Il  faudra  d'ailleurs  pren- 
dre sur  la  perpendiculaire  g"s"  la  direction  opposée  à  celle  du  rabattement  q"i  par  rapport  à  b'p  puisque  le  som- 
met S  est  au-dessous  du  plan  horizontal  AC.  On  a  ainsi,  en  relevant  s",  la  projection  s  du  sommet,  et  sa  cote 
ss"  au-dessous  du  plan  horizontal  AC  ;  on  en  déduit  sa  projection  verticale  s'. 

Cône.  —  La  base  du  cône  s'obtiendra  en  rabattant  la  base  ABC  autour  de  ac  comme  charnière  en  «feôc  et 
en  décrivant  la  circonférence  de  centre  a  et  de  rayon  ag'!,,  la  partie  utile  de  cette  circonférence  étant  l'arc  inté- 
rieur au  triangle  rabattu.  Cette  base  se  projettera  donc  suivant  une  ellipse  dont  on  ne  conservera  fjue  l'arc 
fk\  les  tangentes  en  /"et  k  sont  les  relèvements  des  tangentes  en  f  et  en  h"  au  cercle  rabattu.  On  peut  la  cons- 
truire par  points  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  chercher  le  petit  axe,  en  relevant  quelques  points  de  la  circonfé- 
rence et  leiu-s  tangentes.  Le  demi  petit  axe  s'obtient  d'ailleurs  très  facilement  en  relevant  le  rayon  du  cercle 
qui  est  perpendiculaire  à  uc.  On  a  les  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  en  menant  du  point  s  les 
tangentes  à  l'ellipse  ;  les  points  de  contact  .s'obtiennent  en  rabattant  le  point  où  la  verticale  du  sonnnet  perce 
le  plan  de  base  et  menant  de  ce  point  <j"2  les  tangentes  au  cercle  rabattu  ;  une  seule  de  ces  tangentes  se  trouve 
dans  la  portion  utile  et  ne  donne  sur  l'épure  qu'une  généralrice  de  contour  apparent  horizontal  si. 

La  projection  verticale  de  la  base  du  cône  est  l'arc  d'ellipse  obtenu  en  projetant  verticalement  l'arc  de 
cercle  conservé  ;  nous  avons  construit  les  tangentes  aux  points  oii  cet  arc  coupe  les  deux  arêtes  et  au  point 
9^9'- 

Solide  conservé.  —  Le  cône  coupe  le  tétraèdre  suivant  les  deux  génératrices  SF  et  SK  et  suivant  l'arc  de 
cercle  KF.  Si  on  enlève   le  cône,   il   ne  leste   que  les  portions  bk  et  cf  des  arêtes  de  la  face  abr  dans  latjuelle 
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lare /"A  est  vu  ;  la  génératrice  de  contour  apparent  horizontal  si  est  cachée,  ainsi  que  la  génératrice  SK  d'in- 
tersection, mais  sur  la  génératrice  sf  on  découvre  la  portion  intérieure  à  l'ellipse. 

En  projection  verticale  aucune  génératrice  de  contour  apparent  n'est  conservée  et  la  surface  conique  est 
limitée  par  les  deux  génératrices  d'intersection  :  s'f  qui  est  vue  et  s'k'  qui  est  cachée. 

Ombre  propre  du  solide.  —  Nous  voyons  immédiatement  que  la  face  ABC  est  éclairée  ;  si  maintenant  nous 
menons  par  AG  le  plan  parallèle  aux  rayons  lumineux,  nous  voyons  qu'il  coupe  SB  au  point  J  ;  donc  la  face 
SAC  est  aussi  éclairée;  les  deux  autres  faces  sont  dans  l'ombre,  mais  la  face  ombrée  CSB  est  seule  vue  sur  la  pro- 
jection verticale. 

Quant  à  la  surface  conique  creuse  que  limite  le  solide  d'autre  part,  elle  est  entièrement  cachée  sur  les  deux 
plans  de  projection,  sauf  le  petit  segment  compris  entre  l'arc  vf  et  la  portion  de  génératrice  ;  il  s'agit  donc 
seuletrient  de  savoir  si  cette  portion  est  éclairée  ou  non,  puisque  l'énoncé  ne  demande  que  les  ombres  portées 
sur  les  parties  vues  du  solide. 

A  cet  effet  supposons  que  le  cône  soit  tout  seul  et  déterminons  les  génératrices  de  contact  des  plans 
tangents  à  sa  surface  parallèlement  aux  rayons  lumineux.  —  Nous  avons  en  -,  tJ  l'intersection  de  la  parallèle 
à  ces  rayons  menée  par  le  sommet  avec  le  plan  de  base  ;  par  son  rabattement  -2"  nous  menons  les  tangentes  à 
la  base  rabattue,  et  nous  remarquons  qu'une  seule  T.2"  r^'  touche  la  paitie  conservée  de  cette  base  et  fait  con- 
naître la  génératrice  sr,  s'r'  qui  séparerait  la  région  éclairée  de  la  région  obscure  si  le  cône  était  seul  ;  pour 
la  surface  coni(iue  convexe  la  partie  éclairée  correspondrait  à  l'arc  fr.  Par  suite  la  surface  creuse  correspondante 
est  dans  l'ombre,  et  comme  le  segment  vr  en  fait  partie,  ce  segment  doit  être  couvert  de  hachures.  En  projec- 
tion verticale  toute  la  surface  conique  est  cachée  et  il  n'y  a  d'ombre  que  sur  la  face  CSB. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  toutes  les  génératrices  du  cône  qui  aboutissent  à  l'arc  fv  sont  extérieures  à  la 
surface  cylindrique  qui  a  pour  base  la  base  du  cône  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  a  s~,  s'~'  en  sorte 
que  la  surface  conique  creuse  vue  de  v  en  /"  ne  peut  recevoir  de  lumière  par  l'ouverture  faite  dans  la  base 
supérieure  du  tétraèdre. 


Honne  épure  de  M.  Rolsseac,  école  primaire  supérieure  de  Landrecies. 
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1855.  —  Calculer  l'intégrale 
ainsi  que  l'intégrale 


xLxdx 


£ 


-— —  e-^  sm  xdx. 


{Examens  de  la  Faculté  des  Sciences.) 


1856.  —  Un  point  M  se  déplaçant  sur  une  paraliulc  P  de  foyer  F,  trouver  : 

1°  Le  lieu  du  centre  du  cercle  0  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  qui  correspond  au  point  M.  Ce 
lieu  est  une  parabole  P'. 

2°  Cette  parabole  P'  est  aussi  le  lieu  du  sommet  dun  triangle  isocèle  normal  circonscrit  a  la  parabole  P 
correspondant  à  un  point  M'  de  la  normale  en  M  à  la  parabole  P. 

3°  Le  lieu  du  point  M'  est  une  cubiciue.  Cette  cubi(iue  est  aussi  le  lieu  du  point  à  égale  distance  de  la  para- 
bole P  et  de  F. 

4°  Soit  ('/  le  cercle  circonscrit  au  triangle  normal  circonscrit  à  P  et  correspondant  au  point  M';  C  et  C  se 
coupent  en  F  et  en  un  second  point  dont  on  demande  le  lieu. 

Note.  —  Le  triangle  normal  circonscrit  (|ui  correspond  au  point  M  est  le  triangle  formé  par  les  tangentes  aux  pieds  des 
normales  abaissées  de  ce  point. 

Camille  M.\ssing. 
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PREMIÈRE    PARTIE 


NOTE  Sun  Lh:  DEVELOPPEMENT   DES    CONES    ET  CYLINDRES 

par  M.  Gommissaira,  professeur  de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Charlemagne. 


Cône.  —  Soit  un  cône  de  sommet  o  ;  traçons  une  généralrice  quelconque  ox.  La  sphère  da  centre 
^    ■  0  et  de  rayon  1  coupe  le  cône  suivant  une  courbe  y    qui  rencontre  la  généralrice 

ox  en  un  point  A  que  nous  prendrons  pour  origine  des  arcs  sur  y.  Un  point  de 
celte  courbe  sera  défini  par  la  valeur  algébrique  0  de  l'arc  km.  Prenons  pour  ori- 
gine des  coordonnées  le  sommet  o,  les  axes  étant  rectangulaires.  Les  coordonnées 
du  point  m  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  0.  Soit 

X  =  m,  Y  =  ^(6),  Z  =  /«(O). 

Les  fonctions  ^  (/,  h  sont  liées  par  la  relation 
(1)  p  +  (/^-h/i2  =  l. 

De  plus,  si  nous  écrivons  la  formule  qui  donne  la  différenlielle  d'un  arc  de  la  courbe  -;,  nous 
obtenons 

d'où 

Des  relations  (1)  et  (2),  on  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  0, 

(3)  fr+g9'^hh'  =  0, 

(4)  f'f"  -h  o'g"  +  h'h"  EEE  0. 

Soit  maintenant  M  un  point  quelconque  du  cône  sur  la  génératrice  om  et    ?•  =  oM,     les  coordon- 
nées de  M  sont 

(5)  X  =  rAO),  Y  =  /-^(e),  Z  =  rh{(i). 

Pour  définir  une  courbe  G  sur  le  cône,  il  suffît  d'établir  une  relation  entre  r  et  'i.  soit 

r  =  ¥(6). 
Traçons  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  et,  à  tout  point  M  de  la  surface 
conique,  faisons  correspondre  un  point  Mi  du  plan  défini  par  ses  coordonnées  polaires 

(OX.OM0  =  0,  m,  =  r. 

A  la  courbe  G  du  cône  correspond  la  courbe  Gj  du  plan  qui  a  pour  équation   r  —  ^(0),     c'est  la 
transformée  de  G.  Je  dis  que  : 

1°  Cette  tr  ans  formation  conserve  les  longueurs. 

Soit  MM'  un  arc  de  la  courbe  G,    M  et  M'  correspondant  aux  valeurs  ')  et  0'  de  l'arc  de  la  courbe  y. 

La  différentielle  de  cet  arc  est  donnée  par    rfS-  =  rfX^  -+-  dX^  -+-  d7J. 

Les  formules  (5)  permettent  de  calculer  rfX,  rfY,  dZ  : 

d\  =  rf\(i)df)  -+-  /'(e)rfr,  rfY  =  >y(0)rfO  +  ^(O)rfr,  dZ  =  r/i'(6)rf0  -^  h{(>)dr. 

Elevons  chacune  de  ces  égalités  au  carré  et  ajoutons-les  membre  à  membre,  nous  obtenons,  en 
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tenant  compte  des  identités  (1),  (2)  et  (3), 

dS'^  =  r'-d')'-  -+-  dr\ 
La  longueur  de  l'arc  MM'  sera  par  suite 


C'est  la  même  formule  qui  donnerait  la  longueur  de  l'arc  correspondant  de  la  transformée. 

2°  Elle  conserve  les  angles. 

Soit  V  l'angle  de  la  génératrice  oM  avec  la  tangente  MT  à  la  courbe  C.  Les  cosinus  directeurs  de 

d\       d\       dZ      ^ 
oM  sont  f,  g,  h;  ceux  de  MT   sont    -j->    -7— ^    — »    donc 

,  rfX  dY       ,  dZ 

""""'"^^fir-^^^-^^-dT- 

Multiplions  les  expressions  de  6/X,   rfV,  t/Z  respectivement  par  — ?    -~  ^    —j- 

T       et    ajoutons,    nous    obtenons      cos  v  =  -7- • 

C'est  la  formule  qui  donne  en  coordonnées  polaires  le  cosinus  de  l'angle  du  rayon  vecteur  et  de  la 
tangente. 

Si  on  considère  deux  courbes  C  et  G',  se  coupant  en  M,  ce  qui  précède  montre  que  l'angle  de  ces 
deux  courbes  est  conservé,  puisque  l'angle  de  oM  avec  chacune  des  deux  tangentes  est  conservé. 

Transformée  d'une  section  plane.  —  Coupons  le  cône  par  un  plan  ne  passant  pas  par  le  sommet, 
nous  pouvons  prendre  son  équation  sous  la  forme     AX  -+-  BY  -+-  GZ  =  1 . 

Pour  qu'un  point  de  la  surface  conique  soit  dans  le  plan,  il  faut  et  suffit  que 

A?/('))  +  Br^(O)  +  Cr/i(0)  =1  ou  —  =  A/,0)  -4-  B^(0)  +  C/i(0)  ; 

c'est  l'équation  de  la  courbe  Iransfoimée. 

Ikcherchedes  /join/sti'ùî/^exio??. —  Cherchons  les  valeurs  de  0  qui  annulent  la  quantité   —  -^  /  —  J  , 

c'est-à-dire  telles  que  k[f  -^  f]  H-  ^[g  -^  g"]  -+-  Ch  -+-  h"]  =  0. 

Cette  relation  exprime  que  le  plan  sécant  doit  contenir  la  droite  menée  par  le  point  considéré  et  qui  a 
pour  coefficients  de  direction  :  /H-  /",  g  -+-  /,  h  -h  h". 

.le  dis  que  c'est  la  normale  au  cône.  En  effet  : 

10)  Elle  est  perpendiculaire  à  la  génératrice.  Il  suffit  pour  le  voir  de  vérifier  que 

(5)  fif  -t-  n  +  9{o  -^  9")  -+-  Kh  -+-  f^')  =  0 

ou,  puisque    f  -^  g^  -i-  h'  =  1,  1-4-  ff"  -^  OO"  +  hh'  =  0, 

ce  qu'on  obtient  en  dérivant  par  rapport  à  0   la  relation  (3)  ; 

2°)  Elle  est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  y  au  point  m. 

Cotte  tangente  a  pour  cosinus  directeurs    /"',  g',  h',     il  suffit  de  vérifier  que 
(7)  /"(/•  4-  /")  4-  g'ig  -h  J")   i    h'ih  4-  h")  =  0  ; 

c'est  une  conséquence  des  relations  (3)  et  (4).  Donc  : 

Pour  qu'un  point  M,  soit  un  point  d'inflexion  de  la  transformée,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plan  sécant 
contienne  ta  normale  aucune,  au  point  correspondant  M  de  la  section. 

/{(•marque.  —  lin  général,  pour  la  valeur  n  (lui    correspond   au  point  d'inflexion,  la   dérivée  de 

h  [ — I       n'est  pas  nulle,  de  sorte  qu'en  ce  point  la  tangente  traverse  la  courbe;  il   y  a  inflexion 

géométrique. 
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1         /  1  \" 
Montrons  que  la  dérivée  de       T    •"  (  ~"  )     ^^*  nulle  en  particulierquand  la  génératrice  du  point  M 

est  perpendiculaire  au  plan  sécant. 

Dans  ce  cas  en  efl'et,  nous  avons  les  relations 


B 


C 


ou 


9'9" 


h'h"^0 


99" 


hh"  s  0. 


M 


11  faut  vérifier  que      — -  1  —  --I"  (  —  )      =0»     c'est-à-dire  que 

Hf  +  /■'")  +  B(jy'  +  g'")  +  C(/t'  +  li")  =  0 
ou,  en  remplaçant  A,  B,  G  par  des  quantités  proportionnelles, 
(8)  /■(/•'  +  /'")  +  g(g'  +  g'"}  -t-  h{h'  +  h'")  =  0. 

On  a  vu  que  quel  que  soit  0  on  a  la  relation 

fif-^f"}'^9(9-^9")  +  h{h-^h")^0, 
En  dérivant  par  rapport  à  0,  nous  obtenons 

fr"-h99"'^hh"'j-rr 

et,  en  tenant  compte  do  la  relation  (4), 

ce  qui  montre  avec  la  relation  (3)  que  (8)  est  vérifiée. 

Donc  en  général,  dans  C3  cas,  la  tangente  ne  traverse  pas  la  courbe. 

Cylindre. —  Soit  une  section  droite  y  du  cylindre  sur  laquelle  nous  marquons  une  origine  A  et  un 
sens  positif  pour  les  arcs,  et  soit  m  un  point  de  cette  section  droite  défini  par  la 
valeur  algébrique  x  de  l'arc  Am.  Soit  M  un  point  du  cylindre  sur  la  généra- 
trice passant  par  m.  Supposons  qu'on  prenne  pour  axes  de  coordonnées  deux 
droites  rectangulaires  oX  et  o\  du  plan  de  la  section  droite  et  pour  axe  des  Z  la 
perpendiculaire  au  plan  au  point  o.  Les  coordonnées  X  et  Y  du  point  m  sont 
des  fonctions  de  l'arc  x.   Soient 

X  =  /■(.;).  \=-~9{x). 

Le  point  M  aura  pour  cote    Z  =  wM  =  y. 

Pour  déterminer  une  courbe  C  sur  le  cylindre,  il  suffit  de  se  donner  une  relation  entre  x  et  y, 
soit  y  =  ©(x)  ; 

X  étant  l'arc  de  la  courbe  y,  nous  avons     dx-  =  f'-dx'^  -\-g''^d.r'-,     d'où  la  relation 

A  tout  point  M  de  la  surface  cylindrique  faisons  correspondre  dans  un  plan  le  point  iMi  qui  a  pour 
coordonnées  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  ox  et  oy,  les  nombres  x  et  y. 

A  la  courbe  G  de  la  surface  correspond  la  courbe  C,  qui  a  pour  équation  y  =  ç>(a;),  c'est  la  trans- 
formée de  C. 

1°  La  transformalion  conserve  les  longueurs.  —  Soit  MM'  un  arc  de  la  courbe  C  dont  les  extrémités 
correspondent  aux  valeurs  x  et  x'  de  l'arc  de  la  courbe  y-  La  différentielle  de  cet  arc  est  donnée  par 

rfS-^  =  rfX2  H- rfY^  +  (/Z^ 
mais  dX  =  i'{x)dx,  dY  —  g'{x)dx,  dZ  =  dy 

et  par  suite,  puisque  f'^  -h  (/'^  ^  i , 

d?,'  =  dx^ -^  dy\ 

d'où  S=    /     v/i-4-cp'2(.r)(/x. 

La  même  formule  donnerait  la  longueur  de  l'arc  s  correspondant  de  la  courbe  Gi. 

1"  La  transformation  conserve  les  angles.  —  En  effet  le  cosinus  de  l'angle    V    que  fait  la  tangente  au 
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rfZ  dy  . 

point  M  avec  l'axe  oz  esl  cos  \   =  —   =  -j-  ' 

c'est  la  même  formule  qui  donne  le  cosinus  de  l'angle    de   oy    avec  la  tangente  à   C,  au  point  corres- 
pondant. 

Le  même  raisonnement  que  dans  le  cas  du  cône  montre  alors  que  l'angle  de  deux  courbes  se  con- 
serve par  la  transformation. 

Transformée  d'une  section  plane.  —  Points  d'inflexion.  —  Soit  AX  -+-BY  -t-  GZ  -+-  D  =  0  l'équation 
d'un  plan.  Supposons  que  ce  ne  soit  pas  un  plan  de  section  droite,  c'est-à-dire  que  C  =r  0  l'équation 
de  la  transformée  sera 

Af{x)  -h  hg{x)  ^  Cy  ^-  D  =  0, 
doù  Ton  déduit,  puisque     C=:±:0, 

Les  points  d'inflexion  delà  transformée  s'obtiennent  en  cherchant  les  valeurs  de  x  qui  annulent  y", 
c'est-à-dire  telles  que 

Af"-hïig"  =  0, 
relation  qui  exprime  que  le  plan  sécant  contient  la  droite  menée  par  le  point  correspondant  et  qui  a  pour 
coefticients  de  direction     f",  g",  0. 

Je  dis  que  c'est  la  normale  au  cylindre.  Elle  est  en  effet  normale  à  la  génératrice,  puisqu'elle  est 
parallèle  au  plan  des  XY;  elle  est  de  plus  perpendiculaire  à  la  tangente  en  m  à  la  section  droite,  car 
cotte  tangente  a  pour  cosinus  directeurs    f,  g',  0     et  l'on  vérifie  que 

en  dérivant  par  rapporta  x  la  relation  (1). 

Remarouk  I.  —  11  peut  se  faire  que  ces  points  d'inflexion  algébrique  ne  soient  pas  des  points  d'in- 
flexion géométrique,  cela  arrivera  en  particulier  pour  les  points  correspondant  aux  valeurs  de  x  qui 
annulent  y'"  sans  annuler  ?/"'. 

Remarque  11.  —  La  méthode  précédente  se  prête  très  bien  à  la  recherche  des  points  d'inflexion  des 
transformées  des  courbes  gauches  tracées  sur  une  surface  conique  ou  cylindrique.  Elle  donne  aussi 
simplement  les  relations  entre  la  courbure  d'une  courbe  tracée  sur  la  surface  et  la  courbure  de  sa  trans- 
formée au  point  correspondant. 


COm{I]SPOiNDANCE 

Addition  à  In  solution  de  la  question  1119  (No  de  Mars  1010) 
par  .M.  E.-N.  Barisieu. 


La  très  élégante  solution  de  cette  jolie  (|uestion  offre  une  lacune  (jui  ne  satisfait  pas  la  curiosité  des 
lecteurs  de  la  Revue. 

A  la  dernière  ligne  de  la  page  455,  l'auteur  de  la  solution  ne  donne  pas  les  calculs  de  l'élimination 
pour  trouver  l'enveloppe  de  la  conique  G,  alléguant  que  les  calculs  sont  longs  et  pénibles. 

Voici  un  calcul  assez  simple  : 

On  doit  éliminer  a  et  p  entre  les  trois  équations 

(1)  a2a2  -^  />2p  =  cS  (c»  =  «^  —  b'), 

„>  a(a'^4-r>2_  ^2)    _     ^[^.^  ^  ^/ ^  e-)  c' —  {a'' +  h%7.- -^ ''^^) 

\JL)  _  •  = . 

u  V  w 
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Posons 

(3)  62^2_^a^(i2  =  0. 
De  (1)  et  (3),  on  déduit 

rt-f'  -  ^^0  a-0  —  b-c'  c'*  H-  0 

Ces  valeurs  substituées  dans  (2),  donnent,  en  élevant  au  carré, 

(aV_62e)(0— 2A^c-)^  _    (fl^O— 6V)(0-}-2aV)2    _    r-c^a'- -^  b'Y 
II-  y^  j/;2 

On  est  ramené  à  éliminer  0  entre  ces  deux  équations  du  troisième  degré  en  0  : 

(0  —  îb^ch^b^a  - a'-c')  +  02  ^  c}(a^  +  ^2)^^  =  0, 

(6  +  ^a2c2)2(a20  —  bh'')  —  02  -^   c^(a2  +  ^^j^  =  0, 
qui  s'écrivent 

(4)  b\^^  -  Aa^b-'à)  ^  e-%^\  -^  (a^-{-b^y  —  W  —  a'-cn  t-  Ab^c'ih' -ha-c^y)  =  0, 

(5)  a2(0'  —  ïa^-à)  —  c-O^r^  (a'-  -+-  b'-f  ~  4a^  -^  bH"^  +  \a^à{a'  —  b-c'^yi  =  0. 

En  multipliant  la  première  de  ces  deux  équations  par  a^,  la  seconde  par  b-  et   en  les  retranchant 
ainsi  multipliées,  on  a 

r/Q-u2_^    —  Vrf2  -f-  62)5  _  4a262(a2  -+.  b')  —  c\a'  —  b')\  \-  ^a^'-àO  [h''  -  a' -^  c^a'-  -4-  6'-)]  =  q. 
Le  terme  en  0  est  nul.  L'équation  n'a  donc  plus  qu'un  terme  en  62,  et  alors 

a-u-  +     u  \  ^^2  _^  ^^y  ^  Jia^\a''  -h  b'-)  -+-  c-(a'  —  b')  =  {a-  -+■  62)  {à  -f-  Aa^b^-)  =  {a"-  +  62)' , 


C202 


( 


ir- 

c'est-à-dire 

a^a^  -h  b'^v-  ■=  wK 

C'est  bien  l'équation  tangentielle  de  la  conique  G. 

Hemarques  :  1°  En  général,  l'élimination  d'une  variable  entre  deux  équations  du  troisième  degré  est 
un  calcul  assez  ardu,  car  il  faut  ramener  les  deux  équations  du  troisième  degré  à  un  système  de  deux 
équations  du  second  degré,  et  former  le  résultant  de  ces  deux  dernières  équations.  Ici,  il  y  aune  grande 
simplification,  les  deux  équations  du  troisième  degré  en  6  étant  de  la  forme 

63  +  A02  +  Bo  +  c  =  0,         03  +  A'e2  4-  B'e  +  c  r=  0, 

d'où  l'on  déduit 

B'  — B 


(A  —  A')e^  -i-  (B  -  B')0  =  0,  0  = 


A— A' 
Et  le  résultat  de  l'élimination  est 

C(A  —  A')'^  —  (B  —  B')'  4-  (A  -  A')(B  —  B')(BA'  —  AB')  =  0. 

Il  se  trouve,  en  outre,  que  dans  le  cas  actuel,  on  a    B  —  B'  =  0,     ce  qui  réduit  le  résultat  ù 

A  —  A'  =  0 . 
2°  On  voit  d'ailleurs  que  les  équations  (4)  et  (5)  peuvent  s'écrire 

03  _^  f^  [JL  (a"  +  62j3  _  W  —  a-c-1  4-  Aà(a'  +  b'  —  a^")B  —  Aa^b-rJ  =  0, 

©2       |_   1^2  J 

03  —  —  f—  la'  -+-  b-'Y  —  Aa'  +  b'c-\-{-  4cVa*  +  b' —  a^'^y)  —  4a262c^  =  0. 
a-     l  iv^  J  ^ 

Les  coefficients  de  ces  deux  équations  sont  égaux  pour  les  termes  0^,  6  et  le  terme  connu.  Il  faut 
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donc  que  les  coefficients  de  0^  soient  égaux,  ce  qui  donne 

d'où,  comme  nous  l'avons  vu, 

3°  Le  procédé  employé  montre  qu'il  n'y  a  pas  d'autre  enveloppe  que  la  conique  C,  tandis  que  la 
vérification  faite,  page  456,  ne  prouve  pas  que  la  conique  C  est  la  seule  enveloppe. 

40  Errata  à  la  solution  de  la  question  1779,  p.  452-436. 
Page  455.  —  Avant -dernière  ligne  : 

[ir2,2^2  _^_    (^2^2   ^   ^2^2)J  pc2a2-(a2p'-  +  62a2)] 

Ecrire  le  rapport  du  milieu    — ■ ^^ •    au  heu  de 


V  V 

Page  456.  A^  ligne  : 

Mettre  le  terme     h'-^'[^c^x'^  +  (a^p^  +  b^a^)f    au  lieu  de     P<^^['ic^<i^  —  {a^^^  -+-  b^a.y^^. 
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Groupe  I. 

Mathématiques. 

1799.  —  Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  considère  l'hyperbole  (H)  axjant  pour 
équation  x-  —  y^  =  r^ 

et  les  coniques  (T)  représentées  par  l'équation 

X-  H-  3j/2  +  Ç>rty  —  Sr^  =  0 
où  t  est  un  paramètre  variable. 

1°  Montrer  qu'en  leurs  quatre  points  d'intersection  A,  B,  C^  D  une  courbe  (T)  et  la  conique  (H)  sont 
orthogonales. 

2°  Etudier  les  cercles  passant  par  A,  B,  C,  D.  Lieu  des  foyers  des  coniques  (T). 

3°  Trouver  l'enveloppe  des  droites  AB.  Exprimer  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre  les  coefficients 
de  l'équation  générale  d'une  de  ces  droites  (71071  parallèle  à  ox). 

4°  Lieu  du  point  de  contact  d'une  conique  (T)  et  d'une  conique  ayant  mêmes  foyers  que  (H). 

5°  Un  champ  de  forces,  dont  les  forces  sont  parallèles  au  plan  xoy,  est  tel  que  les  traces  des  surfaces 
de  niveau  sur  ce  plan  soient  les  coniques  (T).  Trouver  les  lignes  de  forces  situe'es  dans  le  plan  xoy.  Indi- 
quer la  forme  et  la  disposition  de  ces  lignes,  les  unes  par  rapport  aux  autres. 

6°  On  considère  un  point  E  de  coordonnées  x  =  0,  y  =  l  et  celles  des  lignes  de  force  qui  cou- 
pent ox  en  trois  points  réels  M,,  M.^,  M.,.   Calculer  La  somme 

1  1  1 

em;     em.;     em; 

Peut-on  trouver  une  valeur  réelle  l,  telle  que  cette  somme  reste  constante  lorsque  la  ligne  de  force  varie  ? 

1°   Soit  (a-,  y)  un  point  commun  à  (H)  et  ;\  (T),  c'est-à-dire  vérifiant  les  deux  équations 
x^  —  y^  —  »-2  =0,  x^-\-  3j/2  -h  Qrly  —  3r^  =  0  ; 

la  condition  pour  que  les  deux  courl^es  soient  orthogonales  en  ce  point  est 

x-~-tj{'6y-h'6rl)  =  Oy  ou  x^  ■— Sj/^  —  3r/t/  =  0. 
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C'est  visiblement  une  conséquence  des  deux  premières  :  il  suffit,  en  effet,  pour  l'obtenir  de  multiplier 
la  première  par  3  et  d'en  retrancher  la  seconde  ;  ceci  donne 

2(.r^   -  '^if—  'irUj)  =  0. 

2°  Les  deux  coniques  (H)  et  (T)  ont  leurs  axes  parallèles  ;  donc  les  quatre  points  de  rencontre  sont 
sur  un  même  cercle.  Ce  cercle  fait  partie  du  faisceau 

J-  -H  3(/-  +  i^liy  —  'Sv'  H-  /(./-  —  î/-  —  r-)  =  0, 
et  s'obtient  pour     X  =  1.     Son  équation  est  donc 

(1  )  X^'-^  îy2  ^  3,.^j^  _  9,.2  -  0. 

Quand  t  varie,  ce  cercle  engendre  un  faisceau  linéaire  dont  les  points  fixes  sont  sur  Oa-  : 

X  =  ±  r  ^%  fi  =  0. 

Ces  deux  points  sont  les  foyers  de  l'hyperbole  (H). 
Pour     <  =  0,     on  a  le  cercle 

x'--hy^  -  tr^  =  0, 
et,  pour     t  =  ce  ,     la  droite    y  =  0,     l'axe  des  r. 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers,  il  suffit  de  former  le  faisceau  des  tangentes  issues  d'un  point  et  d'écrire 
que  ces  deux  droites  sontles  droites  isotropes.  En  appelant  (a,  p)  le  point  et, en  negardant  que  les  termes 
du  second  degré,  on  trouve  ainsi 

(a2  -+-  sp  +  6r/3  —  3r2)(a-2  +  3y^)  ~  [xx  h-  (3p  -+-  3r%]2  =  0. 
Il  n'y  a  plus  qu'à  exprimer  que  ceci  est  de  la  forme 

ce  qui  donne 

2(a2  +  3^  -f-  Qrt^  —  3?-2)  —  (3p  -h  3riy  +  «^  =  q, 

a(p+W)  =  0. 

Un  premier  lieu  est    a  =  0;     c'est  le  lieu  des  foyers  situés  sur  l'axe  fixe,  Oy.  Le  second  lieu  s'obtient 

en  éliminant  t  entre  la  première  équation  et  l'équation 

^  -+-  rf  =  0. 

S 
Nous  avons  d'abord     l  = 5    puis 

r 

2(a'^  -^SP—  Gp'-  —  3r2)  +  «2  ^  0, 
ou,  toutes  réductions  faites, 

(2)  a2  —  5^2  _  2,-2  =  0. 

C'est  une  hyperbole  rapportée  à  ses  axes,  et  qui  passe  aux  foyers  de  (H),  c'est-à-dire  aux  points  fixes 
du  faisceau  de  cercles. 

On  peut  trouver  ce  lieu  très  facilement,  en  suivant  une  autre  méthode  qui  va  nous  donner  des 
renseignements  utiles.  Laconique  T  du  faisceau  donné  peut  s'écrire 

x'-  +  3(j/  -^  rty  -  3r'^(l  +  <-)  =  0. 
Les  axes  sont  donc    x  =  0,     y  -+-  7't  =  0,     et  si  on  appelle  a  la  longueur  du  demi-axe  parallèle  à  Ox 
et  b  celle  de  l'axe  situé  sur  Oy,  on  a  de  suite 

a'-  =  3?'2(1  +  r-),  b^  =  r%l  -+-  f-). 

Le  petit  axe  est  donc  sur  Oy  et  le  grand  axe  sur  une  parallèle  à  Ox.  Les  foyers  imaginaires  de  l'ellipse  T 
se  meuvent  sur  Oy  et  les  foyers  réels  ont  pour  coordonnées 

X  =  rv/2v/(l  ^t'')  =  sla^~^^^,  y  ^rt  =  0; 

par  suite,  leur  lieu  est 

^.2  ^  2(y2  -+-  r^). 
C'est  bien  l'hyperbole  que  nous  avons  trouvée. 

Pour     t  =  0,     on  obtient  les  deux  points     x  =  z±:  /Vs,     y  =  0,     Ce  sont  les  foyers  de  l'hyper- 
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bole  (H).  Il  y  a  donc  une  ellipse  du  faisceau,  l'ellipse     t  =  0,     ou 

a2-4-3t/-  — 3î-  =  0, 
qni  est  homofocale  à  Thyperbole  fH). 

11  est  facile  de  remarquer  en  outre  que  les  foyers  réels  de  cette  ellipse  variable,  T,  sont  situés  sur 
le  cercle  qui  lui  correspond, 

a;2  -^  yi  +  -irtij  —  2r2  =  0. 

Ce  cercle  est  donc  déterminé  à  chaque  instant  par  les  foyers  de  (H)  et  ceux  de  l'ellipse  du  faisceau. 

3.  Les  quatre  points  de  rencontre  A,  13,  C,  D  de  la  conique  [H)  et  de  la  conique  T  sont  deux  à 

deux  symétriques  par  rapport  à  Oty,  et  parmi  les  sécantes  communes,  il  y  en  a  deux  parallèles   à  Ox; 

les  autres  sont  deux  à  deux  symétriques  par  rapport  à  Ox  et  l'une  d'elles  peut  se  représenter  par 

X  =  my  -h  p,     puisqu'elle  n'est  pas  parallèle  à  Ox-.  Nous  aurons  l'équation  tangentielie  de  l'enveloppe, 

c'est-à-dire  la  relation  entre  m  et  p,   en  exprimant  que  cette  droite  coupe  les  deux  coniques  aux 

mêmes  points.  Or  les  y  des  quatre  points  s'obtiennent  en  retranchant  (H)  de  (T)  et  sont  fournis  par 

l'équation 

2,y2  4-3r/,v— /'^  =  0; 

d'autre  part,  la  droite      x  =  my  -+-  p    coupe  la  conique  (H)  aux  points  dont  les  y  sont  donnés  par 

{iny  4-  p)-  —  y-  —  r-  =  Q 

et  il  suffit  d'identifier  ces  deux  équations,  ce  qui  donne 

?u^  —  1  2mp  p-  —  r^ 

2  ~      3r<      ~      —  r- 

L'équation  langentielle  est  immédiate  ;  elle  s'obtient  en  égalant  les  deux  rapports  extrêmes  : 

2/>-  H-  m-)-  —  '3r-  =  0. 

Si  on  pose    ?/)  = •>    /y  — ,    elle  devient 

u  u 

3,.2„2   _   ;•2t^2    _   2^y2    ^    0, 

et,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  l'équation  taogentielle  de  l'hyperbole 

(3)  ^-Tr-?=«- 

Telle  est  l'enveloppe  des  droites  AB,  non  parallèles  à  Ox.  La  relation     2;j-  h-  m^r-  —  3r^  =  0    donne  de 
suite 


,3 

p=  ri/  -—  cos  9,  m  =  ^/3  sm'r- 


et  l'équation  do  la  droite  AB  s'écrit 

/3 

CD 

En  posant    tg  —  =  X,     elle  devient  rationnelle  en  fonction  du  paramètre  X. 
4°  Soit  (C)  une  conique  ayant  mômes  foyers  que  (II), 

n  -h  X         r^  -    A 
Si  on  écrit  qu'elle  est  tangente  à  (T),  c'est-à-dire  si  on  identifie  les  deux  tangentes,  on  a 

X  —  y 

r^H-X         72  — X  —1 


X  3(7  -t-  rt)  'drly  —  'ir- 

X  et  y  étant  les  coordonnées  du  point  de  contact. 

On  peut  former  un  rapport  indépendant  de  t,  en  multipliant  le  second,  haut  et  bas,  par  y,  le  troi- 
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sième,  haut  et  bas,  par     —  1,     et  ajoutant:  on  obtient  ainsi 

r-  —  X  ?•-  -h  X 


En  supprimant  le  facteur  r,  qui  correspond  évidemment  à  un  lien  étranger,  il  reste 

-j  _        ?/'        ^    3(y^  -t-  r^) 
r2  —  X  r-  H-  X 

Or  le  point  de  contact  vérifie  en  outre  l'équation 

_  ^'  y'        I  _  A . 

r' 
l'équation  précédente  devient  donc 

elle  donne     r^  h-X,  ?■ 

d'autre  part, 


f^  4-  X 

r-  —  / 

6) 

X'                      3(y2  ^   ,.2)      _ 

? 

.2  4_x     ~        r^  +  X       ' 

-    +À    = 

a;2  .^  3^2  _,_  3,.2     _ 

2               ' 

2,x^ 

1   =    r. r-   -    1    = 


,1.2  —  3jy2  _  3,.2 

,•2  _  X  /'^  -h  X         *  ~    ,r^  +  3y^  +  '6r'^         '         .r^  h-  'àif^  +  3/-'- 

donc  H— X=-^-^^ -l — -, 

et  le  lieu  total  a  pour  équation  l'équation  du  quatrième  degré 


2  .,.2_3j^2_3,.2 

Mais  ce  lieu  est  connu  d'avance  :  il  se  compose  certainement  de  l'hyperbole  (H)  et  delà  conique  (T) 
qui  est  homofocale  à  (H)  ;  il  se  décompose  donc  en 

a:2  +  3^2_3,-2  =  0  et  x^—y^  —  r'=^0. 

11  n'y  a  plus  qu'à  vérilier  ce  point.  Ceci  se  fait  sans  peine  en  écrivant  l'équalion  précédente  ainsi 
4,-2(3.2  _  3j^2  _  3r2)  =  (x^  -t-  3y2  +  3r2)(x2  —  if-  —  Sr^), 
puis 

(x2  _  y-2)(^x-'  +  '6y')  —  iûrhf  —  dr'  =  Ar\x'-  —  3y2)  —  12r\ 
et  enfin 

La  décomposition  est  visible  sous  cette  dernière  forme. 

5"  Dans  le  champ  de  forces  indiqué,  les  surlaces  de  niveau  sont  des  cylindres  ayant  pour  bases  les 
coniques  (T)  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  0-,  les  lignes  de  force  sont  donc  des  lignes  du 
plan  des  xy  ou  parallèles  à  ce  plan  et  orthogonales  à  ces  cylindres.  Cherchons  d'abord  l'équation  diffé- 

1 

rentielle  des  coniques  ^T),  et  nous  y  changerons  y'  en ->    nous  aurons   l'équation  différentielle 

des  lignes  de  force.  Nous  savons  d'ailleurs  que  l'une  d'elles  est  l'hyperbole  (H). 

Si  nous  dérivons  l'équation  (T)  par  rapport  à  x,  nous  avons 

X  -h  3i/(/' 
X  -]-3yy'  -\-3rty'  =  0,  et,  par  suite,  t  =  — 


Sry' 
En  portant  cette  valeur  de  t  dans  l'équation  (T),  elle  devient 

x''-h'^y^  —  3r'-—^(x-^3yy')  =  0,  ou  x'- -  S»/ —  -àr' — -^  =  0. 

1 

Le  changement  de  t/  en ~    donne     2xj/(/  —  3^/^  -i-  x-  —  3»-  =  0. 
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y 


C'est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre  en     y^  =  z,    xz'  —  3:;-i  x^ —  '.ir^  =  0. 

11  est  visible  que  cette  équation  admet  la  solution     z  =  x-  —  r-. 

D'autre  part,  la  solution  de  l'équation  sans  second  membre  est    z  =  Cx\     donc  la  solution  générale 

de  l'équation  complète  est 

3  =  Cx»  -+-  a;2  —  r\ 

C  étant  une   constante  arbitraire. 

Si  on  change  C   en    —G,     cela  revient  à  changer  x     en  —  a;     et,  par  conséquent,  la  ligne  de  force 

se  change  en  une  autre  ligne  de  force,  symétrique  de  celle-ci  par 

rapport  à  O.y.  Avec  cette  symétrie,  il  suffira  d'étudier  les   valeurs 

positives  de  C. 

Propobons-nous  alors  de  construire  la  courbe 

y  =  ^z  =  ^/C.x'  ■+-  x-^  ~  r\ 

-      11  faut  commencer  d'abord  par  étudier  les  variations  de  -  ;  or 

-'  =  3Ga-  -+-  ±T, 

z'  s'annule  pour    x  =  0    et  pour  une  valeur  négative  de  x, 

_  2 

''■  ~  ~  "3C'' 

donc:  croît  depuis   —  x   jusqu'à  un  certain  maximum,  quand  x 

2 
-; — ;     puis,:;  décroît  depuis  ce  maximum  jusqu'à     —  ?•-,     (juand   r 

9 

croît  de 7^    àO;  enfin  z  croît  depuis     —  r^    jusqu'à     -4- oc  ,     quand   /■    croît  de  0  à     -H  x  . 


Y 


0 


croît  depuis     — oc       jusqu'à 


Nous  voyons  donc  que  si  le  maximum, 


2TG-2 


r^    est  négatif,  :  n'aura  qu'une  racine,  une  racine 


positive  X  et  ne  sera  positif  qu'à  partir  de  cette  racine  ;  par  conséquent  y  n'existera  qu'après     x  —  a. 
et  grandira  de  0  à     --h  x  .     Si  le  maximum  est  positii,  c'est-à-dire  si     G  <  — -r—i    z  admet  en  outre 

deux    racines   négatives,   [i  et  y»  6t  est  positif  entre  elles  ;  la  courbe   admet  encore   une   boucle   à 

gauche  de  Oy. 

Quand  G  tend  vers  0,  le  point  a  et  le  point 
(H)  Y  tendent  vers  les  points  r  =  ±  r,  la  boucle 
de  gauche  s'allonge  jusqu'à  l'inlini  et  vient 
coïncider  avec  la  branche  de  gauche  de  l'hy- 
perbole ;  la  branche  de  droite  coïncide  avec 
celle  de  l'hyperbole  (H)  aussi.  Ouand  G  aug- 
mente à  partir  de  0,  on  a 

a  diminue,  le  point  a  se  rapproche  de  O7  ;  au 
contraire,  le  point  y  s'éloigne,  le  point  '^  se 
rapproche,  et    la    boucle  diminue.    (Juand 


G  = 


'•/3, 


3s^3r  ■     '"        '  3C 

et  la  boucle   est   nulle.    Puis    G    augmentant 

toujours  la  boucle  devient  imaginaire  et  la  branche  de  droite  se  rapproche  de  plus  en  plus   de  Oy. 

6°  On  a  évidemment 

1111  1  i 


:,\L 


EM, 


EM3 


/2 


1 


/•■= 
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1 

on  aura  donc  celte  somme  en  posant    xj  =  -— ; —      et  calculant  la  somme  des  racines  de  l'équation 

en  ij,  on  trouve  d'abord     x-  = /-  ; 

puis  C.(i-/A-.i-/-^-r^  =  0,  .-    (^^  +  '-^)^-l 


y       1     V  ^1-/^!/) 

L'équation  en  ?/  est  donc 

Les  premiers  termes  sont 

ys[^ii  +  ,.2)2  +  c^/«J  —  ^2[2(/2  ^ r2)  -^  'àCH'\  +  ■■■ 
et  la  somme  des  racines  est 


elle  n'est  indépendante  de  C  que  si 


(/2  _^  ,,2)2  /6 

ce  qui  a  lieu  pour     /  =  0,     /  =  ±  ri     et     2/^  =  3/-  H-3?'^ 

11  n'y  a  donc  pas  d'autre  solution  réelle  que     1=^0,     et  l'on  voit  que 

11  1         ^  2 

ce  qui  est  évident  sur  l'équation 

Co;^  -t-  X-  —  ?"2  =  0. 

Bonnes  solutions:  MM.  M.  roNNfrÈTE,  à  Dinnn  :  G.  Fouchy,  à  Reims;  Amulapd,  à  lUiines  ;  A.  Couiaoïs,  à  Douai;  Hcgo.n, 
lycée  Louis-le-Gr.nnd  ;  A.  Rousseau,  à  Landrecies  ;  Névkjans.  27'^  d'artillerie. 


Groupes  I  et  II. 

Mathématiques. 


1803.  —  On  laisse  tomber,  sans  vitesse  initiale,  un  point  matériel  pesant  dont  la  masse  est  1  gramme 
dans  un  milieu  qui  oppose  à  son  mouvement  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  ;  soit  k  le  coefficient 
de  proportionnalité  ;  on  compte  le  temps  à  partir  du  moment  où  le  mouvement  commence. 

1.  (Juels  sont,  au  bout  du  temps  t,  la  vitesse  de  ce  mobile  et  le  chemin  z  qu'il  a  parcouru  ?  Vérifier, 
sur  les  formules  trouvées,  que  lorsque  k  est  très  petit,  le  mouvement  est,  pendant  quelque  temps,  à  peu  près 
le  même  que  si  le  mobile  tombait  dans  le  vide. 

2.  On  laisse  tomber  au même  instant  plusieurs  points  matériels  pesants,  ayant  chacun  une  masse  égale 
à  1  gramme,  dans  des  milieux  divers  qui  opposent  tous  une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse,  mais  avec 
des  coefficients  k  différents  ;  on  compare  les  mouvements  de  ces  points  au  bout  du  temps  t.  Il  est  aisé  de 
prévoir,  d'après  la  nature  même  de  la  question,  dans  quel  sens  varient  la  vitesse  et  le  chemin  parcouru  lors- 
que k  augmente.    Vérifier  anahjtiquement  ces  prévisions. 

3.  Calculer  le  coefficient  k  par  la  condition  suivante:  Le  point  matériel,  pour  tomber  sans  vitesse  ini- 
tiale d'une  hauteur  égale  à  2(/,  met  un  dixième  de  seconde  de  plus  que  s'il  tombait  dans  le  vide. 

On  prendra  g  =  981  centimètres  et  on  se  bornera  à.  calculer  le  premier  chiffre  significatif  de  k. 

1°  Nous  prendrons  pour  axe  des  z  la  verticale  du  point  mobile,  pour  origine  la  position  initiale  de 
ce  point  et  pour  sens  positif  le  sens  de  la  verticale  descendante;  l'origine  des  temps  sera  Tinslanl  du  départ. 
A  ce  moment,  le  point  est  sollicité  par  une  force  d'intensité  g. 
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Lorsque  le  point  est   en  mouvement,  il  est  sollicité  par  deux  forces,  une  force  ayant  pour  valeur 

algébrique  g  et  une  autre,     —  /.y,     qui  provient  de  la  résistance  de  l'air  ou  du   milieu.    L'équation 

d^z  ,   dz  i  dz  \ 

différentielle  du  mouvement  est  donc  — ; —  =  7  —  «  —r^  1  f^  =  —7-  h 

dl-  dt  \  dl  J 

d^-z        .    dz 

ou  -7- A"  -,—  =  7  • 

dt-  dt         •' 

(/:  g 

Cette  équation  admet  comme  solution    particulière     -—  =  j-  ;    l'équation  sans  second    membre 


s'écrit    —  =  —  A.  et  donne,  en  appelant  >.  une  Constante  arbitraire,    L^  =  _  A/,     z' =  le-'" 

-dT  =  ''-'■  ^  1 


dz  ,  n 

La  solution   générale  de  l'équation    complète  est    alors     — -  =  âc--^'  -f-  ~  \      or,  pour     t  =  0, 


^  =  0:     donc     À  =  -/     et    ^  =  l{i -er'^'). 
dt  k  dt         fi 

7  0         -L 

En  intégrant,  nous  aurons  "  ~  T'  ~*~   "tï  ^  *'  -h  u. 

Pour     /  =  0,     ;  est  nul  :  par  conséquent     .^  = 7:7--     donc  linalement 

dz         q 
La  formule  de  la  vitesse  nous  montre   que     v  —  ——  =  j-\J — e  ''')     part  de  0  et  augmente:  à 

mesure    que  t  croit,     e'''''    diminue,    et.    pour     /  =  oc,     e~^    est  nul.  la   vitesse  tend  vers    —  • 

Quand  t  est  grand,     e~'"    est  très  petit,  la  vitesse  est   sensiblement  égale  à    -y-     et  croît  avec   une 

n 

extrême  lenteur;  le  mouvement  est  sensiblement  uniforme. 

La  formule  des  espaces  montre  la  même  chose  :  la  partie     y  t —  4     ^st  la  plus  importante,  dés 

que  /  est  un  pou  grand:  l'autre  partie,  rj'^"'''  devient  vite  négligeable,  et  le  mouvement  tend  à 
devenir  uniforme.  La  formule  de  l'accélération  est 

-  ^ 

elle  met  aussi  en  relief  l'allure  que  nous  avons  constatée  déjà.  Il  serait  intéressant  en  outre  de  cons- 
truire les  diagrammes  divers  de  ce  mouvement  ;  ceci  est  très  facile  et  montre  bien  encore  le  fait  que 
nous  avons  signalé. 

«Juand  /  est  très  petit,  il  sufût  de  garder  le  premier  terme  du  développement  en  série  dans  chaque 
formule.  Nous  avons  ainsi 

t=  9,  '■  =  gt,  :■  =  -^' 

ce  sont  les  formules  du  mouvement  de  chute  libre  dans  le  vide. 

2»  Si  on  considère  un  deuxième  point  mobile  de  masse  1,  qui  tombe  de  même  dans  un  autre  milieu 
résistant  ou  le  coellicient  de  résistance  est  égal  à  A,,  il  est  aisé  de  prévoir  que.  lorsque  A,  est  plus 
grand  que  A,  ce  point  tombera  moins  vite  que  le  premier  et  que  l'espace  qu'il  parcourra  pendant  le 
temps  /  sera  moindre  que  lespaco  parcouru  par  le  promiir  mobile.  Nous  avons   donc  à  vérifier  que,  / 

étant  donné   la  fonction     v  =  --  (i  e~'")    ^^^  ""^  fonction  décroissante  de  k  elqu'il  eneslde  même 

H 
n  n 

de  la  fonction    :  =  -i-  /-+-  jj  («-*'  —  i). 


-r  =  9e  -"'' 
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Or,  nous  avons  de  suite 

il  nous  faut  donc  vérifier  que  les  deux  fonctions 

u  =={kt^  1  )e-*'  —  1 ,  et  //•  =  2  —  kt  —  (2  h-  kl)e-''' 

sont  négatives  à  une  époque  quelconque  /  lorsque  /.•  est  positif  et  quelconque  autrement. 

Pour  u  cela  résulte  de  ce  que     u  =  0     pour     1  =  0,     u  =  — 1     pour     <  — -t- c»     et  que    -r-    est 

toujours  négatif;  en  etï'et     -r~  =  — k'-te^''',    et  cette  quantité  est  toujours  négative,   quand  t  varie 

de     0     à    H-  X . 

Pour  K',  nous  avons     iv  =  0     pour     /  =  0,     et     w  =  — »      pour     /  =  +  x  ;     d'autre  part 

-^  =  -  A-  +  /v(2  +  A-<je-^'  —  /te-^',  -^  =  A-[e-^'(l  +  A'O  -  1]  =  ku, 

quantité  toujours  négative,  d'après  ce  qui  précède. 

La  construction  un  peu  soignée  des  divers  diagrammes  mettrait  encore  en  relief  tous  ces  résultais. 

3°  Supposons  maintenant  que  le  point  matériel  tombe  d'une  hauteui-  égale  à  2g  ;  dans  le  vide,  nous 
aurons   l  par  la  formule 

%  =  Y"' 

qui  nous  donne  /  =  2  ;  le  mobile  met  donc  ^  secondes  à  tomber. 

Dans  le  milieu  envisagé,  dont  le  coettlcient  de  résistance  est/.',  il  met  2  secondes  1,  on  —  de 
seconde.  L'équation  qui  donne  /.•  est  ainsi 

pour  t  =  2'^%1. 

Celte  équation  s'écrit 

-2A-2  =  kt^e-'^'—i, 

ou  :  —  —^ — i-  e"'  —1  =  0,         en  posant         z  =  kt,  /  =  2,1  =  -^  • 

Pour  -  =  0,  ouplutôt  r  = -t- i,  quanlitéinfiniment petiteet positive, cette  fonction estpositive; 
elle  est  négative  pour  :  =  1,  comme  on  le  voit  immédiatement.  Il  y  a  donc  une  racine  comprise  entre 
0  et  1.  Cherchons  celte  racine,  et,  pour  cela,  développons  en  série.  Le  premier  membre  de  l'équation 
deviendra 

J~'F )~   \.2M  ~~JÏ~1Ï"'  ~^" 
Pour    z  <  J,    c'est  une  série  alternée  dont  les  termes,  à  î)artirdu  second,  vont  endiminuant.  Si  donc 
on  calcule  :  en  annulant  les  deux  premiers  termes,  cette  valeur  de  -  rendra  le  premier  membre  positif,  et 
sera,  par  suite,  inférieure  à  la  racine.  Si  on  calcule  z  en  annulant  les  trois  premiers  termes,  cette  nou- 
velle valeur  de  z  rendra  le  premier  membre  négatif  et  sera,  par  suite,  plus  grande  que  la  racine. 
Nous  trouvons  ainsi 


f2  V  ;2  V  V 


en  calculant  :,  par  défaut  et  Zi  par  excès,  on  obtient  facilement 

-,=0,278  et  22  =  0,3-2. 
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Les  valeurs  correspondantes  de  k  sont 


^.  =  ^'  l<^  = 


z. 


2,  1  '        %i 

A-,  =  0,  13,  /.o  =  0.  lo. 

La  valeur  de  k  à  un  dixième  près  est   donc     k  =  0,  1     et  on  a  sensiblement     fc  =  0,  ii,     à  un  cen- 
tième près,  par  défaut  ou  par  excès. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Nicvejans,  2~<=  d'artillerie  :  Sallkron,  à  Albi  ;  Mahesc\lci:i  ;  G.  Lach.  ;i  Denain  ;  A.  IIoosseai',  à  Lan- 
Assez  bonnes  solutions:  MM.  Bonnetêtr,  à  Dinan  ;  A.  Courtois,  à  Douai  ;  C  Fodcry,  à  Reims  ;  Amblard,  à  l'.uines. 


^304.  —  On  considère  l'équalion  différentielle 

(1)  î/'-^Pl/+O=.0, 

où  y  esl  la  fonction  inconnue  et  où  P,  Q  sont  des  fonctions  de  la  variable  x. 

\.  Montrer  que  toute  solution  de  celte  équation  vérifie  l'équation  différentielle 

(2)  v"  H-  (P'  -  P') .'/  ^-  Q'  —  PQ  -  0 

[y'  et  y"  désignent  les  dérivées  première  et  seconde  de  y,   P'  et  Q'  les  dérivées  de  P  et  de  Q). 

2.  Déterminer  P  et  Q  de  façon  que  l'on  ait,  en  désignant  par  %  et  'p  des  constantes  données, 

P'-P2  =  a2,  Q'-  PQ  =   p 

3.  En  adoptant  pour  P,  Q  les  fonctions  ainsi  trouvées,  on  intégrera  les  deux  équations  (l)  et  {2)  et 
l'on  calculera  ce  que  devient  le  premier  membre  d".  Véqualion  (1)  quand  on  y  remplacera  y  par  la  solution 
générale  de  l'équation  (2). 

1»  Si  on  différentie  l'équalion  proposée 

(1)  ?y'+ Py  H- Q  =  0, 
elle  devient  ^ 

y"  +  Py'  +  P'?/  +  Q'  =  0, 

et  comme     j/' =  —Py — Q,     nous  voyons  que  toutes  les  solutions  de  l'équation    (l)  vérifient  l'équa- 
tion 

(2)  y"  +  (P'—  P- ).'/  +  Q'  —  PQ  =  0. 

Nous  intégrerons  donc  l'équation  (2)  dans  le  cas  proposé  et  nous  chercherons  celles  de  ses  solu- 
tions qui  vérifient  l'équation  (1). 

2»  Posons     P'— P2=:a2^     nous  aurons 

=  dx, 

a^  -h  P- 

et,  par  suite, 

1  P 

—  arc  tg  —  =  X  -H  c  ; 
a  a 

donc  1^  =  atga(a:-hc). 

La  deuxième  éqiialiot),     ()'  —  PO  =  p,     devient  alors 

(Y  _  Oa  tg  a{x  -+-  c)  =  p, 

ei  l'équation  sans  second  membre  donne 

dO         3t  sin  afx-l-c)    , 

--f-  —  ^ d.v. 

Q  cosa(.r-i-c) 

O  '■' 

Ilenrésulte     log  — -  = — logcos  a(a?4- <•)  :     par  suilo     (J  =  ; — :• 

°   c  o  V  •  Q^J^  x(^.r  -f-  c) 

l>osons  alors      Q  = >     :  étant  une  fonction  inconnue  de  x,  et  portons  cette  valeur  de 

cosa(.r  -t-c) 
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Q  dans  réquation  complète;  nous  aurons  d'abord 

^,  -'  33  sin  a(a? -f- c)  .  ^  /  s         as  sin  af.r-h  o)' 

0=- -H ; ^ ,  puis  Qïtg3:(.XH-C     —   ■ i 

COS  7.{x  -h  C)  COS^  a^X-  H-  C)  n     \  /  ^^^.^  ^^_^.  _^  ^^ 

L'équation  qui  donne  z  se  réduit  donc,  à 

q 

2'  =  P  COS  a(x-F  c),  et  ;  =  —  sin  'x(x  -\-  c)  ->r  c', 

a 

c'  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  Q  a  donc  pour  expression  générale 

3  c' 

Q  =  —  tg  a(.r  H-  c)    ■ 


COS  a(.r  -h  r; 
3°  Cela  posé,  intégrons  l'équation 


y"  -h  a^jy  +  p  =  0. 

let  d'abord  la  solution     ?/  = 
tion  générale 


8 
Elle  admet  d'abord  la  solution     ?/  = -;     puis,  l'équation  sans  second  membre  admet  la  solu- 


y  =  A.  cos  ax  H-  B  sin  'xx, 

ou  y  =  ^  cos  a(x  H-  c)  -i-  [JL  sin  a(.r  4-  c), 

en  introduisant,  au  lieu  de  ax,  l'arc     ^{x  H-c)     qui  figure  dans  les  calculs  antérieurs. 

La  solution  générale  est  donc 

ft 

?y  =r  X  cos  (x(x  4-  c)  -h  i-i-  sin  a(.r  +  c) -• 

a' 

Portons  maintenant  cette  valeur  dans  l'équation  (1),  où  1*  et  Q  ont  les  valeurs  trouvées  antérieure- 
ment ;  nous  aurons 


Àa  sin  ct{x  -f-  c)  -+-  [xy-  cos  a(  /•  +  c)  -h  «  tg  «  (x  h-  c) 


).  cos  a(.î'  -\-  c)  -+-  [x  sin  a(a;  -h  c 


V  tg  «(J^  -t-  c)  H ^ =  0. 

a  cos  a(.7'-+-c) 

[Jia  -f-  c'  , 

Cette  somme  se  réduit  immédiatement  à    ,     et  1  équation  (1)  sera  satisfaite  si  nous 

cosa(a-'  -t-  Cj 

c' 
prenons     {jl  = 

a 

La  solution  générale  de  l'équation  (i)  est  donc 

c'                              3 
y  =  X  COS  -jtfo;-  -I-  c) sin  a(x  -i-  c) • 

Le  problème  est  entièrement  résolu  ainsi. 

Mais  on  peut  intégrer  directement  aussi  la  première  équation. 

[i  c' 

Cette  équation  est     y' -{-ci.  tg  a(x -\-c).  v  H —  tg a(x -hc)-] ,  =  0 . 

^  ^  '^    ^  '     •'         'i     °    ^  ^        cos  a.(x -\- c) 


L'équation  san.-  second  membre  donne 


V 

-^  =  —  a  tg  3t(j,'  H-  c), 
?/ 


2/ 


et,  par  suite,  L  y-  =  L  cos  a(a?  -t-  c),  y  =  I:  cos  a(a;  h-  c). 

Posons  alors  */  =  z  cos  a(x+  c),  et  remplaçons  dans  l'équation  complète,  nous  aurons 

8  c' 

z'  cos  a(x  -h  c)  H tg  a(a;  -i-  c)  H ;^ =  0, 

^  a  cos  a(a:  -+-  c) 

ô    sin  a(x  -+-  c)  c' 


et  cos-a(a,-  H-  c)        cos'^  a(.r  H-  c) 
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P  —  l  c' 

L'intégration    est    immédiate   et    donne  ;  =  — tga(rr -h  c)  h- Â- ;     donc 

®  ■}.-    cos  a(a;  -+-  c)         a      '^  ' 

c'  p 

?/  =  /,•  cos  ^(x  H-  c) sin  a  (ar  H-  c) r-  • 

•'  a  a'^ 

C'est  bien  ce  que  nous  avions  trouvé. 

Pour  expliquer  ce  que  devient  le  premier   membre  de  la  première   équation  quand  on  y   porte  la 

solution  générale  de  la  seconde,  désignons  cette  équation  par      u  =  0  ;      la  seconde  s'écrit  alors 

u' 

u'  —  Pi<  =  0^  ou  =  P  =z  a  tg  a(.X'  4-  c). 

IL 


Elle  donne 


L-^=L 


h 


h  cos  a(a?  -I-  c)  cos  o;(.7;  -(-  c) 

Ce  qui  est  bien  le  résultat  trouvé. 

NÉVEJANS,  17«  régiment  d'artillerie. 

Bonnes  solutions  :  MM.  Salleron,  conducteur  des  Ponts  et  Chaussées  ;i  Albi  ;  E.  Leroux,  îi  Douai;  G.  Lach,  à  Denain  ;  A. 
Rousseau,  à  l.andrecies  ;  Bonnetêt?:,  à  Dinan  ;  G.  Foocry,  à  Reims  ;  Amblakd,  à  Ruines. 

Assez  bonnes  solutions:  MM.  Montaut,  à  Alger  ;  P.  Martin,  à  Grenoble  ;  A.  Courtois,  à  Douai. 
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1821.  —  Un  faisceau  dévoyons  lumineux  parallèles  tombe  sur  un  si/slème  optique  formé  de  deux  pris- 
mes identiques,   P  et  P',  et  d'une   lentille  mince  convergente  L.   Lu  lumière  arrive  normalement  sur  les  deux 
prismes  qui  sont  opposés  par  leurs  arêtes,   puis,  après   réfraction  dans  ces  prismes, 
traverse  la  lentille  dont    l'axe  principal  est  OX  parallèle  au  faisceau  incident.  On 

\^<1 demande  de  : 

\°  Calculer  la  dislance  des  deux  points  lumineux  que  l'on  observe  dans   le  plan 
focal  de  la  lentille  lorsque  la  lumière  incidente  est  monochromatique . 

Angle  au  sommet  des  prismes .    .    .     15'\  Indice  du  verre  des  j)rismes .    .    .     — . 

Dislance  focale  de  la  lentille .    .    .      lOc». 

2°  Décrire  les  phénomènes  observés  lorsque  la  lumière  incidente  est  blanche.  La  lentille  n'est  pas 
achromatisée. 

Les  rayons,  arrivant  normalement  sur  le  prisme  P,  ne  subissent  pas  de  réfraction  dans  la  première 
face.  Ils  tombent  sur  la  seconde  face  en  forniant  avec  la  normale  un  angle  égal  à  l'angle  A  du  prisme 
et  ils  émergent  en  faisant  avec  cette  même  normale  un  angle  i  tel  que 

sin  i  =  n  sin   A, 
n  étant  l'indice  du  verre. 

Nous  avons  donc,  à  la  sortie  du  prisme  P,  un  faisceau  de  rayons  parallèles  faisant  l'angle  i  avec  la 
normale  à  la  seconde  face  du  prisme  et  l'angle  i  —A  avec  l'axe  OX.  Tous  ces  rayons,  réfractés  par  la 
lentille,  vont  converger  en  un  même  point  du  plan  focal,  à  l'intersection  do  ce  plan  avec  l'axe  secondaire 

passant  par  le  centre  optique  de  la  lentille.  La  dislaiice   —   de  ce  point  à  l'axe  principal  est  donnée  par 
la  relation 

^    =flg{i-.\). 
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Comme  le  prisme  P'  est  symétrique  du  prisme  P  par  rapport  à  OX,  il  donne  un  point  symétrique 
du  premier  et  la  distance  de  ces  deux  points  sera 

ar=2/tg(i-A). 


Effectuons  les  calculs  : 
3 
sin  i  =  —  sin  15°, 

lut  ' 


i  =  22°  50'  40", 


^  —  A  =  7"  50'  40", 


X  =  2cm,  750. 


Si  la  lumière  incidente  est  blanche,  elle  est  dispersée  par  les  prismes  et  chaque  point  lumineux  est 
remplacé  par  un  spectre  linéaire.  D'autre  part,  la  distance  focale  delà  lentille  diminue  du  rouge  au 
violet,  donc  les  extrémités  violettes  de  ces  spectres  sont  plus  rapprochées  de  la  lentille  que  les  extrémités 
rouges. 

André  COURTOIS,  lycée  de  Douai. 


c' 


Tige      âe 


-  :ctiim  ncqliçicabli' 


^ 


Chaudière 


1822.  —  On   se  propose  de  faire  le  vide  dans  un  cylindre  C  derrière  un  piston  P.  On  dispose  pour 

cela  de  deux  moyens  différents. 

n)  On  peut,  par  un  robinet  \\,  mettre  le  fond  du  cylindre 
en  communication  avec  une  chaudière  et  envoyer  derrière  le  pis- 
ton P  de  la  vapeur  d'eau.  Celle-ci  est  à  une  pression  juste  suffi- 
sante pour  déplacer  P,  qui  est  supposé  glisser  sans  frottement. 
Quand  le  piston  a  été  ainsi  poussé  à  fond  de  course,  on  Vimmo- 
hilise  dans  cette  position  par  un  dispositif  mécanique  quelconque, 
on  ferme  le  robinet  R  et  on  laisse  la  vapeur  se  condenser  sous 
l'action  du  refroidissement  par  les  parois  du  cylindre,  la  tempé- 
rature finale  étant  assez  basse  pour  que  la  tension  de  la  vapeur  puisse  être  alors  négligée. 

b)  On  peut  aussi  réaliser  le  vide  derrière  le  piston  P  en  laissant  le  robinet  R  fermé  et  en  fixant  à  P 
la  tige  d'un  second  piston  P'  qui  se  meut  dans  un  cylindre  C,  ainsi  que  le  représente  la  figure.  La  traction 
sur  P  s'effectue  alors  en  envoyant  par  te  robinet  R'  de  la  vapeur  dans  le  cylindre  C  à  une  pression  juste 
suffisante  pour  déplacer  le  piston  F',  qui  glisse  sans  frottement.  On  demande: 

i"  Le  travail  en  kilogrammètres  qu'effectue  la  vapeur  en  poussant  soit  le  piston  P  dans  le  procédé  a,  soit 
le  piston  P'  dans  le  procédé  b. 

2°  Le  nombre  de  grandes  calories  qu'il  faut  fournir  à  la  chaudière  pour  chauffer  et  vaporiser  l'eau 
nécessaire  à  une  opération,  soit  dans  le  procédé  a,  soit  dans  le  procédé  b  et,  par  suite,  quel  est  celui  de  ces 
deux  procédés  qui  est  le  plus  avantageux  en  ce  qui  concerne  la  dépense  en  combustib'e .  On  ne  tiendra  pas 
compte  dans  ces  calculs  de  la  condensation  de  la  vapeur  au  contact  des  pistons  et  de*;  parois  des  cylindres 
pendant  la  durée  de  l'admission  de  la  vapeur. 

3"  L'avantage  de  l'un  des  procédés  sur  l'autre  subsisle-i-il  si  on  tient  compte  de  cette  condensation,  en 
admettant  que  pistons  et  parois  des  cylindres  ont  même  épaisseur  dans  les  deux  appareils,  sont  constitués 
par  le  même  métal  et  que  ces  pièces  sont  chauffées  par  la  condensation  de  la  température  ambiante  de  IG"  à 
la  température  de  la  vapeur,  sans  se  refroidir  appréciablement  par  conductibilité  ou  rayonnement  pendant 
ce  temps. 

Section  du  cylindre  C  :  1  mètre  carré  ;  du  cylindre  C  :  1000  cm'^,  de  Ut  tige  de  P',  négligeable. 

Course  des  deux  pistons,  1  mètre.  Température  de  l'eau  d'alimentation  de  la  chaudière,  16". 

Pression   atmosphérique,  1   kg  par  cm-.   Poids  de  1"'^  d'air  à  0"  et  soiis    la  pression  de  i  kg  par   cm-. 


1''^,  3.  —  Coefficient  de  dilatation  de  l'air. 


270 


Densité  de  la  vapeur  d'eau  par  rapport  à  l'air,  —■ 

b 


Nombre  q  de  grandes  calories  nécessaires  pour  chauffer  l  kg.  d'eau  de  0»  à  t°  et  le  vaporiser  à  cette  tempé- 
rature sous  la  tension  maximum  de  la  vapeur,     q  =  606-1-0,3^     Relation  entre  la  tension  maximum  p  de 

la  vapeur  d'eau,  en  kilogrammes  par  cm'-,  et  la  température  t,     p  =  \ )   • 


514     ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE  (EXAMENS  ORAUX,  1910) 

Nola.  —  La  précision  demandée  e.sl  celle  que  donne  la  règle  à  calcul  ordinaire  de  26*^™  de  longueur. 

l»  Dans  le  procédé  a,  la  vapeur  n'a  à  vaincre  que  la  pression  atmosphérique,  qui  équivaut  à 
lOOOQi'^  par  mètre  carré;  le  travail  est  donc  de  10  000  kilogrammètres. 

Dans  le  procédé  h,  l'action  de  la  vapeur  sur  le  piston  P'  est  sp',  p'  désignant  la  nouvelle  pression. 
D'autre  part,  la  condition  d'équilibre  du  système  des  deux  pistons  donne  sp'  =  (S  +  s)p,  /)  désignant 
la  pression  atmosphérique.  Or  S;;,  action  de  l'atmosphère  sur  le  grand  piston,  vaut  toujours  lOOGO*-- ; 
sp,  action  sur  un  piston  10  fois  plus  petit,  vaut  1  000'^".  Donc  sp'  =  l\  000.  La  course  étant  toujours 
de  !"■,  le  travail  sera  de  1 1  000  kilogrammètres. 

2°  Dans  le  procédé  a,  l'eau,  prise  à  16°,  est  vaporisée  à  100°  ;  la  chaleur  nécessaire  par  kilogramme 
est  606 -f- 30  —  10  =  620.  La  masse  de  vapeur  doit  occuper  un  mètre  cube  à  100°;  elle  est  donc 
égale  à 

.x|xl,3xi,< ^=0,592. 

Le  nombre  de  calories  à  fournir,  produit  des  deux  nombres  précédents,  est 

367. 
Dans  le  procédé  b,  l'eau  est  vaporisée  k  une  température  /'  qu'il  nous  faut  d'abord  calculer.  L'éga- 
lité    sjj'  =  (S  H-  s)p     donne      —  =  11  ;     donc     (- —  )    =  11,     d'où     t  =  182°. 

p  \  100  / 

La  chaleur  nécessaire  par  kilogramme  est  606-1-54,6  —  16  =  644,6.  La  masse  de  vapeur  doit 
occuper  O""-',!  à  182°  sous  la  pression  de  H  atmosphères;  elle  est  donc  égale  à 

0,lx-Xl,3X  — X -j^  =0,534. 

'^-^ 
Le  nombre  de  calories  à  fournir  est     644,6x0,534,     ou 

344. 

Le  second  procédé  est  donc  le  plus  avantageux. 

3°  Dans  le  procédé  a,  les  surfaces  du  fond  du  cylindre,  de  sa  paroi  latérale  et  du  piston  sont  res- 
pectivement 

1,  2^r:=3,54,  1. 

Pour  les  échauffer  de  \()"  a  100°,  c'est-à-dire  de  84'^,  il  faut  des  quantités  de  chaleur  proportion- 
nelles à 

84,  2<)7,  84. 

Dans  le  procédé  h,  les  surfaces  analogues  ont  respectivement  pour  valeurs 

0,1  1,12,  0,1. 

Elles  doivent  être  échauffées  de  16"  à  182°,  soit  de  166»  et  exigent  des  quantités  de  chaleur  propor- 
tionnelles à 

16,6  186,  16,6. 

Dans  le  second  cas,  ces  quantités  de  chaleur  sont  tontes  plus  petites  que  dans  le  premier;  le  second 
procédé  reste  donc  le  plus  avantageux. 

♦ 
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QUESTIONS   POSÉES  AUX    EXAMENS  ORAUX 


Mathématiques  (M.  Ci.miun). 
734.  —  Constiiiiro  .r  =  «(2  cos  /  +  cos  2<),  y  =  a[2  s\n  t  —  sin  21) . 

Equation  de  la  tangente  et  de  la  normale  en  un  point.  La  tangente  en  un  point  M  coupe  la  courbe  en  deux  antres  points 
V  et  I''  ;  montrer  que  les  tangentes  en  P  et  en  P'  sont  rectangulaires,  que  la  distance  PP'  est  constante  et  égale  à  4a,  et  que 
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le  lieu  (les  points  d'où  l'on  peut  nieiier  deux  tangentes  rectangulaires  est  le  cercle  inscrit  dans  la  courbe. Hectifier  cette  courbe. 

735.—  Construire  la  courbe    m  =  a  L  cos  —    et  rectifier  cette  courbe.Trouver  les  trajectoires  orthogonales  des  familles 

a 
obtenues  par  des  translations  parallèles  à  o//  ou  à  oi-  Cénéraliscr  le  deuxième  problème  en  trouvant  une  courbe  qui  rencon- 
tre toutes  celles  de  la  deuxième  famille  sous  un  angle  constanl. 

736. —  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  cercle  vertical  avec  frottement. 

737.  —  On  donne  une  droite   variable  (D), 

X  cos  a  +  ?/  Sin  a  —  p  =  0  ; 
par  le  point  P  où  elle  rencontre  ox,  on  mène  (D')  perpendiculaire  à  (D).  Déterminer  la  fonction  p(a)  de  sorte  que  la  distance 
des  points  de  contact   M  et  M'  de  (D)  et  de  (D')  avec  leurs  enveloppes  soit  constanle. 

738.  —   D'un   point  fixe  A   on  abaisse   une   perpendiculaii-e  KV  sur  une  droite  OL  qui  tourne  autour  de  0,  de  l>  une 
perpendiculaire  PQ  sur  OA  et  de  Q  une  perpendiculaire  QM  sur  UP.  Lieu  du  point  M. 

Aire  de  la  courbe.  Trajectoires  orthogonales  quand  A   se  déplace  sur  0\. 

739.  —  Equation  générale  des  paraboles  osculalrices  en  un  point  donné  à  une 
courbe.  Lieu  des  foyers.  Enveloppe  des  axes  et  des  directrices. 

740.  —  On  considère  une  conchoïde  de  droite  et  le  pied  H  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  pôle  sur  la  droite  fixe.  Normales  issues  de  H.  Aire  comprise  entre  la 
courbe  et  l'asymptote. 

741.  —  Trouver  une  courbe  telle    que 
aire  OTMm  =  C'«. 

742.  —  Construire  la  courbe    (x-  +  y'-)[y  —  mx)  =  a(x^  —  y'-]. 
Trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  son  asymptote, quand 

m    varie.    C'est  une  strophoïde.    Equation  différentielle  de  ces  strophoïdes  quand  a  varie.  Trajec- 
toires orthogonales  de  ces  courbes. 

743 .  —  Ktude  de  la  strophoïde. 

744.  —  Génératrices  rectilignes  de  la  surface 

a;  =  t;  cos  M,  y  =^  V  sin  ?«,  ;  =  9(//)  +  kv. 

Trajectoires  orthogonales  des  génératrices. 

745.  —  Deux  cercles  horizontaux  dont  les  centres  sont  sur  une  même  verticale  sont  décrits  par  des  points  matériels 
de  même  masse  qui  s'attirent  proportionnellement  à  la  distance.  Etudier  le  mouvement. 

7  46.  —  On  donne  une  ellipse  ;  par  un  point  P  de  son   plan,  il  passe  quatre  paraboles  surosculatrices  à  l'ellipse.  Les 
points  de  contact  sont  sur  des  droites  parallèles.  Former  l'équation  de  la  parabole  qui  passe  par  ces  points. 

747.  —  Trouver  sur  un  cône  de  révolution  une  courbe  telle  que  les  tangentes  rencontrent  un  cercle  horizontal  dont 
le  centre  est  sur  Taxe  du  cône. 

748.  —  On  donne  un   paraboloïde  elliptique.  Enveloppe  des   plans  passant  par  le   sommet  et  tels  que  la  somme  des 
carrés  des  axes  des  ellipses  de  section  soit  constante. 

749.  —  Mouvement  d'un  point  attiré  par  un  point  fixe  suivant  la  loi 

750.  —  Génératrices  rectilignes  de  la  surface 

2y^  —  Zxyz  +  z'^  =  0 . 
Chercher  une  courbe  telle  que  le  plan  osculateur  soit  tangent  à  la  surface. 

(A  suivre.) 
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Mathémaiiqiies. 
I.  —  1857.  Intégrer  réquation  différentielle  linéaire 

■xy"  —  (rc  +  a)y'  -+- y  =z  0, 
sachant  qu'elle  admet  pour  intégrale  parliculièi'e  iin  polynôme  entier  en  x.  Montrer  que  l'intégrale  générale 
s'exprime  sans  aucun  signe  de  quadrature  lorsque  la  constante  a  est  un  nombre  entier  positif. 

['}  Le  prochain  concours  aura  lieu  le  4  juillet  1910. 


;i6 


CONCOURS  DE   1908 


1858.  Soient  Ox  et  Oy  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires,  M  un  point  d'une  courbe  plane  C 
du  plan  xOy,  MP  la  distance  du  point  M  à  l'axe  0/y,  OT  la  distance  de  l'origine  à  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  C. 

Oï 


On  demande  de  déterminer  les  courbes  C  telles  que  le  rapport 


PM 


soit  éasil 


à  une  constante  donnée  k,  et  d'exprimer  les  coordonnées  d'un  point  M    de  l'une  de 
ces  courbes  en  fonction  de  l'angle  o  que  fait  la  tangente  avec  l'axe  Oa;. 
Construire  les  courbes  C  dans  les  deux  cas  particuliers  suivants  : 

Evaluer  dans  ce  dernier  cas  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  de  l'origine. 


Mécanique. 

I.  —  1859.  Un  point  matériel  pesant  est  mobile  sur  une  circonférence  horizontale  qui  tourne  avec  une 
vitesse  angulaire  m  autour  d'un  axe  vertical  ne  passant  pas  par  son  centre.  On  donne  m  en  fonction  du  temps 
et  l'on  demande  : 

\"  De  former  l'équation  différentielle  du  mouvement  du  point,  en  supposant  que  ce  point  éprouve,  par  le 
fait  du  frottement,  une  résistance  proportionnelle  à  sa  pression  sur  la  circonférence; 

2»  D'étudier  en  particulier  le  mouvement  du  point  dans  le  cas  où  le  frottement  est  négligeable  et  oii  la 
quantité  w  est  constante  ;  de  dire  quelles  sont,  dans  ce  cas,  les  conditions  pour  que  le  point  effectue  des  oscil- 
lations infiniment  petites  et  de  calculer  la  durée  d'une  oscillation. 

II.  —  On  donne  deux  sphères  S,  S'  parfaitement  polies.  La  première  est  lestée 
de  telle  façon  que  son  centre  de  gravité  G  diffère  de  son  centie  de  figure  0  et  ipie 
l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  à  G  soit  de  révolution  autour  de  OG.  La  seconde  est 
homogène.  A  l'instant  initial,  ces  deux  sphères  sont  animées  de  translations  paral- 
lèles à  la  ligne  des  centres  00'  ;  le  point  G  est  à  une  distance  h  de  cette  ligne 
et  la  vitesse  de  S  surpasse  celle  de  S'. 

Déterminer  l'état  du  système  aussitôt  après  le  choc: 

1°  en  supposant  que  les  sphères  sont  parfaitement  molles; 

2"  en  supposant  qu'elles  sont  parf;ùlcment  élastiques. 

Chimie. 

I.  —  Comment  obtient-on  les  principaux  dépôts  métalliques  usuels  par  voie  galvanique  ? 

II.  —  Si  l'on  jette  un  gramme  d'argent  dans  un  excès  d'acide  azotique  étendu  et  froid,  quel  sera  le  volume 
du  gaz  dégagé  après  la  dissolution  totale;  que  deviendrait  le  volume  gazeux  s'il  se  dégageait  dans  un  excès 
d'oxygène,  en  pré.sence  de  l'eau  d'une  cuve  à  eau?  Données  : 

Ag=108;  H  =  1  ;  0=16;  Az  =   14. 

PJiysi/jue. 

I.  —  Polarisation  rotatoire  : 

On  décrira  les  expériences  d'Arago  (lumière  blanche)  et  de  Biot  (lumière  homogène)  et  on  exposera  la  théo- 
rie que  Fresnel  a  donnée  de  ce  phénomène. 

il.  —  Solénoïdes;  intensité  du  champ  en  un  point  de  l'axe. 

m.  —  Un  solénoïde  de  longueur  /  <^'°  comportant  n'  =  300  spires  d'une  surface  moyenne  S'  =  1")09  mm- 
est  parcouru  par  un  courant  i'  =  0  '""p,!,  et  est  disposé  à  l'intérieur  d'une  bobine  cylindrique  de  grande  lon- 
gueur, de  façon  que  son  axe  fas-e  un  angle  de  0»  =  i,')"  avec  celui  de  la  bobine  ;  celle-ci  présente  ni  =  400 
spires  par  mètre  de  longueur  et  est  parcourue  par  un  courant  de  i  =^  12  amp. 

On  demande  d'évaluer  en  joules  le  moment  du  couple  ([ui  sollicite  le  solénoïde. 

On  négligera  l'inlluence  du  champ  magnétique  terrestre  et  on  établira  les  formules  délinitives  avant  tout 
calcul  numéri(|ue. 

Dessin. 
Paiii.ki;!!  (grandeur  d'exécution). 

1"  Faire  sur  une  première  feuille  un  croiiuis  à  main  levée  au  crayon  du  parleur.  On  ne  fera  ([u'uneprojeclion 
verticale. 
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L'appareil  sera  placé  de  telle  sorte  que  le  grand  côtô  du  socle  soit  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  le  bou- 
lon de  réglage  du  ressort  à  boudin  se  trouvant  k  droite. 

Les  cotes  seront  portées  sur  le  croquis  en  nombre  suffisant  et  avec  assez  de  clarté  pour  permettre  au  besoin 
l'exécution  du  dessin  sans  le  secours  de  l'appareil- 

2"  Reproduire  sur  une  seconde  feuille,   au  moyen  des  instruments  de  dessin  et  à  l'encre,  l'appareil  donné. 

Il  sera  inutile  de  porter  les  cotes  sur  le  dessin.  On  mettra  en  titre  le  mot  <<  Parleur  ». 


DEUXIÈME   PARTIE 
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Concours  de  1909. 

1792.  —  Donner  sans  démonstration  :  1»  la  condition  d'équilibre  d'un  solide  invariable  assujetti  à 
tourner  librement  autour  d'un  axe  fixe,  mais  sans  glisser  le  long  de  cet  axe).  On  fixe  l'axe  en  fixant  deux  de 
ses  points)  ;  2»  le  calcul  des  réactions  de  l'axe  en  ses  deux  points  fixes. 

Application.  —  On  considère  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ,  dont  l'un  OZ,  est  vertical.  Un 
triangle  OAB  rectangle  et  isocèle,  de  dimensions  invariables,  homogène  et  de  poids  P,  peut  tourner  libre- 
ment autour  de  son  hypoténuse  OA  qui  coïncide  avec  0Y_,  mais  sans  glisser  le  long  de  OY.  Les  deux 
points  0  et  A  de  l'axe  sont  fixes.  Au  sommet  B  est  attaché  un  fil  élastique  dont  l'autre  extrémité  est  fixe 
en  un  point  G  de  OX.  On  néglige  le  poids  de  ce  fil  qui  reste  rectiligne,  et  on  suppose  que  sa  torsion  est 
exprimée  en  grammes  par  le  même  nombre  que  celui  qui  exprime  la  longueur  BG  en  centimètres. 

On  donne     OA  =  20  centimètres,     OC  =  100  centimètres     et     P  =  2io  grammes  ;     on  demande: 

1°  Dans  la  jiosition  d'équilibre  du  triangle  où  le  sommet  B  est  au-dessous  du  plan  horizontal  XOY,  de 
calculer  la  tangente  de  l'angle  que  fait  le  plan  AOB  avec  le  plan  XOY; 

2°  Dans  cet  état  d'équilibre,  de  calculer  les  composantes  suivant  les  axes  des  réactions  en  0  et  en  A  de 
l'axe  OY,  en  supposant  qu'en  A   la  réaction  est  normale  à  cet  axe. 

Soient  OY  l'axe  fixe  (fixé  par  les  deux  points  0  et  A,       OA  =  2aj,      OX,  OZ  deux  axes  formant 

avec  OY  un  trièdre  trirectangle  ;  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  compo- 
santes par  rapport  à  ces  axes  de  la  somme  géométrique  des 
forces  appliquées  au  corps  solide  et  de  leur  moment  résultant 
par  rapport  au  point  0.  Désignons  par  X',  Y',  Z'  les  compo- 
santes de  la  réaction  du  point  0,  par  X",  Y",  Z"  les  compo- 
santes de  la  réaction  du  point  A  ;  nous  aurons  en  appliquant  les 
équations  universelles  d'équilibre 

X4-X'H-X"  =  0,       Y-+-Y'-^Y"  =  0,       Z  +  Z'-t-Z"  =  0, 
L  +  2aZ"  =  0,  M  =  0,  N  -  2aX"  =  0. 

L'équation  M  =  0,  qui  ne  dépend  pas  de  réactions  donne 
la  condition  d'équilibre.  Elle  exprime  que  la  somme  des  moments  par  rapport  à  l'axe  des  forces  appli- 
quées au  corps  solide  est  nulle. 

11  reste  cinq  équations  seulement  pour  calculer  les  six  inconnues   X',  Y',  Z'  ;   X",  Y",  Z".  Pour 
déterminer  le  problème,  supposons  qu'au  point  A  la  réaction  est  normale  à  l'axe  OY,     (Y"  =  0).     Nous 
aurons  cinq  équations  pour  déterminer  les  cinq  inconnues  X',  Y',  Z',  X",  Z",  savoir 
X-hX'4-X"  =  0,  Y  +  Y'  =  0,  Z-hZ'  +  Z"  =  0, 

L  -+-  aZ"  =  0,  N  —  «X"  =  0. 
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Applicalion.  —  Posons     OA  =  2a:     soit  I  le  milieu  de  OA,  on  a 

IB  =  -  OA  =  a,  OC  =  oOA  =  iOa. 

Les  coordonnées  du  point    B    sont     x  —  acoa'f,     .'/=«,     :■  =  — «  sin  0  ;      celles   du    point    G, 

a  a     . 

X  =  —  cos  0,     y  =  a,     z  =  —  —  sin  0. 

Les  composantes  du  poids    P,    appliquées  en  G,    sont    0,     0,     — P,     et  les  composantes  de  son 

moment  par  rapport  au  point   0,     — «P,      — -  Pcos'),     0. 

Les  composantes  de  la  tension  BC  sont     iOa  —  acosf),     —a,     -t-asinO,     et  les  composantes  de 
son  moment  par  rapport  au  point  0    0,     — 10a- sin  0,     —  lUa'-^. 

Ecrivons  les  six  équations  d'équilibre  (en  tenant  compte  de     Y"  =  0)  : 

(1)  X'^-X"-t- 10a  — r/cose  =  0, 

(2)  Y'  —  a  =  0, 

(3)  Z'  +  Z"— P  +  asinô  =  0, 

(4)  2aZ"  —  aP  =  0, 

(5)  '     -^  P  cos  0  —  lOa^  sin  0  =-■  0, 

ô 

(6)  —  2aX"— lOa-^  =  0. 
L'équation  d'équilibre  (5)  nous  donne 

^  '  ~    30a     ~    3ÔÔ~  ~   20    ~    i  ' 

3  4 

d'où    sinO  =  -;p,    cos  0  =  -^-     Les  équations  (G)  et  (4)  nous  donnent  ensuite 
o  o 

X"  =  —  5a  =  —  oO.  Z"  =  ^  =  112,50. 

Portant  dans  les  équations  (1),  (2)  et  (3),  il  vient 

X'  =  —  42 
En  résumé,  on  trouve 


Réaclion  du  point  0  ; 
liéaclion  du  point  A 


Y'=  10 

et            Z'  = 

=  106,50. 

lgO  = 

X'  =  —  42e, 
X"  =  —  50s, 

3 

4  * 
Y'  =.  lO--', 

Y"  =  0, 

Z'  =  lOO'.oO. 
Z"=  H2e,o0. 

P.  L. 


Solutions  exactes  :  MM.  A.  Goumois,  lycée  de  Douai  ;  G.  Foocuv,  à  Reims;  II.  Manbn,  à  Albi  ;    P.    Salleron,    conducteur 
des  Ponts  et  Chaussées,  à  Albi. 


1793.  —  On  considère  un  point  M  mo/nlc  dans  un  plan  cl  dont  les  coordonnées  par  rapport    à    deux- 
axes  rectangulaires  fixes  dans  ce  plan  sont  liées  au  temps  t  par  les  formules 

X  =  av/3  cos'  /,  y  =  —  2a s/2  sin'  l, 

ail  a  est  une  longueur  positive  donnée  : 

I"  0?(  demande  de  tracer  la  trajectoire  de  ce  point  cl  d'iiiditjucr  le  sens  du  mouvemenl  sur   cette    trajec- 
toire ; 

2"  On  demande  de  distinr/uer  sur  cette  trajectoire  h's  portions  qui  sont  décrites  d'un  )iiouvenient  accéléré 
de  celles  qui  sont  décrites  d'un  mouvement  retardé.  —  Construire  les  points  de  si partition  : 

W"  La  tangente  en  M  à  la  trajectoire  coupe  OX  en   P  et  OY  en  Q  :  on  prend  sur  cette  tangente  le  point 
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8   (cl  que 


segment  SP 


segment  SQ  8 

Loi  du  mouvement  de  S;  construire  sa  trajectoire.  Construire  le  vecteur  accélération  pour  une  position 
de  S  ; 

^°  Démontrer  que  le  vecteur  vitesse  de  S  est  perpendiculaire  à  SM,  et  qu'il  est  moyen  proportionnel 
entre  S VI  et  la  projection  orthogonale  de  SO  sur  SM. 

1°  L'équation  de  la  trajectoire  est 


av/3    J       "  \  "ia^lt 

On  reconnaît  l'équation  d'une  développée  d'ellipse,  dont  la  forme  est  connue  ;  désignons  par  «'  et  b' 
les  demi-longueurs  d'axes  de  l'ellipse,  par  c'  la  demi-distance  focale  et  identifions  les  expressions  de  x 
et  y  avec  les  équations  paramétriques 


— ;-   COS^  Çf , 


nous  aurons,  en  posant     ?  =  /, 


V  = ;—  sin'  o  ; 


—  =  ay/'S, 


f  =  2a^l, 


d'oîi 


8«v/3 


^'    =r 


6as/'2 


a  0  o 

Le  sens  du  mouvement  de  M  sur  sa  trajectoire,  t  variant  de  0  à  2k,  est  indiqué  par  les  flèches. 

2"  Les  composantes  de  la  vitesse  sont 

^^  o    /ô        ,      •  dxi  ,- 

-— -  =  —  3av/3  cos^  t  sm  /,  -f-  =  —  6av/2  sm2 1  cos  /, 

d'où  V-  =  27a'^  cos'*  t  sin^  i  -h  72a-  sin^  t  cos-  <  =  Oa^  sin^  /  cos^  f  (3  cos'^  t  h-  8  sin^  t). 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  ^,  il  vient 

2VV'  =  I8a-  sin  /  cos  t[i  cos*  t  -i--  10  sins  t  cos^  /  _  8  sin^  l]. 
âW'    change   de  signe  en    même  temps  que    sin/  ou  cos/  (points  de  rebroussement  de  la  dé- 
veloppée) et  pour  les  valeurs  de  /  qui  correspon- 
dent aux  racines  réelles  de  l'équation 
8tg^/— 10tg2/  — .3  =  0, 
5  +  v/2?)  -+-  2i   _   12   _   3 
8"  ~  Y' 


d'où      t£f2  /  = 


8 


ta:/  =  ± 


n/Î 


A  ces  valeurs  de  /  correspondent  les  points 
G,  C,  C",  C"  sur  la  trajectoire,  deux  à  deux  symé- 
triques par  rapport  aux  axes  de  coordonnées. 

Le  mouvement  est  accéléré  de  A  en  G,  retardé 
de  C  en  B,  accéléré  de  E  en  G',  ...  etc. 


2as/6 


Prenons  la  valeur  de  /  entre  0   et    —,    qui 
donne  le  point  G;  soit     /  =  a.     On  a 

tg  a 


^VT'   ^'"^  =  V^'   ^°^^  =  vl' 


y  =  — 


5v/5 
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d'où 


X 


et 


sjx^ 


4a  \  3 


t  =  ~, 


On  pourra  donc  construire  les  quatre   points    C,  C,  C",  C  '    en   prenant    l'intersection  d'un  cercle 
décrit  de  l'origine  comme  centre  avec     — ;:^ —      pour  rayon  avec  les  droites  de  coeflicients  angulaires 


,-2/3  6a  3  oly  ^    ,^     3         /  2 

=  -3av/3.-.v/  -^  =  —  — X^'  -77-=  -6av/2.-.i/- 

5     y     ^  o         \/5  dt  o     y    o 


z^S,     menées  de  l'origine. 

Les  composantes  de  la  vitesse  du  mobile  en  C  seront 

dx-  .,    /.;     2         /l  6a 

dt  5     y     5  o 

dx         -  —  g 

On  peut  vérifier  ce  dernier  résultat  en  calculant  directement  la  vitesse  au  point  C 

18a 
0        o    \       5  5 


_  _  _  6a        _6_ 


d'où 


et 


V  = 


18a 


V.  =  9a-..ixir3.^  +  8.iW«a'xf  =(-lfî-y 


3"  Ecrivons  l'équation  de  la  tangente  en  M  à  la  trajectoire  : 

X  —  flv^  cos^  /  Y  +  2av/:2  sin-'  / 


ou,  siinplilications  faites, 


—  'Sa\/'i  cos-  tsint         —  (îa\i'î  sin^  t  cos  t 
X  Y 


-1=0 


ay/3  cos  l         2ay^2  sin^ 
(nous  pouvons  constater  qu'elle  ne  diffère  pas  de  la  normale  à  l'ellipse 

x-  y' 


5 


■+- 


6av/2 
5     / 


—  1  =  0 


au  point  qui  correspond  à  la  valeur  /   de  l'angle  o).  Elle  rencontre  les  axes  aux  points  P,  de  coordon- 
nées   X,  =  a/3  cos  t,     Yi  =  0    et  Q  de  coordonnées     X.  =  0,     Y.  =  —  2av/2  sin^ 

,    .          PS               3 
Le  point  S  est  défini  par  la  relation     -— -  = —  • 


SU 


Ses  coordonnées  sont  donc  de  la  forme 


X,  -+-  ÀX, 


Yj  +  XY,  , 

y  =  — ; —        avec    A  = 


par  suite 


ai/3  cos  l  <S^/y  3cos/ 

î :^=    > 


y  = 


— -2av'2  s'ml 
o 


fia^/iï  sin  t 


Ce  sont  précisément  les  coordonnées  du  point  qui  correspond  à  la  valeur  t  de  l'angle  o  sur  l'ellipse 


E  dont  les.  dcmi-loni^ueurs  d'axes  sont 


8rts'3 


b' 


6flv2 


En  ce  point  S,  la  droite  PO  est  normale  à  l'ellipse  E  et  le  contre  de  courbure    n'est  autre  que  le 
point  de  contact  M  de  PO  avec  la  développée.  Donc  SM  est  le  rayon  de  courbure  de  l'ellipse  Eau  points. 

4°  Les  équations  du  mouvement  du  point  S  sont 

Oa.  i2 


8a JS 

X  =  — i —  cos  t, 

5 


Slll  /. 
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La  trajectoire  est  l'ellipse  E  décrite  dans  le  sens  direct;  la  vitesse  du   points,    étant  tangente  à 

l'ellipse  E,  est  perpendiculaire  à  la  droite  PQ. 

Les  composantes  de  cette  vitesse  sont 

dx  8as/!I     .    .  dy         6a^ 

-—  =  —  —  —  sin  ^  —77  =  —^—  cos  t 

dt  6  dt  ^ 

et  celles  de  l'accélération 

d-x  ^aJZ  ,  d'y  Qap, 

Le  vecteur  accélération  n'est  autre  que  SO.  Sa  projection  orthogonale  sur  SM,  savoir  SK,  est  l'accé- 

y-i  \i  —        — 

lération  normale  du  point  S,  égale  à   =  —-r  •     Par  suite     V-  =  SM  x  SK. 

p  SM 

On  peut  d'ailleurs  retrouver  ces  derniers  résultats  par  le  calcul  : 

1°  Vérifier  que  le  vecteur  vitesse  de  S  est  perpendiculaire  à  SM,  c'est-à-dire  à  PQ. 

PQ  a  pour  coefficients  directeurs    a  y/â  cos  /,     fa  ^1.  sin  t. 

,       .  ,      .  8av/3     .  6av^2  .  ■  -r 

La  vitesse  de  S  a  pour  composantes — sin  f,      — - — cos  <     et  on  vernie  que 

5  5 

/o  8'^v/3     .  ^     ,^   .         6av/2 

—  a  \l?,  cos  t.  sin  <  -f-  2a  i/2  sin  /. —  cos  /  =  0. 

5  o 

2o  Vérifier  que  le  vecteur  vitesse  de  S  est  moyen  proportionnel  entre  SM  et  SK  : 

3x64a2     .   ^  2x36a2         _,  24a2    ,„    .   ,  ^       .,       ,  ,, 

V^  =  — sin- 1  H cos"  /  =  — --  8  sin^  t  -h  3  cos^  t), 

25  ^o  25     ^ 


Sm'  -  (  fl  ^3  cos^  t  -  ^^  cos  ')'+(-  2a  v/2  sin^  t  -  ?^  sin  <) 

(o   \    2  /  3    \  ^ 

co%-t -)    +8a-sin2M  sin2/-h  —  I  • 

8        .        .   ^         8  /  3\  8sin2f-f-3cos2< 

Mais  cos2 1 —  l  _  sin-  / =  —     sin^  /  h-  —  )  = = 

ô  5x5/  5 


donc 


7Tr.->      ...  ^  «    .  „      (8sin2^-f-3cosM)ï 

SM-  =  (3a2  C0S2 1  H-  8a'-  sin^  /)  -^^ — 

1d 

SM  =  4-  (8  sin^  t  -+-  3  cos'^/)"  ' 
o 


Enfin      sr  =  SO'  -  OK'.     Or 

^2        64x3a2cos2<         36x2a2sin2f         24      ,„       ,        „    .  ,,, 

SO   = \ — =  — -  a2(8cos-<  +3  sin^O, 

25  25  25       ^ 

OK  est  la  distance  du  point  0  à  la  droite  PQ,  d'équation 

2v/2  sin  f  X  —  v^â  cos  /  Y  —  2ay/ti  sin  t  cos  /  =  0 . 

-—2        24a2sin2fcos2< 
OK 


8  sin  ^f  H- 3  cos-f 

—  2  _        .r8cos2^  +  3sin*/  sin^fcos^/       n_    24" a^ 

=  24a^^  —  -   8sin2<H-3cos2«  J  ~  25  (8sin='<H-3 

24a 


SK  = 


5(8  sin*  t  -h  3  cos- 1)  - 
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et 

SK .  SM  = X  —  (8  siiv^  t  +  3  cos2  t)      =  -1__  (8  sina  /  -h  3  cos^  /  =  vK 

5(8  sin2 1  H-  3  cos^  i)   ^ 

P.  L. 

Bonnes  solutions  de  MM.  André  Courtois,  lycée  de  Douai  ;  (,.  Foucky,  à  Reims  ;  G.  Lach,  à  Denain  ;  Ed.  Lerodx,  Ivcée  de 
Douai  ;  R.  Manen,  à  Albi  ;  !..  Mcntali,  à  Alger  ;  A.  Rousseau,  à  Landrecies  ;  L.  Simon,  h  Châlons-sur-Marne. 


1794.  —  Deux  sphères  éloignées^  de  rayons  R,  et  R,,  sonl  chargées  de  quantités  d'électricité  Q,  et  Qj. 
Que  deviennent  leur  potentiel  U,  la  charge  et  la  densité  superficielle  de  chaque  sphère,  quand  on  les  a  réu- 
nies par  un  fil  long  et  fin  ? 

14 

Rj  =  2'-"%  0,  =  J^^J^  coulomb, 

50 

R,  =  o*^"",  Q2  =  7; :— r  coulomb. 

^  '  3xlU« 

Exprimer  U  dans  le  système  électrostatique  et  dans  le  système  pratique. 

Etablir  les  formules  définitives  avant  tout  calcul  numérique. 

Lorsque  les  deux  sphères  ont  été  réunies  par  un  fil  long  et  tin,  elles  forment  un  conducteur  dont  la 

capacité  est  égale  à     Ri  +  R2.     Nous  aurons  donc 

Q, -^Q2 
0,-+-Q.,  =  (R,_^R.,)U  ou  U  =  -^^— ^ 

n,  -t-  tVj 

en  unités  électrostatiques. 

La  charge  Q;  de  la  sphère  de  rayon  Rj  et  la  charge  Qô  de  la  sphère  de  rayon  R.,  sont  respective- 
ment 

Leurs  densités  superficielles  [jlj  et  p-o  sont 

q;  q,  ^Qî  ,  Qô  Q.  +  Q, 

et  K2  ■"  


^'  47:R?  4::R,(R, -H  R.)  '^'         4-R:j  4t:H2(R,  +  Ro) 

Application  numérique:  En  unités  électrostatiques  C.  G.  S., 

Qi  =  14  et  Q,  =  oO. 

64 
Donc  U  =  -^  • 

Or  une  unité  électrostatique  C.  G.  S.  de  potentiel  vaut  300  volts,  donc 

U  =  — - —  volts. 
/ 

iNous  aurons  ensuite,  en  unités  électrostatiques, 

128  ^,        320 

o;  =  -y-,         Q.  =  — > 

8  16 


f^i 


JT.  Sot: 


André  COURTOIS,  lycée  de  Douai. 
Bonnes  solutions  de  MM.  G    Lach,  à  Denain  ;  P.  Salleron,  à  Albi. 
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1795.  —  On  brûle  dans  l'oxygène  8«  d'un  hydrocarbure  saturé  appartenant  à  la  série  forménique, 
dont  la  formule  générale  est  CH^''^^  On  obtient  une  molécule  d'eau.  Quelle  est  la  formule  de  cet  hydro- 
carbure ? 

2°  Quel  volume  d'oxygène  faiidra-t-il  employer  pour  brûler  complètement  l'hydrocarbure  ?  Quel  poids 
de  bichromate  de  potassium  (Cr-O^K^)  devra-t-on  traiter  par  l'acide  sulfurique  concentré,  employé  en 
excès,  pour  l'obtenir  ? 

'6"  Quel  volume  de  chlore  serait  nécessaire  pour  la  décomposition  complète  de  l'hydrocarbure  ?  Quel 
poids  de  permanganate  de  potassium  (MnO^K)  faudrait-il  faire  réagir  sur  l'acide  chlorhydrique  employé 
en  excès,  pour  préparer  ce  chlore  ? 

On  supposera  que  les  réactions  sont  complètes  et  qu'il  n'y  a  pas  de  perles.  On  ne  fera  pas  les  corrections 
de  température,  pression,  etc. 

Poids  atomiques  :  K  =  39^  Gr  =  52,  Mn  =  55. 

1°  En  brûlant  dans  l'oxygène  une  molécule-gramme   de   l'hydrocarbure     C"H2"+-,     c'est-à-dire   un 

poids  de    i2n  +  2n  -4-2    grammes,  on  produit    n  -h  1     molécules  d'eau.  Pour  produire  une  molécule 

seulement,  il  faut  en  brûler    u  +  1     fois  moins,  donc 

12»-t-2n-H2        Q  .,   ^  , 

=  8,  d  ou  n  =  1. 

n  -4-  1 

L'hydrocarbure  a  pour  formule  CH*^,  c'est  le  méthane. 

2°  La  combustion  du  méthane  est  représentée  par  l'équation 

CH*  -+-  202  =  GO-  -^  2H20. 

Pour  brûler  une  molécule-gramme,  soit     12  +  4    ou  16  grammes,  il  faut  deux  molécules  d'oxygène. 

Pour  brûler  8  grammes,  il  faut  une  molécule  d'oxygène,  c'est-à-dire  22',3. 

L'action  de  l'acide  sulfurique  sur  le  bichromate  de  potassium  a  pour  formule 

4SO*H2  -+-  Gr^-O'^K'^  =  (SO^j^Cr^  +SOni'''  +  4H20-f-  -^0^ 

Pour  avoir  trois  molécules  d'oxygène,  il  faut  traiter  deux  molécules  de  bichromate  ;  pour   en  avoir 

2 
une,  il  faut  traiter  -^  de  molécule  de  sel,  soit  un  poids  égal  à 

O 

9 

—  X294  =  i96«. 

3°  La  destruction  du  méthane  par  le  chlore  est  représentée  par  l'équation 

GH^+2C12  =  C-t-4HCl. 

Pour  décomposer  une  demi-molécule  de  méthane,  il  faut  donc  une  molécub  de  chlore,  ou  22',3 . 

L'action  de  l'acide  chlorhydrique  sur  le  permanganate  a  pour  formule 

5 

MnO^K  +  8HC1  =  AH'-O  -h  KCl  +  MnCl"^  +  -  Cl-, 

2 

et  l'on  voit  que  pour  obtenir  une  molécule  de  chlore  il  faut  employer  un  poids  de  permanganate  égal  à 

Ed.  LEROUX,  lycée  de  Douai. 


-1  X  158  =  63«,2. 
5 


Assez  bonnes  solutions  de  MM.  J.  Bing,  A.  Courtois  et  L.  Simon. 


1797.  —  Soit  k^C  un  triangle  rectangle  en  A,  dans  lequel  on  désigne  par  a  l'hypoténuse  \IC,  par  B 
l'angle  ABC,  par  M  le  milieu  du  côté  AB  et  par  P  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  l'hy- 
poténuse BC, 
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i'  Evaluer  les  longueurs  MP  et  CP  en  fonction  de  l'hypoténuse  a   et  de  l'angle   B,  puis  étudier  la 
variation  de  la  différence     CP  —  MP     de  ces  deux  longueurs  quand  l'angle  B  varie,  a  restant  constant. 

2°  Déterminer  l'angle  B  de  façon  que  le  rapport     - — — soit  égala  un  nombre  donné  k.  Indi- 
quer dans  quels  cas  ce  problème  est  possible  et  combien  il  a  de  solutions. 

CM 

3°  Trouver  la  valeur  du  rapport    — —-  dans  le  cas  oii  l'angle  BMC  est  triple  de  l'angle    B. 


1°  On  a  immédiatement 


AB  =  acos  B 
a 


AC  =  asin  B, 


MP  =  MB  sin  B  =  —  cos  B  sin  B,  BP  =  MB  cos  B  =  —  cos^  B, 


d'où 


CP  =  a  —  —  cos*  B, 

9 


P.  CP  -  MP  =  a-  -^  cos^B  — —  cosBsinB  =  «-  —  (l  +  cos2B)  -  -^sin2B 

2  2  4  4 


=  -; —  (cos  2B  ^  sin  2B   = 

4         4^  ^44 


sin    2B 


■rc  T.  T.  OTt 

L'ansrle  B  peut  varier  de  0  à     — -  >    1  anirle     zB  +  -—   variera  donc  de   -r-     à    — — 

»        *'  2  °  4  4  4 


La  différence 


CP  — MP    sera  minimum  pour  la  valeur    B  —  --  pour    laquelle     sin  (  2B  -h  ^  )    atteint 
mum 

B 


son  maxi- 


2B-h-- 
4 


CP  —  MP     -TT 


Tt 

- 

0 

¥ 

Y 

„ 

TT 

1C 

OT. 

T 

2 

4 

a 

o(3  —  \l% 



décroît 

croit 

a. 

2 

4 

2°  Nous  aurons  de  même 


a  a 

MP  -1-  CP  =  -X-  cos  B  sin  B  H-  a  —  —  cos-  B. 

Il  faut  déterminer  l'angle  B  de  façon  que 

1  i 

—  cos  B  sin  B  H-  1  —  -r-  cos-  B  =  /;. 

2  2 

Pour  faciliter  la  discussion  nous  prendrons  tg  B  comme  inconnue. 
L'équation  du  problème  est 

2(1  _  /.•)  tg2  B  +  tg  B  -h  (l  —  2/c)  =  0. 
Une  valeur  de  tg  B,  pour  convenir  au  problème,  doit  être  réelle  et  positive. 

Condition  de  réalité  : 

i_8(l— /0(l— 2/0>  0,  10^--  — 24Ac-h7  <0, 


lzJï^k<^ 


J-i 


Pour   étudier  le  signe,  prenons  la  somme     S 


1 


2(A--1) 


et  le  produit     P 


2/t-l 

2Ôfc:=17 


des 


racines. 
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Nous  aurons  le  tableau  suivant 


k 

P 

S 

3  — v/2 

4 

4- 

— 

2  racines  négatives. 

1 

2 

— 

— 

une    racine    positive, 
valeur  absolue. 

la    plus    petite  en 

1 

3+^/2 

-h 

4- 

2  racines  positives. 

4 

Donc  pour  : 

/<;<;-^>     le  problème  n'est  pas  possible  ; 

1 

—  <i  k  <C  l,     le  problème  est  possible  ;  il  admet  une  solution. 

3  -4-  /2 

i  <  /t  < —  »     le  problème  est  possible  ;  il  admet  deux  solutions. 

3-f-i/2 

— j —  <<  k,    le  problème  n'est  plus  possible. 


3°  On  a 


CM 


BC 


sin  B         sin  M 

CM  sin  B 


;     si  on  suppose  l'angle    BMC  =  3B,     on  aura  donc 
sin  B  1 


BC         sin3B         3  sin  B  cos^  B  —  sin' B         3  cos' B  -  sin^  B 
mais  la  relation     BMC  —  3B     détermine  l'angle  B.  Désignons  par  G  l'angle  \CM, 

^^  T.  1  1 

BMC  =  y  +  C,,  d'autre  part  tgC,  =  —  tgC  =  —  cotgB. 

On  doit  donc  avoir  -—  cotg  B  =  tg  (  3B  —  -r  ]  =  —  colg  3B 


Ig  3B  -h  2  tg  B  =  0, 


3tgB-tg^B 


2tgB  =  0. 


1  —  3  tg2  B 
Supprimant  la  solution     tg  B  =  0,     il  vient    3  —  tg^  B  -t-  2(1  —  3  tg-  B)  =  0, 

7tg^B-.5  =  0,  tgB  =  y/|,  (^o<B<^). 

Cette  condition  est  une  condition  nécessaire  pour  que     BMC  =  —  -+- Ci  =  3B. 
Est-elle  suffisante  ?  Elle  permet  d'affirmer  que    tg|-— -f-Ci)  =  tg3B,    mais  pour  pouvoir  eu  déduire 
que    -^^H-C,  =  3B,      il  faut  s'assurer  que  l'angle  3B  est  compris    (comme     -^-hCi)     entre  0  et  :t, 
en  d'autres  termes  que     0  <  B  <  -^    ou  encore  que 

tgB=VY<v^3, 
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ce  qui  est   évident.    Donc    la  condition    nécessaire    et  suffisante  pour  que      BMC  =  3B,     c'est  que 


=  ^l 


tgB 

d'où     sin^*  B  = 


On  en  déduit 
cos^  B 


sin-  B 


COS'  i^ 


1^ 
"ïï" 


12 


12 


et    3  COS-  B  —  sin^  B  = 


CM 
BC 


il 
12 


—      et  par  conséquent 


Géométriquement,  proposons-nous  de  construire   sur    BC  =  (i     comme   hypoténuse  le   triangle 
rectangle  ABC,  tel  que  yjjijj  _  3g 

Un  lieu  du  sommet   A   est  la  demi-circonférence   décrite  sur  BC    comme 

diamètre  ;  pareillement  un  lieu  de  M  sera  la  demi-circonférence  décrite  sur  BO 

\      comme  diamètre.  Soit  I  le   milieu   de    BO,    le  triangle    BIM  est  isocèle,  donc 

C     BMl  =  B  ;     il  faudra  donc  que 

me  =  2B  =  GÎM, 

donc  que  le  triangle  CIM  soit  isocèle.  M  est  à  l'intersection  de  la  demi-circonférence  BO  avec  la  circon- 

3 

férence  décrite  de  G  comme  cenlre  avec     CI  =  —a     comme  rayon.  Il  en  résulte  bien 

4 


CM  = 


3 


BC. 


P.  L. 


Solutions  exactes:  MM.  A.  Coortois,  lycée  de  Dou€ii;G.  Fodcrv,  à  Reims;  G.  L^cri,  à  Denain  ;  Ed.  Leroux,  lycée  de 
Douai:  K.  RUnkn,  à  Albi  ;  A.  Housseao,  à  Landrecies  ;  P.  Sallemon,  conducteur  des  Ponts  et  Cliaussées,  à  AIbi  ;  L.  Smo», 
section  nornnale  de  Cliàions-sur-Marne. 


équations 


Calcul 

1798.  —   Calculer  soit  en  grades,  soit  en  degrés,   trois  angles  aigus  positifs,  x,  y,  z,   vérifiant  les 
,  /4Ï538  45286  ^    ^        sin  3x 

''""=V86^'  'osy=^:^,  tg2:  = 


Calcul  de  x. 


log  86864  =  4,9388398 

log  42538  =  4,6287771 

colog  86864  =  8,0611602 


63435  ^  "       sin  3j/ 

Calcul  en  deghés  (tables  à  7  décimales). 
Calcul  de  y. 

log  63435  =  4,80-23-289 

log  45286  =  4,6559640 

colog  63435  =  5,1976711 


2  log  sin  X  =  1,6899373 

log  sin  X  =  1,8449686 

44"24'30"        536 


A  =  215 


150 


X  =     44"24'37' 


log  COS  y  =   1,8536351 
44<'26'o0"         48   A  =  ï07 


-  0",1 

—  (r,05 

y  =         44"26'49",85 


3 
2,07 


0,93 


:\x  =    133''13'51" 
sin  3x  =  sin  46''i6'9" 
46"46' 

9" 


1,8624714        A  =  198 

178,2 


log  sin  3x  =  1,8624892 


3y  =       133"20'29M5 
sin  3y  =  sin  46"39'30  ,45 

46"39'30"  Î,86169S0        a  =  198 

0",4  7,92 

G",  05  0,99 


log  sin  3y  =1,8616989 
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Calcul  de  z. 

log  sin  3a;  = 

1,8624892 

colog  sin  3y  = 

0,1383011 

log  tg  2-  = 

0,0007903 

45«3' 

580 

323 

7" 

294,7 

28,3 

0",G 

25,26 

0",07 

3,04 

tz  =  45«  3'  7",67 

:  =  22"3l'33",83r 

). 

421 


Résultats  (en  secondes). 

X  =  44''24'37" 
xj  =  44»26'o0' 
z  =  22»31'34'. 


Calcul  en  grades  (Tables  à  3  décimales) 


log  86864  =  4,93884 

log  42538  =  4,62878 

colog  86864  =5,06116 


2  log  sin  X  — 

1,68994 

log  sin  X  = 

1,84497 

49^34 

4 
3 

A  =  7 

4 

2,8 

3 

0,2 

X  = 

49^3443 

3.r  =  148^0329 
sin  3a?  =  sin  51^9671 
51-^96  1,86245 

7  4,9 

1  0,07 


log  sin  3 j;  =  1,86250 
colog  sin  3.V  =  0,138285 


log  tg  25  =  0,000783 


50-^03 


68 


10,5 

7      _9^ 

5      0,7 
:  r=  30'0o75 


^  =  l 


A  =  14 


log  63435  =  4,802325 

log  43286  =  4,655964 

colog  63435  =  3,197673 

log  cos  ?/  =  ï,853639 
49^38        7 


5 


3,1 


x]  =        49^3850 


Srj  =      148--1550 
sin  3y  =  sin  31  "'8430 
51-'84  1,86168 

5  3,5 

log  sin  3y  =  1,86171,5 


=  25^0288 


A  =  6 
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Conversion  des  grades  en  degrés 
49-'  W  6' 

34  18  21  ,6 

4  42".96 

3  0",972 


X 

=  44''24'3G" 

49 

44°  6' 

38 

20'31",2 

5 

16",2 

U 

=  44o26'47",4 

25 

22^30' 

02 

1'  4",8 

8 

25",92 

8 

2",59 

;  =  22°31'33',3 


Ont  envoyé  des  ciilculs  exacts  :  MM.  André  Courtois,  lycée  de  Douai;  G.  Lich,  à  Denain  ;  M.  Mazet,  à  Sétif:  A.  Uoissead, 
à  Landrecies  ;    P.  Salleron,  conducteur  des  l'onts  et  Chaussées,  à  Albi. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


1860.  —  Par  un  des  foyers  F  d'une  ellipse  on  mène  une  corde  A13  variable  ;  par  le  second  loyer  ï  on 
mène  la  corde  CD  perpendiculaire  à  AB.  Soient  P  et  U  les  pôles  de  AB  et  CD  par  rapport  à  Tellipse.  1°  La  droite 
PQ  enveloppe  ime  ellipse;  2°  Le  lieu  du  point  de  rencontre  de  PQ  et  AB  est  une  cubique  dont  l'aire  comprise 
entre  la  courbe  et  son  asjmptote  est  finie:  calculer  cette  aire. 

E.-N.  Barisien. 

1861.  —  Enveloppe  des  coniques  ayant  un  foyer  fixe,  la  longueur  du  grand  axe  constante  et  dont  le 
deuxième  foyer  décrit  une  droite  ou  un  cercle.  Cas  particuliers. 

PiGLOVVSKI 


Erratum.  —  La  (juestion  1856,  proposée  par  erreur,  est  la  même  que  la  (lueslion  1838. 


BAR-LK-npc.  —  iMP.  coMTK-jAcouET.  Lc  Hédacteur-Gémnl  :  H.  VUIBEKT. 
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REVUE   DE    MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 


PREMIÈRE    PARTIE 


QUESTION  DE  CINÉMATIQUE 

par  M.  G.  Valiron,  professeur  de  mathématiques  spéciales  préparatoires  au  lycée  de  Besançon. 


Dans  la  Revue  de  janvier  1909,  M.  Durand  se  propose  de  déterminer  la  courbe  qu'il  faut  faire  rouler 
sans  glissement  sur  une  droite  pour  qu'un  point  qui  lui  est  invariablement  lié  décrive  une  courbe 
donnée.  C'est  un  cas  particulier  de  la  question  suivante: 

Déterminer  la  courbe  qu'il  faut  faire  rouler  sur  une  courbe  donnée  pour  quiin  point  qui  lui  est  invaria- 
blement lié  décrive  une  courbe  également  donnée. 

On  sait  que  lorsqu'une  courbe  C  roule  sans  glisser  sur  une  courbe  C,  le  point  de  contact  M  des 
deux  courbes  est  le  centre  instantané  de  rotation  ; 
donc,  si  P  est  un  point  lié  à  C,  la  droite  MP  est 
normale  en  P  à  la  trajectoire  r  de  ce  point. 

Considérons  alors  séparément  dans  deux  plans: 
1^  l'ensemble  des  courbes  G  et  r  ;  2»  la  courbe  C 
et  le  point  P.  Pour  trouver  le  point  de  C  qui  dans  le  mouvement  vient 
en  contact  avec  le  point  M  pris  sur  C,  il  suffit  d'après  ce  qui  précède  de  mener  de  M  les  normales  à  r; 
soit  MQ  l'une  d'elles,  M'  correspondant  à  M  sur  C  on  aura  PM'  =  QM.  Ceci  déterminera  un  certain 
nombre  de  points  sur  G'.  Tous  ne  répondent  pas  à  la  question,  car  si  MT  et  MT'  sont  les  tangentes  en 
M  et  M'  à  C  et  C  on  doit  avoir 

QMÏ  =  PMT. 
Ces  remarques  simples  permettent  de  trouver  l'un  des  éléments  C,  l',  C,  P  connaissant  les  trois 
autres.  Prenons  d'abord  le  cas  où  on  connaît  C,  r  et  P.  Je  suppose  que  l'on  sache  calculer  en  fonction 
d'un  paramètre  :  T  le  carré  de  MQ,     MQ^  =  f  ;     2°  la  tangente  de  l'angle  dont  il  faut  faire  tourner  la 
droite  QM  dans  le  sens  positif  pour  l'appliquer  sur  la  tangente  MT.  Soit  tgV. 
Dans  la  courbe  C  on  devra  avoir 

PM''  =  p%  tg(PM',  M'T')  =  tgV. 

Ces  deux  relations  donnent  les  équations  de  C  dans  un  système  de  coordonnées  polaires  de  pôle  P. 
Si  r  et  0  désignent  ces  coordonnées,  on  sait  que 

tg  (PM',  M'T')  = 


dr 


On  a  donc 

Comme  en  changeant    r  en 
même  solution,  on  peut  prendre 


dr 


=  tgv. 

r    on  obtient  la  courbe  symétrique  par  rapport  à  P,  c'est-à-dire  la 
tg  V  dp 
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D'où 

(I) 


r  = 


_  fp  tg  V  d? 


Po  est  arbitraire,  l'axe  polaire  étant  choisi  arbitrairement. 

Les  formules  I  qui  résolvent  le  problème  montrent  notamment  que  pour  tous  les  ensembles  de 
courbes  G  et  r  tels  que  tg  V  soit  une  même  fonction  de  p,  la  courbe  G'  est  la  même. 

Cas  particuliers.  —  I.  G  est  une  droite.  —  Prenons  cette  doite  pour  axe  Ox  et  soient  x  et  y  les 
coordonnées  de  Q,  point  de  r. 

D'où 


(/? 


On  a 

où 

dy    __   y 
sin  V         sin^V 


tc^V=-^, 

"         dy' 


sin  V 


JÇ   dx 
X     y 


Vo-v. 


Les  équations  sont  donc 


:<) 


sin  V 


Jf''  dx 
r.~y' 


+  v„-v. 


(-=ç) 


II.  —  r  est  une  droite.  —  Prenons  cette  droite  pour  axe  Ox  et  soient  a:  et  y  les  coordonnées  d'un 
point  de  C.  On  a  ici 

dx 


/" 


Mp^ — ^ 
Q 


D'où 


tgV 
^p  tg  V  do 


dy 


Les  équations  sont 


(2) 


y. 


_   p  tgVrfo  _        r-^  dx 

"J.o    ^    ~~J.o~y' 

r^  d 
j     ■ 


dx 

y 


I[I.  —  Si  r  est  un  cercle  nous  déterminerons  C  par  ses  coordonnées  polaires,  le  centre  du  cercle 

étant  le  pôle. 

H  et  u>  étant  les  coordonnées  de  M,  a  le  rayon  du  cercle,  on  a 

Rdio 
p  =  R  =p  a,  dp  =  dl\,  tg  \  = 


rfR 


D'où         0  = 


/"'•'      R       ,  /'"'  R  zp  a  d=  a   ,  /*•-  ,  /'*"    dio 

I     doj  =    /     ■ rfo)  =    I     tiu)  4-  a    1      

f      R=f=a  /  liziza  /  I       Rqia 


?•  :=  R  =j=  a, 


"     i.,,   R=F« 


IV.  —  Soit    tg  V  =  m,     în  étant  constant.  Ceci  signilie  que  G  est  une  trajectoire  sous  un  angle 
constant  des  normales  à  la  courbe  r.  On  a  alors 


fr 


r  =  p, 


0  =  niL  -^  =  mL 


D'où 


y  on  a  une  spirale  logarilhmiiiuo. 

On  peut  énoncer  le  résultat  sous  la  forme  suivante 
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La  courbe  qu'il  faut  faire  rouler  sur  une  courbe  donnée  pour  que  la  trajectoire  d'un  point  qui  lui  est 
invariablement  lié  soit  la  trajectoire  orthogonale  des  droites  coupant  C  sous  un  angle  constant  V  est  une 
spirale  logarithmique  qui  ne  dépend  que  de  V. 

Remarques.  —  On  verra  facilement  que  les  formules  (2)  sont  un  cas  limite  des  formules  (3). 

Sur  les  formules  (I)  on  voit  que  si  p  s'annule,  tgV  restant  différent  de  0,  0  croît  indéfiniment, 


donc  si  les  courbes  G  et  r  se  coupent  sous  un  angle  différent  de 
tote. 


C  admet  P  pour  point   asymp- 


Problème  inverse.  —  Le  problème  inverse  consiste  à  trouver  C  connaissant  r,  G'  et  P.  Je  considère 
le  problème  plus  général  : 

Etant  données  deux  courbes  G'  et  V'  dans  un  plan  et  dans  un  second  plan  une  courbe  r,  trouver  la 
courbe  G  qu'il  faut  associer  à  T  pour  que  dans  le  roulement  sans  glissement  de  G  sur  G',  r  ait  la  courbe 
r'  pour  enveloppe. 

Supposons  que  l'on  connaisse  C;  pour  trouver  le  point  M  de  G  qui 

vient  au  contact  avec  M'  de  G',  il  suffît  de  remarquer  que  les  normales 

abaissées  de  M'  et  M  respectivement  sur  r'  et  r  sont  égales  et  les  angles 

de  ces  normales  avec  les  tangentes  en  G  et  G'  les  mêmes.  On  voit  alors 

que  si  on  connaissait  le  point  P  de  r  qui  vient  au  contact  avec  P'  de  r' 

il  suffirait  de  porter  sur  la  normale  en  P  une  longueur  égale  à  FM'.  Tout 

revient  à  établir  une  correspondance  entre  les  points  de  r  et  ceux  de  r'. 

Gette  correspondance  est  déterminée  par  la  condition  que  les  différentielles  des  arcs  de  C  et  C 

soient  les  mêmes  (ou  que  les  angles  P'M'T',  PMT  soient  égaux).  On  arrive  à  une  équalion  différentielle 

du  premier  ordre  qui  ne  s'intègre  pas  dans  le  cas  général. 

Cas  particuliers.  —  T.  r  est  une  droite.  Prenant  cette  droite  pour  axe  Ox,  cherchons  les  coordon- 
nées   dun  point    de   G.    Supposons  que    dans  le  plan    GT'    on   sache  calculer 

tgV  =  tg(P'M'.M'T')       et      p2  =  P'M'2     en  fonction  d'un  paramètre.  On  aura  pourC 

dx 

-T-  =  —  tg  V.  (Cas  II  du  problème  direct) 

dy 


y  =  P. 


D'où 


;i') 


y 


-L 


tgVrfp. 


Ces  formules  donnent  lieu  à  des  cas  particuliers  analogues  aux  cas  déduits  des  formules  (I)  (sauf  le 
cas  II  qui  donne  G  elle-même  et  ne  correspond  à  aucun  mouvement).  On  y  adjoindra  le  cas  où  r'  se 
réduit  à  un  point  P. 

ir.  —  r  est  un  cercle.  Nous  chercherons  les  coordonnées  polaires  d'un  point  de  G  par  rapport  au 
centre.  Si  r  et  6  sont  ces  coordonnées,  on  a 

rziz  a  =  0, 


dr 


D'où 


(II') 


r  =  0  rt  o. 


=  tg  V. 
f  p    tg  V  dp 


,]  g        0  ±  a 
Le  signe  ±  correspond  à  ce  que  r  aune  enveloppe  formée  de  deux  courbes  paral- 
lèles et  que  r'  peut  être  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  branches. 

On  trouvera  encore  dans  les  cas  particuliers  I,  II,  III,  IV  les  expressions  de  p  et  tg  V  par  des  calculs 
simples.  On  adjoindra  le  cas  où  r'  se  réduit  à  un  point  p. 

Cas  où  l'on  donne  C,  C  et  r.  —  C'est  le  cas  où  l'on  connaît  les  roulettes,  le  problème  revient  à  cher- 
cher l'enveloppe  d'une  famille  de  cercles  dont  les  centres  sont  sur  C. 
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Mathématiques  spéciales. 

1808.  —  On  donne  une  parabole  (Pj  et  une  droite  (D)  dont  les  équations,  relatives  à  un  système 
d'axes  de  coordonnées  rectangulaires,  sont 

et  l'on  considère  la  surface  (S)  engendrée  par  une  droite  variable  (A)  assujettie  à  rencontrer  (?)  en  un 
point  A  et  (D)  en  un  point  l^,  de  façon  que  la  dislance  AB  soit  une  constante  l. 

1°  Construire  la  projection  sur  le  plan  xOy  d'une  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan 
xOy  ;  construire  la  tangente  en  un  point  de  cette  projection  et  montrer  que  la  courbe  obtenue  peut  être 
regardée  comme  le  lieu  des  milieux  de  cordes  parallèles  à  Ox  et  limitées,  d'un",  part  à  une  parabole  de 
sommet  0  et  d'axe  Ox,  d'autre  part  à  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  0.r  et  Oy. 

2°  On  peut  distinguer  deux  sortes  de  droites  A  suivant  que  l'abscisse  de  A  est  supérieure  ou  infé- 
rieure à  celle  de  B  ;  séparer  sur  les  sections  précédentes  les  arcs  qui  correspondent  aux  génératrices  de  l'un 
ou  de  l'autre  système  H  trouver  le  lieu  des  points  qui  limitent  ces  arcs. 

3»  On  considère  le  solide  limité  par  la  surface  (S)  et  par  lesplans  --t-a  =  0,  c—  2a  =  0;  trouver 
son  volume  et  construire  son  contour  apparent  sur  le  plan  :0x. 

4°  Déterminer  les  trajectoira  orthogonales  des  droites  (A).  Par  un  point  A,  on  peut  mener  deux  droites 
(A),  gui  rencontrent  une  trajectoire  orthogonale  en  deux  points  G  et  C  ;  montrer  que  Von  peut  choisir  cette 

trajectoire  de  façon  que  la  somme   AC  -h  AC   soit  proportionnelle  à  l'abscisse  de  A. 

Peut-on  choisir  les  constantes  dominées  de  façon  qu'une  seule  trajectoire  orthogonale  rencontre  toutes  les 
droites  (A)  entre  leurs  points  situés  sur  la  parabole  (P)  et  sur  la  droite  (D)  ? 

t^ 
Désignons  par      -—,     t,  0     les  coordonnées  du  point  A  et  par  u,  0,  a  celles  du  point  B.  En  écri- 
zp 

vant  que  la  distance  AB  est  égale  à  /,  nous  avons 

nous  voyons  ainsi  que  /  doit  être  supérieur  à  a,  et  si  nous  posons     /-  —  a-  =  k\     nous    obtenons   la 

condition     (  u )    +  i^  _  /-^^     (,q  q^j  nous  conduit  à  poser 

\         2p  J 

U  —  -r—  =  le  cos  ç,  t  =  k  sin  o, 

2p  ^' 

l'angle  o  recevant  toutes  les  valeurs  de  0  à  2::. 

D'autre  part  les  équations  de  la  droite  (A)  qui  joint  les  points  A  et  B    peuvent  s'écrire 

/- 

2/9     _?/  —  '_- 

l'^     ~     —  t     ~   a 

u — 

2p 

ou,  en  remplaçant  t  et  n  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  (p, 

/.•*  sin-  o 


X  — 


2p  y  —  /.■  sin  o         *_ 

k  cos  »  —  k  sin  c  a 
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ou. enfin 


k-  sin^  (f 
2p 


k  cos«o  — 1 
'     a 


y  =  /.•  sm  cp  (  1 


On  aurait  aisément  l'équation  de  la  surface  (S)  en  éliminant   ç   entre  ces  deux  équations. 
1.   La  seclion  de  la  surface  (S)  par  le  plan     z  —  h    se  projette  sur  le  plan  xOi/  suivant  une  courbe 
dont  les  équations  paramétriques  sont 


Â'^  sin-  o 


kh 


COS  cp, 


y  =  /.|i-- 


2p  rt 

Pour  obtenir  toute  la  courbe,  il  suffît  de  faire  varier  ç  dans  un  intervalle  quelconque  dont  l'étendue 
soit  égale  à  2-.  Si  on  change  »  en  —  «f,  x  ne  change  pas  et  y  change  de  signe  ;  donc  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  Ox.  Si  l'on  prend  comme  intervalle  de  variation  l'intervalle  ( —  ti,  h-  -), 
on  voit  qu'il  suffira  de  faire  varier  9  dans  l'inteivalle  (0,  tt),  et  d'achever  par  symétrie  par  rapport  à  Ox. 

Dans  cet  intervalle  x  et  y  sont  des  fonctions  continues  de  <p  admettant  des  dérivées 


dx                    1  k                  h 
=  k  sm  cp  (  —  COS  o h 


rfç 


p 


4^  =  aYi--Uos 


Nous  pouvons  toujours  supposer   p,  a  et  k  positifs. 

dx  hi3 

La  dérivée  -^  s'annule  pour  ?  =  0,   cp  =  71    et  pour  les  racines  de  l'équation    cos  cp  = 


d^ 


hp 


Or,  cette  équation  n'admet  des  racines  que  si    — j    est  compris  entre 

ak  ak 

compris  entre     —  —       et    h 

p  p 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  distinguer  différents  cas. 


ak 


1     et     -f- 1,     ou  si  h  est 


Premier  cas  :     - 
de  variation  suivant 


/ifc  fi  OC 

GO  <'h<^ •     Dans  ce  cas     -7—  reste  toujours  positif,  nous  avons  le  tableau 

p  d<o 


hk 

0 

H- 

^ 

■+- 

0 

kh 

k^ 

kh 

croît 

croît 

a 

2p 

a 

/          h  \ 

/ 

h  \ 

kll--) 

-h 

0 

— 

-A-l 

1 

--) 

\          a  / 

V 

a  I 

0 


croît 


k{\ 

a 


décroît 


0 


Fig.  \. 


et  nous  en  déduisons  la  forme  de  la  courbe  {fiq.  1). 
Nous  représentons  en  trait  plein  la  portion  de  courbe  qui  correspond  à  la  variation  de  y  dans 
l'intervalle  (0,  -k)  et  en  trait  pointillé  la  partie  symétrique  par  rapport  à  Oa;,  et  nous  indiquons  par  une 
flèche  le  sens  dans  lequel  est  décrite  la  courbe  quand  ç  varie  de  0  à  -n.  Aux  points  E  et  E'  correspon- 


dant aux  valeurs     9  =  0     et     cp  =  -n     la  tangente  est   perpendiculaire  à   Ox  ;    au  point     F(  ?  = 
la  tangente  est  parallèle  à  Ox. 
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ak 

Deuxième  cas  : '■ —  <ih<CO.     L'équation     cos  9  = 

P 


hp  , 

— 7-      admet  une  racine   a    comprise   entre 

ak 


-    et.. 


0 

0 

a 

Tt 

dx 
df 

0 

-+- 

hk 

a 

-+- 

0 

— 

0 

X 

kh 

a 

croît 

croît 

k^          h^p 
max. 

décroit 

kh 

a 

dy 
d'i 

kU- 

a  1 

0 

— 

-..(, 

a   ' 

y 

0 

croît 

<- 

a  ) 

décroît 

0 

Nous  en  déduisons  la  courbe  représentée  par  la  figure  2  ;  nous  désignons  par  H  le  point  correspon- 
dant à  la  valeur  o  =  a.  En  ce  point  la  tangente  est  perpendiculaire  à  Or.  La  courbe  présente  deux 
points  d'inflexion  l'un  entre  H  et  E',  l'autre  symétrique  du  premier  par  rapport  à  Ox. 


Fig.   2. 


Fie.  3. 


Fig.  4. 


Troisikme  cas  :     h  =  0.     La  section  se  réduit  à  la  portion  de  la  parabole  (P)  comprise  entre  Taxe  des 

tj  et  la  droite    x  = 

•^  2p 


QuATRiicME  CAS  :     0  <  /i  < — -  -     — —  s'aunule  pour  la  valeur  p  comprii^e  entre  0  et    -^       et  dont  le 

p  d^f  2 


cosinus  est  égal  à 


kp_ 
nk 


Ce  cas  peut  se  subdiviser  en  deux  autres  suivant  que  h  est  inférieur  ou  supérieur  à  n. 
Si     h  <^  a,     nous  avons  le  tableau  suivant  de  variation  : 
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9 

0 

P 

TC 

dx 

0 

H- 

0 

— 

a 

— 

0 

X 

kh 

a 

croit 

A:2     ^     h'p 
2/3    '    2a2 

décroil 

k' 
2p 

décroît 

kh 
a 

dij 
df 

.(, 

h 

a 

) 

+ 

0 

—      - 

-<'-4) 

y 

0 

croit 

\          a  J 

décroit 

0 

et  la  figure  3,  analogue  à  la  figure  2,  mais  qui  est  décrite  eu  sens  contraire. 

Si     /i>a,     y  est  constamment  négatif  quand  «?  croît  de  0  à  t:,  on  obtient  la  figure  4. 

ak 
Cinquième  cas  :      — ■  </(<<-+-  ao  .     Les  points  d'inflexion  disparaissent  ;  on  obtient  la  figure  5  pour 

A<«,     et  la  figure  6  pour     /i  >  a. 

Sixième  cas  :     h  =  a.     La  courbe  se  réduit  à  la  portion  de  l'axe  des    x    limitée  aux  points  qui  ont 


y 

F 

1/ 

\ 
\ 

0 

~--~ 

'X 

Fig.  5. 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


P 


2p 


pour  abscisses     —k    et    H- A;    si    p>k,    ou  aux  points  qui  ont  pour  abscisses     —k    et 

si    p<ik. 

Abaissons  B6  perpendiculaire  sur  Ox  [fig.  7).  Gomme  AB  =  /,  Bb  =  a,  nous  avons  Ab  =  k, 
ce  qui  montre  que  la  longueur  kb  est  constante. 

Prenons  sur  AB  le  point  M  qui  a  pour  cote  h,  et  projetons  ce  point  en  m  sur  A6.  Nous  avons 

Xm  _  mM  j —  _   hk 

kb    ~    bû'  "a   * 

Si  h  est  constant,  le  segment  Âm  a  une  valeur  algébrique  constante,  et  le  point  m  est  lié  invaria- 
blement à  la  droite  de  longueur  constante  \b  dont  les  extrémités  A  et  b  se  déplacent  la  première  sur 
la  parabole  (P)  et  la  seconde  sur  Or. 

D'après  une  propriété  bien  connue  du  centre  instantané  de  rotation,  la  normale  en  m  au  lieu  de  ce 
point  passe  par  l'intersection  de  la  normale  en  A  à  la  parabole  (P)  et  de  la  perpendiculaire  à  Ox  menée 
par  le  point  b.  On  en  déduit  aisément  la  construction  de  la  tangente  au  point  m. 
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Reprenons  les  coordonnées  du  point  m, 

A:2  singes         kh  ,f.h\. 

X  = -\ cos  9,  y  =  A:  1 1  sin  ?. 

2p                a  V           al 

On  peut  les  écrire            x  =  -^— ^ — --,             y  =  ^-^— ^ — -^             en  posant 

a?2  = cos;p,  î/i  =  î/2  =  'M  1 •  1  sin  9. 


p  a  \  a 

/          h  Y 
On  voit  immédiatement  que  le  point    {xi,  y,)    décrit  la  parabole     y'^  —  p\  l )  x  =  0,     et  que 

le  point  (a-2,  172)  décrit  l'ellipse 


y'      =) 


a 

2.  Nous  avons  posé    u =  A- cos  9,     u  désignant  l'abscisse  de   B   et  — —   celle  de    A.  Donc 

■K 

l'abscisse  de  A  sera  supérieure  à  celle  de    B    si  9  est  compris  entre    —    et   71  ;    ce  sera    le    contraire 

si  9  est  compris  entre  0  et    — -• 

Si  l'on  se  reporte  aux  courbes  construites  précédemment,  on  voit  que  les  arcs  FE'F,  correspondent 
aux  génératrices  pour  lesquelles  l'abscisse  de  A  est  supérieure  à  celle  de  B,  et  les  arcs  FEE,  aux  géné- 
ratrices pour  lesquelles  le  contraire  a  lieu. 

A-* 
Les  points  de  séparation  sont  les  points  F  et  Fj  dont  le  lieu  quand  h  varie  est  la  droite    x  =  — — 

3.  Pour  évaluer  le  volume  du  solide  considéré  nous  calculerons  d'abord  l'aire  limitée  par  la  courbe, 
section  de  la  surface  par  le  plan    z  =:  h. 

Nous  avons  construit  ces  courbes  ;  nous  désignerons  par  s  l'aire  limitée  par  Ox   et  l'arc    EFE'    de 
chacune  d'elles.  L'aire  limitée  par  la  courbe  tout  entière  sera  alors  égale  à  2ï. 
Pour  la  courbe  de  la  ligure  1  nous  avons 


s  =     (     ydx, 


puisque  x  varie  dans  le  même  sens  que  9  et  que  y  est  positif.  Si  nous  remplaçons  y  et  dx    par  leurs 

valeurs  en  fonction  de  9,  nous  avons 

,,/.         h  \     r-   .   ,     /  k                  h  \^ 
l,  =  k-(  l /     sm-  o(  —  cos  o do. 

\  «  /  J,.  '\  P  '        «  /    ■ 

Or 

c  ■  2  ( ''        h\^     f'  r  ■ .     ^    ^'  r  •  ■'  ^ 

I    sm^  ce    —  cos  (0 )  d^  =  — -  /    sjn^9  cos  900 1    sm-  «orfo 

.;  '\P         '        «/'        PJ  '        ^J 

k    r            ,    .                fi       r  ,                 ^  ,          k       sin'  o            h     /          sin^  o  \ 
=  —    I  sm^  o  a  sm  9  —    — —    |  (1  —  cos^  o)do  =  —  .  — — ^ —  I  » —  )  • 

On  en  déduit  immédiatement 

-h 


et 


r-        /  k  h\ , 

1     sin^  9  — cos  o  —  —  ]a<t>  = 
Jo  \p  '        a  /    ' 

^         rj,-h(h-a) 


2a=' 
On  trouve  le  même  résultat  pour  Taire  limitée  parla  deuxième  courbe  {/ig.  2).  On  a  en  effet 
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V  =    /      tjdx  —    /  ^   ydx  =    j     ydx  -+-  j     ydx  =    i     ydx  =    j    ydx. 
Pour  la  troisième  courbe  (fig.  3)  y  est  positif  mais  x  varie  en  sens  contraire  de  t-  ;  on  a  alors 


et  pour  la  quatrième  [fig.  4),   ;/  est  négatif,  et  x  varie  en  sens  contraire  de  '^,  donc 

s  =  +     I     ydx  =  ^ 


2fl- 


etc. 


On  a  dans  tous  les  cas 


20^ 


h(h—a) 


L'aire  limitée  par  la  courbe  entière  est  alors       — 5- 

a~ 


V  = 


h{h  -  a)\,     et  le  volume  demandé  est 
=  -^     I      \h(h  —  a)\dh, 

"  1/  -a 


ce  qu'on  peut  écrire 

V  =   —    /  "  h(h  —  a)dh  —  ^ 
a-  a- 

t/  —a 


h{h  —  a)dh  H \       li{h  -  a 


)dh, 


ou,  en  posant 


K/0 


— /.2  7,2 

V=    ^  [?(0)  — o( -«)  — o(a)-|-ç(0)  +  cp(2a)  — cp(a)],     ou     V  =  ^  [cp(2fl)  —  9cp(«)  +  9cp(0)— cp(  — a)]. 


On  trouve  aisément 


V  = 


llTzak' 
6 


Le  contour  apparent  de  la  surface  (S)  sur  le  plan  des  zx  est  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ce 
plan  et  des  tangentes  à  la  surface  parallèles  ;\  Oy.  Ces  tangentes  sont  précisément  les  tangentes  (paral- 
lèles à  0//)  aux  sections  de  la  surface  par  les  plans  parallèles  au  plan  des  xy,  ce  sont  les  tangentes  aux 
points  E,  E'  et  H  aux  courbes  que  nous  avons  construites  plus  haut. 

Les  tangentes  aux  points  E  et  E'  rencontrent  le  plan  xOz  aux  points 


kh 

—  ,  y  =  0, 

a 


=  h. 


Le  lieu  de  ces  points  quand  h  varie  se  compose  des  deux  droites  i\|  et  A.,  qui  ont  pour  équations 

a  -^ 

Ce  sont  les  droites  (A)  qui  passent  par  le  sommet  de  la  parabole  (P)  ;  elles  font  partie  tout  entières 
du  contour  apparent. 

Les  tangentes  aux  divers  points  H  rencontrent  le  plan    zOx    aux    points   qui  sont  définis  par  les 
équations 

ipz  k^  sin^  o  A' 


cos'f  = 


ak 


-Ip 


COScp, 


y  =  0. 


Si  on  élimine  œ  entre  ces  équations,  on  obtient  la  parabole 


tp         "la'       '  ^ 

qui  n'est  autre  que  l'enveloppe  des  projections  des  droites  (A)  sur  le  plan  zOx. 

».  •  P-  .  ,   •  ■  ,        ^^' 

Mais  comme  cos  o  ou  —7-  est  compris  entre     —  1     et    H-  1,     on  doit  avoir      1:   <C  —  '     ce  qui 
ak  ■   '         ij 

montre  que  la  parabole  ne  fait  pas  partie  tout  entière  du  contour  apparent. 
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Il  faut  prpiidre  seulement  les  points  de  celte  [larabole  dont  les  cotes  sont  comprises  entre 


et 


V 


Les  points  limites  A,  et  Aa  sont  précisément  les  points  de  contact  de  cette  parabole  et  des  droites 

A,  et  As. 

En  résumé,  le  contour  apparent  do  la  surface 
sur  le  plan  des  zx  se  compose  des  droites  A,  et  A, 
et  de  l'arc  de  parabole  Ail  A,  {/îg.S).  Les  segments 
de  droite  OA,  et  OAo  sont  représentés  en  trait 
pointillé,  parce  que  cette  portion  de  contonr  ap- 
parent est  cachée. 

il  n'y  a  pins  qu'a  couper  ce  contonr  apparent 
par  les  droites  z  =  -  a  et  z  =  ^a  pour  ob- 
tenir celui  du  solide  envisagé  dans  l'énoncé.  On 
anra  dilTérents  cas  de   ligure  suivant  les  valeurs 

—  ab 


relatives  des  nombres        —  o, 
-+-  ak 


2a, 


et 


P 


P 


4.  Considérons  une  droite  (A)  quelconque 

k-  sin^  cp  ;: 

X  — ; '■ — \-  k  cos  9  — , 


y  =  /,•  sin  cp|  1  — 


prenons  sur  cette  droite  un  point  M  dont  la  cote  ;  est  une  fonction  inconnue  de  o,  et  cherchons  à 
déterminer  celte  fonction  de  façon  que  la  courbe  (y),  lien  du  point  M.  rencontre  à  angle  droit  la  droite 
A  pour   toutes  les  valeurs  de  ç. 

Les  paramètres  directeurs  de  la  tangente  en  M  à  la  courbe  (7)  sont 

dz 

dz 

/.'  cos  9  _  /«'  siu' 


dx         /i;^  sin  c&  cos  cp         ,  z         A- cos 

— —  =   ■ ■ k  sin  ç  —  -h 

do  p  a  a 


dit        ,  i  z  \         k  sin  o       dz 

-fl   =  /••  cos  ?    1  - ■  -j~ 

dr  \  o  /  a  do 


et 


Les  paramètres  directeurs  de  la  droite  (A)  sont 


P 


7  =  i 


ou 


Pour  que  la  tangente  soit  perpendiculaire  à  (A)  il   faut  ciu'on  ait  «-7-  ^-r'  -, 

dz  /  k'-  \         k'     .  ^  k'^     .  ^  "  " 

— ;—    -—r  H-  1     -i-  sm  'r  cos-  c5 sm  cp  cos  c  =  0. 

acp  \  cr  /         ap  '         a  ' 


dz 


=  0, 


Celle  équation  diiïérenlielle  définit  la  fonction  r, 

ak- 

On  en  tire  dz  =   ——- 7— -  i/icos- c  t/cos  c  —  w  cos  o  rfcos  ©1. 

p{(i--hk^}  '  >       i  •  TJ' 

et,  en  intégrant, 

ak^         r        cos'  o  cos''  9  "1 

'■=  ^^^i^TW)  ['■  ^^  - '' -^ï- ^  ' }■ 

X  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  joignant  cette  relation  aux  équations  de  (A)  on  oblient  les  équalion"?  paramétri(pies  des  trajec- 
toires orthogonales  des  droites  (A). 
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Par  le  point  A  dont  les  coordonnées  sont       -— — ->     /csin'f,  0     passent  deux  droites  ('z^)  corres- 

pondant  aux  valeurs  o  et  n  —  cp  du  i)araniètre.  Les  cosinus  de  ces  angles  étant  égaux  et  de  signes  con- 
traires, les  cotes  des  points  de  rencontre  des  deux  droites  (A)  considérées  et  d'une  trajectoire  orthogo- 
nale quelconque  sont 


P 


al,-^  I    ,     cos^  9  cos- 9        ."I  ak^         V      ,    cus^  o  cos'' o        .1 


on  en  déduit 


:i  +  20  =  — r—  [— ?JC0S-o  +  2X]  =  — — -  [2/.  —  »-+-«  sin^  o]. 


V 


V{ 


Si  l'on  prend     l  =  -~ ,     Zi-i-z,     est   proportionnel    à  sin^  9,  c'est-à-dire  à  l'abscisse  du  point  A. 

11  en  est  de  même  de      AC  -f-  AC',      car  si  un  point  C  se  déplace  sur  une  droite  (A)  le  segment   AC 
varie  proportionnellement  à  la  cote  du  point  C. 

Le  point  de  rencontre  de  (a)  avec  la  trajectoire  orthogonale  correspondant  à  la  valeur  )-  du  para- 
mètre est  bien  défini  par  sa  cote 


cos^  o  cos- 


X 


3  '        2  j 

pour  que  ce  point  soit  compris  entre  les  points  A  et  13,  il  faut  que  la  valeur  de  :  soit  comprise  entre  0 
et  a,  ce  qui  donne  les  inégalités 


(11 


o<^^-p^  +  x<^("^-^^^) 


3  '2        ■        ^         P 

Il  s'agit  de  chercher  si  l'on  peut  choisir  les  constantes  données  a,  p,  k  de   façon   qu'il  existe  une 
seule  valeur  de  X  telle  que  les  inégalités  (ij  aient  lieu  quel  que  soit  9. 
Nous  étudierons  les  variations  de  la  fonction 


quand  9  varie  de  0  à  ^. 
Nous  avons 


,  cos^  9  cos^  o 

=  k-—i-p-^^i, 


du         .  /         ,  N 

—r-  =  sin  o  cos  9(/j  —  k  cos  o). 
«9  ' 

du 


1°    jo  >> /.-.     p—kcoso     est  toujours  positif  et  -7—  a  le  signe  de  coso. 

do  ' 


9 

0 

K 

u 

-1- 

_P_ 

croît 

X 

décroit 

X  — 

k 

_     P_ 

2 

Pour  que  u  soit  compris  entre  U  et 


p{a-  +  /.■'-) 
k' 


k         n 

■■>    il  laut  que  son  minimum     ) —     soit  ph 

3  2^ 


pia"^  -+-  k') 
grand  que  zéro  et  que  son  maximum  X  soit  plus  petit  que     — •     On  doit  donc  avo'r 


3    -  -"  ' 


>< 


/C2 

p{cC'-\-k')  k        p  p(a'--t-k-') 

T+T<'< F— 


^  "    '  ^       k' 

Pour  qu'il  n'existe  qu'une  seule  valeur  de  X  satisfaisant  à  ces  inégalités,  il  faut  qu'on  ait 


k        p 


a'  -h  k^ 


ou 


2/i-3 


P  =  -^7Ii 


3(Â;-^-f-2a- 


540  ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  ET  BOURSES  DE  LICENCE 


Or  cette  valeur  de  p  est  plus  petite  que  k,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse     p  >  /.-.     Le  problème 
est  donc  impossible  dans  ce  cas. 
du 
lu 


2°    p  <  k.      -p-   s'annule  pour  une  valeur     o  =  ■*■    comprise  entre  0  et  -^  et  définie  par  l'éga- 


■  .  V 

hte     ces  'x  =  —- 


9 

0 

a 

■JT 

Tt 

u 

-4 

V 
2 

décroît 

p3 

croît 

). 

décroil 

:)       2 

k  p  P  P^  r  ■  ..  ^  ^  ^"  P 

Le  minimum  est     >  — -7;  — -fr'     car     -r  >  -Trrr       Le  maxmium  peut  être  A  ou     ^-h  — — -— 
o  z  s  O/i-  o  z 

I.      -^ <  0.     Le  maximum  est  X,  On  doit  avoir 

J  2  ft  o  z  A 

d'où  l'on  déduit  -77  +-7r  =  7^; '  ^^  P  ~  -TiT^ 


3        2  /c2  '      "  3(A--  +  2a2)  ' 

P         1^ 
et  ceci  est  impossible,  car  on  n  a  pas     —  >  — • 

k        V  k        p 

II. ^  >■  0.     Le  maximum  est    >H —  •     On  doit  avoir 

3         2  3         2 

/t        ;)  k        p         p(k^  4- a2)  k        P   ^  ^  ^        /'■        ;^        p(AM-a2) 


X__-^>0,       >.H---^< 


^^         ■       °"       ■3^T<'<-3    '    2    '  k^ 


k        p              k        p        p{k'--ha')  2A-^ 

il  faut  donc  qu'on  ait  "T+"Er~  —  T~^"ô'"' m '  ^^  "  "~ 


Or  cette  valeur  de  p  est  acceptable,  car  on  a  bien      v  "^   q 
En  résumé,  il  faut  et  il  suffit  (jue  l'on  ait 


3        2  k'  '         3(A-2-4-fl-^) 

P    ^   /^- 


3 


2/t3  2(P-a2)2 

p  =  — — —,  ou  p 


'S{k'  -^  a')  '  3/- 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  Lacii,  à  Denain  et  Rou^sEAU,  à  Amiens. 


ECOLE  NORMALE  SUI>ErUEn{E  ET  HOERSES  DE  LICENCE 
Concours  de  1909. 


Groupe  I. 

J^lnjsiquc. 

1800.  —  Ut\  disque  lumineux  A  cU  placé,  perpendiculairement  à  Vaxe,  dans  le  plnn  focal  d'une 
lentille  ((inverrjente  mince  L,  {dislance  focale  =  i"' ;  diamètre  =  '.V'").  A  1  mètre  au  delà  de  cette 
lentille  se  trouve  un  miroir  plan  normal  à  l'axe,  M  [diamètre  =  2'"™).  La  lumière  est  renvorjée  par  M  sur 
une  grande  glace  transparente  (i  inclinée  à  45»  et  qui  la  réfléchit  à  son  tour  sur  une  lentille  convergente  Li 
{distance  focale  =  1'"  ;     diamètre  =  3'''")     sijmétrique  de  L,  par  rapport  à  (î. 
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On  demande  où  l'on  doit  placer  une  plaque  pholographique  B   pour  y  obtenir  une  image  du  dmjue  A  ; 

de  combien  se  déplace  l'imarje  d'une  1res  pelile 
région  entourant  le  centre  C  du  disque  A,  si 

le  miroir    M    tourne   d'un  angle  de     -7--^    de 

radian  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au 
plan  de  la  figure  ;  et  de  quel  angle  maximum 
X  le  miroir  M  peut  tourner  sans  que  l'on 
cesse  d'obtenir  une  photographie  de  C  {on 
pourra  admettre  tg  X  =  sin  X  =  X).  Quel 
est  le  diamètre  maximum  du  disque  A  qui  pourra  être  photographié  dans  la  première  jiosition  de  M  ; 
quel  est  le  diamètre  correspondant  de  la  photographie  et  quel  est,  dans  l'image  B,  le  diamètre  de  la  région 
de  pleine  lumière  ? 

Si  l'on  éloignait  progressivement  le  miroir  M,  pour  quelle  dislance  le  diamètre  de  la  région  de  pleine 
lumière  de  B  serait-il  réduit  à  l'"'";  l'impression  photographique  au  centre  de  la  plaque  resterait-elle 
constante  ou  changerait  elle  pendant  le  déplacement  du  miroir  ? 

Le  miroir  M  étant  supjjosc  replacé  à  1  mètre,  on  examinera  ce  qui  se  passerait  si  L'on  ramenait  le  disque 
A  jusque  contre  la  lentille  L,.  Dans  cette  nouvelle  position,  où  se  ferait  l'image  de  la  petite  région  C  ;  serait- 
elle  plus  grande  que  tout  à  l'heure  et  impressionnerait-elle  plus  ou  moins  la  plaque  photographique?  Aurait- 
on,  enfin,  gagné  quelque  chose  soit  au  point  de  vue  du  déplacement  de  l'image  de  C  par  la  rotation  de 
J_ 

m 


de  radian  du  miroir  M,    soit  ou  point  de  vue  de  l'angle  maximum  X  dont   M  peut  tourner  sans  que 


l'image  de  C  sorte  tout-à-fait  du  champ  ? 

D'une  manière  générale,  la  glace  G  n'ayant  d'autre  efiet  que  de  renvoyer  la  lumière  sur  une  lentille 
symétrique  de  Li,  on  peut  en  faire  abstraction  et  étudier  simplement  les  conditions  dans  lesquelles  la 
lumière  réfléchie  par  M  revient  sur  la  lentille  Li. 

1°  A  l'aller,  la  lentille  L,  donne  de  C  une  image  à  l'infini  ;  M  laisse  cette  image  à  l'infini;  au 
retour,  Li  en  donne  une  image  en  C.  La  plaque  B  doit  donc  être  placée  h  i  mètre  de   L,. 

2'3  Les  rayons  issus  de  C  forment,  après  avoir  traversé  Li,  un  faisceau  parallèle  qui  revient  d'abord 

1  ,  2 

sur  lui-même.  Quand    M    a  tourné  de  -r-r^  de  radian,  le   faisceau   réfléchi  a  tourné  de  -r-?^  5  son    axe 


100 


100 


secondaire  de  retour  dans   la  lentille    Li    fait  un   angle  j^  avec  Taxe  et  l'image  s'est  déplacée  de 

9 

xioo  =  s»-". 


100 


3"  Le  faisceau  issu  du  point  C,  réfracté  par  la  lentille  L,  qui  a  3""  de  diamètre,  couvre  toujours 
complètement  le  miroir  M  qui  n'a  que  2'^'°.  Tant  que  l'angle  de  rotation  de  M  est  petit,  la  largeur  du 
faisceau  qu'il  réfléchit  reste  sensiblement  égale  à  2"=".  Il  faut  donc  que  l'axe  de  ce  faisceau  passe  à  moins 
de  l*^""  au-dessous  du  bord  de  la  lentille  L,  pour  que  celle-ci  reçoive  une  partie  du  faisceau.  Dans  la  posi- 

tion  limite,  l'angle  du  rayon  axial  réfléchi  avec  le  rayon  incident  est  donc  -^^  et  l'angle  dont  a  tourné 

1,25 


I 

? 

C 

^"^^--.^ 

f 

K 

U 

le  miroir  est 


100 


radian. 


4°  Imaginons  un  point  du  disque  A  s'éloignant  progressi- 
vement du  point  G.  Quand  le  bord  supérieur  du  faisceau  réflé- 
chi par  M  passera  par  le  bord  inférieur  K  de  L,,  le  point 
cessera  d'être  dans  le  champ.  Or  ce  rayon,  à  l'aller,  sera  passé 
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par  le  bord  supérieur  1  de  L,  ,  il  se  sera  donc  rélléchi  au  centre  S  de  .M  ;  nyant  la  direction  IS  après 
avoir  traversé  Li,  il  était  à  rorigine  parallèle  à  Taxe  et  provenait  d'un  point  P  situé  à  Ic'.o  de  C.  Le 
diamètre  maximum  cherché  est  donc  de  3^". 

5»  Le  rayon  de  retour  SK  se  réfracte  en  K  parallèlement  à  l'axe  et  va  passer  par  un  point  Q  symé- 
trique de  P  et  qui  sera  limage  de  1*.  Le  diamètre  de  la  photographie  est  donc  de  3*^'". 

G°  Les  points  appartenant  à  la  région  de  pleine  lumière  sont  ceux  pour  lesquels  le  faisceau  qui  tra- 
verse au  retour  la  lentille  L,  a  toute  la  largeur  de  M,  cojiime 
pour  le  point  C.  Le  faisceau  limite  est  donc  limité  infé- 
rieurement  par  le  rayon  NK,  passant  par  les  bords  inférieurs 
—  de  M  et  de  L, .  A  l'aller,  il  a  traversé  Li  en  un  point  symétri- 
que par  rapport  à  la  normale  en  N  au  miroir  M,  c'est-à-dire  k 

—  centimètre  de  Taxe.  Les  autres   rayons  du  même  faisceau 


lui  sont  parallèles  ;  celui  qui  passe  par  le  centre  optique  de  la  lentille  rencontre  donc  !\I  à     1 


L.C 


centimètre  de  l'axe  et  vient  d'un  point  de  A  situé  à  une  dislance  x  de  C  telle  que  —  =  -^  .     d'où 

1  L,S 


^  —  ~^  •     ^^6  diamètre  de  la  région  de  pleine  lumière  est  donc  de  1  centimètre. 

1 

7°  Si,  dans  l'égalité  précédente,  nous  supposons     x  =  —-  cm.,     on  a     L,S  =  lO". 

20 

H^  Quelle  que  soit  la  dislance  du  miroir  M.  la  lumière  formant  l'image  de  C  est  toujours  émise 
dans  un  cône  ayant  son  sommet  en  C  et  rencontrant  la  lentille  Li  suivantune  surface  égale  à  M.  L'im- 
pression lumineuse  reste  donc  constante. 

9°  Si  le  disque  A  vient  sur  la  lentille  Lj,  son  image  dans  cette  lentille  se  déplace  depuis  l'inlini 
jusqu'à  la  lentille;  l'image  fournie  par  M  se  déplace  symétriquement  depuis  l'inlini  à  gauche  jusqu'en 
un  point  symétrique  de  Lj  par  rapport  à  M  et  situé,  par  conséquent,  à  une  dislance  de  L,  double  de 
sa  distance  focale.  Enfin  l'image  de  retour  dans  Li  se  déplace  vers  la  droite  depuis  le  point  G  jusqu'à 
une  position  située  à  2™  de  Lj. 

10°  Dans  la  dernière  position,  les  images  successives  ont  les  mêmes  dimensions  que  l'objet.  Pour 
les  autres  positions,  l'image  de  retour  est  encore  égale  à  l'objet,  mais  non  les  images  intermédiaires. 

11°  La  lumière  qui  doit  former  l'image  d'un  point  est  encore  émise  à  l'intérieur  d'un  cône  couvrant 
la  surface  de  M  à  la  distance  d'un  mètre  et  comme  l'image  a  toujours  la  même  grandeur,  l'éclairement 
est  resté  le  même. 


12°  Quand  le  point  C  est  sur  L,,  son  image  dans  lo  miroir    M  est  à  une  distance  de  l'axe  égale  à 


1 


50 
examiné 


X  100     cl  l'image  de  retour  est  à  la  même  distance,  c'est-à-dire  à  2<^"',  comme  dans  le  premier  cas 


13"  \j(\  faisceau  reçu  par  M  est  maintenant  un  faisceau  divergent  qui  revient  sur  la   lentille  L,  avec 
une  largeur  double,  c'est-à-dire  de  ¥^'K  11  faut  donc  maintenant  (|uc  l'axe  du   faisceau  rélléchi  passe  à 


moins  de  2cn^  du  bord  de  la  lentille  Li  et  fasse  avec  l'axe  un  angle  inférieur  à 

l,7o       ,. 

mamtenant radian. 

100 


3,5 

Tôô" 


l/an?le  X  est  donc 
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Groupe  II. 

J'hysique . 

1802.  —  Un  condensateur  k  esl  chargé  à  10000  vollx.  On  met  ses  armatures  en  communic'i  tion  avec 
celles  d'un  condensateur  B  de  i  microfarad,  qui  n  était  pas  chargé,  et  la  différence  de  potentiel  tombe  à 
9  oOO  oolts.  On  demande  quelle  est  la  capacité  du  condensateur  A,  et  l'on  demande  d'évaluer  l'énergie  élec- 
trique qui  était pirimitivemcnt  disponible  dans  le  condensateur  A,  puis  celle  qui  e-d  actuellement  disponible 
dans  le  condensateur     A  -+-  R. 

On  réunit  les  armatures  du  condensateur  double  A+  R  par  une  colonne  d'eau  très  légèrement  salée, 
dont  la  résistance  est  de  l  mégohm  (lO''  ohms).  Quelle  est,  à  linstant  initial,  Vintensité  du  courant  qui 
2)asse  ;  et  peut-on  considérer  cette  intensité  comme  constante,  à  l  pour  {00  près,  pendant  le  premier  ving- 
tième de  seconde  de  la  décharge  ? 

La  masse  de  la  colonne  d'eau  étant  de  l  gramme,  et  sa  température  initiale  étant  de  1.^  degrés  centi- 
grades, quelle  serait  sa  température  finale  si  l'on  arrêtait  la  décharge  au  bout  d'un  vingtième  de  seconde  ? 

Soit  X  la  capacité  du  condensateur  A.  La  quantité  d'éloctricité  n'ayant  pas  changé  par  la  réunion 
des  armatures  de  A  à  celles  de  B,  nous  aurons 

-lOGOG.T  =  (10-e_,_,^.)  9  500, 
d'où  X  =  19 X  10  '-  farads  =  19  microfarads. 

La  capacité  du  système  est  donc  de  20  microfarads. 

{ 

D'une  manière  générale,  l'énergie  électrique  d'un  condensateur  a  pour  expression  -^  GV",  V  dési- 
gnant le  potentiel. 

En  appliquant  cette  formule  à  l'état  primitif  du  condensateur  A,  on  a 

1  , 

W  =  —X  19x10-6x10  000"  =9o0  joules. 

De  même,  pour  l'énergie  actuellement  disponible  dans  le  condensateur     A  h-  B,     on  a 

1 


W  =  —  X  20  X  10-«  X  i)  501)"  =  902,  li  joules. 

11  y  a  donc  eu,  dans  la  communication,  une  perte  d'énergie  de  47,5  joules  qui  ont  été  dissipés 
sous  forme  de  chaleur. 

Quand  les  armatures  de     A  -i-B     sont  réunies  par  une  colonne  d'eau,  l'intensité  lo  du  courant  qui 

passe  à  l'instant  initial  nous  est  donnée  par  la  loi  d'Ohm 

E  9  500 

In  =  -^  =  — p^  =.  0,0095  ampère. 

Puis  l'intensité  diminue  au  fur  et  à  mesure  que  s'accomplit  la  décharge,  car  la  différence  de  po- 
tentiel entre  les  armatures  va  en  diminuant. 

Supposons  l'intensité  du  courant  constante  pendant  le  premier  vingtième  de  seconde  de  la  décharge  ; 

1 

dans  cette  hypothèse,  il  se  sera   écoulé   une  quantité  d'électricité    égale   à    x  0,0095  =  0,0004;o 

ji  '  n  °  20 

coulomb.  Or  la  quantité  disponible  au  début  est  égale  à     20xl0~cx9500  =0,19.     11  reste  donc 

0,19  —  0,000i75  =  0,189523. 

Cette  nouvelle  charge  diffère  de  moins  de  1  pour  100  de  la  charge  primitive  ;  il  en  serait  donc  de 
même  du  nouveau  potentiel  et,  par  suite,  de  la  nouvelle  intensité,  comparés  au  potentiel  et  à  l'inten- 
sité du  début.  La  variation  sera,  en  réalité,  moindre  que  ne  l'indique  le  calcul  précédent,  puisque 
l'intensité  de  la  décharge  aura  été,  en  réalité,  en  diminuant. 

Supposons  donc  constante  l'intensité  du  courant.  L'énergie  calorifique  développée  pendant  le  pre- 
mier vingtième  de  seconde  est  donnée  par  la  formule  de  Joule  Rl-T  et  a  ici  pour  valeur 
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10«  X  0,00952  X  -9Q-  =  ^^•^312  joules. 

4.512 

Celle  énergie  équivaut  k  unnornljre  de  petites  calories      /         =  1,07,     et  cette  chaleur  échauffera 

i,  ly 

1  gramme  d'eau  do  1%07  à    — r—    de  degré  près. 


Calcul  exact  de  l'inlrnsiir  nu  bout  d'un  vingtième  de  seconde.  —  A  un  instant  quelconque,  E  dési- 
gnant le  potentiel  et  (J  la  charge  du  condensateur,  on  a 

I  =  -1  =  -5-  et  I  =  _  ifi,  d'où  Q     _        ^Q 

""    R         CR  ^  dl'  *^     "  CK  dt  ' 

On  en  déduit 


Q  =  Q„e      CK  et  par  suite 

Remj)laçons  C  et  R  par  leurs  valeurs  : 

1  =  he  -  ^ 


I  =  L,e      CK 


t 


1  -  -î-  /  1       s 

Pour     i  =  ^::^,    I  =  If'^       ^"°  '     ce  qui  est  sensiblement  égal  à  I,^  (  i — --  i 


20 


1 


Donc  1  mtensite  n  a  pas  varie  a   -— --    près. 

400 


Calcul  exact  de  la  chaleur  dégagée  par  le  passage  du  coarant.  —  La  lormule  de  Joule  donne 
\V  =  f'ïW^dt  =  Ml  j  'e-  iï>'  dt  =  ml-  10e  '  "^  )    =  KI^  X  lo(l  -  e  '  î^M  • 


Pour     t=~. 


W  =  HIr,  X  10    1  —  e       200    , 


1 


ce  qui  est  sensiblement  égal  à     RI,^  x  —  •      iNous  retrouvons  ainsi  le  résultat  précédent. 


Bonne  solution  de  Al.  André  Coi  ktois,  lycée  di>  Douai. 


Piehre  SALLERON,  à  Albi. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX  EXAMENS  ORAUX  {Suite). 


Mathématiques  (M    Ci.mrin  ). 

751.  —  Knvelopne  des  ellipses     -^  +  ^  =1.    T'hu"  lesquelles    a -h  b  =  li, 

a-        b- 

752.  —  Uésouilrc  réquation  difTérenlielle 

y"  -h  y  =  X  -h  cos  X. 

753.  —  Lieu  des  traces  sur  le  plan  xoz  des  tangentes  à  l.i  biquadratique 

x"'  ■+-  y'  =  2a.r,  x-  -f-  y-  = 


754.  —  ('onstruiio  la  coutIjC    y  := 


1 


1  -+-  .T- 

(■lierrlier  les   points   dinnexion.   Par  le   point  dinilexion  A    on    mène    une  sécante 
variable  AMM'.  Lieu  du  milieu  de  M.M'. 

755.  —  Dérivée  ji''"""  di'    11  — • 

1  -+-  X- 
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ym  = . 


P„ 


étudier  P„,  montrer  que  toutes  ses  racines  sont  réelles  et  établir  une  formule  de  récurrence. 

756.  — Sur  la  surface  x''-\-y^  =  2z  trouver  une  courbe  qui  coupe  les  méridiens  sous  un 
angle  donné. 

757.  —  Equation  générale  des  paraboloïdes  renfermant  une  panabole  et  deux  points  I>,  P', 
symétriques  par  rapport  à  son  plan.  Lieu  du  sommet. 

758.  —  On  donne  deux  cercles  0  et  o)  et  on  considère  tous  les  cercles  du  plan  orthogonaux 
à  l'un  d'eux  et  tangents  k  l'autre.  Trouver  le  lieu  de  leurs  centres  et  l'enveloppe  de  la  polaire  d'un 
point  fixe  P  par  rapport  à  ces  cercles. 


Former  son  équation   en  coordonnées   cartésiennes.   Quel  est 


759.   —  On   considère  la  courbe    p  =  a  V/  tg  — 

l'ordre  de  cette  courbe?  Démontrer  qu'elle  est  unicursale.  Construction.  Points  d'inflexion. 

Evaluer  l'aire  comprise  entre  la  courbe  et  la  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  au  pôle. 

Trouver  les  trajectoires  orthogonales  quand  a  varie.  Construire  l'une  d'elles.  Points  d'inflexion. 

7t»0.  —  On  considère  deux  axes  rectangulaires.  Une  barre  AB  se  déplace  de  telle  façon  que  A  décrit  l'axe  des  x  d'un 
mouvement  uniforme  et  que  la  vitesse  du  point  R  est  à  chaque  instant  égale  en  grandeur  à  celle  de  A.  Trouver  la  tra- 
jectoire du  point  B. 

761.  —  On  considère  l'ellipse      — -  +  -^  =  l,    où  les  paramètres  a    et   h  varient  de  telle  façon  que    a  -h  b  =  le. 

a-  b- 

Enveloppe  de  l'ellipse.  On  trouve  une  hypocycloide  à  quatre  rebroussements.  Comment  passer  de  la  développée   d'ellipse 

à  cette  hypocycloide  ?  Ordre  et  classe  de  l'hypocycloïde.  Propriétés  de  la  tangente. 

762.  —  Construire  la  courbe 

Montrer  qu'il  existe  deux  courbes  tangentes  à  une  droite  du  plan.  Dans  quel  cas  les 
points  de  contact  sont-ils  réels  ;  confondus  ?  Interprétation  géométrique.  Evaluation  de 
l'aire  couverte  de  hachures. 

763.  —  Démontrer  que  la  surface 
y-z^  -\-  2kxyz  -f-  k'^x*  -+.  2akhj  =  0 

est  une  surface  réglée. 

Trouver  les  traces  et  les  contours  apparents  de  cette  surface  sur  les  plans  de  projection. 
Intersection  de  la  surface  et  du  cylindre 

X-  -+-  y'^  —  2ay  =  0 . 
On  considère  les  paraboles  qui  ont  pour  équation,  dans  le  plan    xoy, 

y'-zl  -+-  2kxyzo  -+-  ¥x^  -h  2ak-y  =  0. 
Démontrer  qu'elles  sont  osculatrices  à  l'origine  au  cercle 

X-  -h  y-  —  2ay  =  0 
et  trouver  le  lieu  de  leurs  foyers. 

764.  —  Combien  par  un  point  de  l'espace  passe-t-il  de  droites  de  la  congruence 


X  — -  ÎIZ  —  V, 


y     «-^       3 


Démontrer  que  ces  droites  ont  une  enveloppe  dans  le  cas  où 

V  =  rh  —  -4- X,  (X  désignant  une  constante) 

et  dans  ce  cas  seulement. 

765.  —  On  considère  un  cylindre  de  révolution  et  une  courbe  (P)  sur  ce  cylindre.  Déterminer  (T)  de  telle  façon  que 
l'aire  latérale  du  cylindre  comprise  entre  une  section  droite,  deux  génératrices  et  la  courbe  (P)  soit  proportionnelle  à  l'arc 
de  cette  courbe.  Rectification  de  (F). 

766.  —  Trouver  sur  un  cylindre  de  révolution  d'axe  Os  une  courbe  G  telle  qu'entre  Parc  s  et  la  cote  :  d'un  point 
(l'origine  des  arcs  étant  convenablement  choisie)  on  ait 

S-'  -h  k'  =  zK 
Démontrer  que  les  tangentes  à  cette  courbe  sont  tangentes  à  une  même  sphère. 

767.  —  Mouvement  d'un  point  soumis  à  une  résistance  proportionnelle  à  la  racine  carrée  de  la  vitesse;  distance  de 
la  position  initiale  au  point  d'arrêt.  Calculer  le  travail  de  la  résistance  pendant  le  mouvement. 

Mathématiques  (M.  Dulac). 

768.  —  Un  point  se  meut  sur  la  courbe    p  =;  a(i  -l-cos  w)     suivant  la  loi  des  aires  autour  de  l'origine.   Hodographe  ; 
loi  du  mouvement. 

769.  —  Par  un  point  fixe  A  de  l'axe  de  la  parabole  ?/-  =  2px,  on  fait  passer  une  sécante 
variable  qui  rencontre  la  parabole  et  la  tangente  au  sommet  en  P  et  M.  Enveloppe  de  la  perpendicu- 
laire à  PM  en  son  milieu. 


\ 
770.  —   Limite  supérieure  du  reste  de  la  série    u„  =  — 7 


(A  suivre.) 
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CONCOURS   DE   idOd  (Suite). 


CONCOURS  D'ADMISSION  DES  AGENTS  DES  POSTES  AUX  COURS  DE  L'UNIVERSITÉ 


Mathématiques. 

I.  —  1862.  Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe  x^  —  î/^  —  {  =  o  située 
dans  le  plan  des  xy.  Par  chaque  point  P  de  la  branche  comprise  dans  l'angle  xOy,  on  mène  parallèlement  à 
0-  et  dans  le  sens  Os,  un  vecteur  PM  égala  l'aire  S  limitée  par  la  courbe  et  par  les  droites  Ox  et  OP.  Le  lieu 
de  M  est  une  courbe  C. 

1°  Exprimer  les  coordonnées  de  P  au  moyen  des  fonctions  hyperboliques  de  S, 

2°  Former  les  équations  du  plan  normal  et  du  plan  osculateur  au  point  M  de  la  courbe  C.  Ce  dernier  plan 
coupe  Oz  en  un  point  Q.  Déterminer  la  surface  engendrée  par   la  droite  QM. 

3°  Calculer  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  C  en  fonction  de  l'abscisse. 

4°  Construire  la  projection  Ci  de  la  courbe  C  sur  le  plan  xOz,  et  évaluer  l'aire  comprise  entre  Ox,  la 

courbe  Ci  et  la  parallèle  à  Os  qui  coupe  Ci  en  un  point  dont  la  cote  s  est—-    Calculer  cette  aire  au  moyen 

d'une  série  avec  trois  chiifres  décimaux  exacts  et  justifier  de  l'approximation  obtenue. 

IL  —  1863.  Dans  un  plan  vertical  se  trouve  une  ellipse  dont  les  demi-axes  sont  égaux  à  1  et  à  v/3,  ce  dernier 
étant  horizontal.  Sur  cette  courbe  peut  se  mouvoir  sans  frottement  un  point  M  pesant,  soumis  à  une  force 
attractive  F  qui  émane  du  point  C,  sommet  le  plus  élevé  de  l'ellipse.  La  force  F  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance CM,  et  serait  égale  à  la  moitié  du  poids  du  point  M  si  celui-ci  était  placé  au  centre  de  la  courbe.  Trouver 
les  positions  d'équilibre  du  point  M,  et,  pour  chacune  d'elles,  déterminer  la  réaction  de  la  courbe. 

(22  juin.) 
Chimie. 
I.  —Peroxyde  d'azote. 

IL  —  1864.  On  a  un  mélange  de  chlorure  de  sodium  et  de  chlorhydrate  d'ammoniaque.  On  en  prend 
1^,350  que  l'on  met  dans  un  petit  ballon  et  l'on  ajoute  un  excès  de  soude  caustique.  Ce  ballon  est  relié  à  un 
vase  approprié  contenant  10  centimètres  cubes  d'acide  sulfurique  titré  à  49e  par  litre.  On  chauffe  le  ballon 
pendant  un  temps  sufQsant  pour  que  tout  l'ammoniaque  se  dégage;  ce  gaz  est  retenu  par  l'acide  sulfurique. 

Une  fois  l'opération  terminée,  on  constate  que  l'acide  n'a  pas  été  entièrement  neutralisé  ;  pour  le  neutra- 
liser complètement  il  faut  lui  ajouter  3<="\  7  d'une   liqueur  alcaline. 

Sachant  que  2o'="3^5  de  cette  même  liqueur  neutralisent  lO'^""^  de  l'acide  sulfurique  titré  à  49^  par  litre, 
on  demande  quelle  est  la  quantité  de  chlorhydrate  d'ammoniaque  qui  se  trouve  dans  lOOs  du  mélange  des  deux 
chlorures. 

On  donne  les  poids  atomiques  suivants  : 

H  =  1,  Az  =  14,  0  =  16.  S  =  32,  Cl  =  33,5. 

{.22  juin,  de  3  k.à  5  fi.) 

Physique. 

I.  —  Prisme.  Déviation  minimum.  Aplanétisme. 

II.  —  Densité  des  gaz.  Poids  du  litre  d'air. 

{23  juin,  de  3  h.  à  5  A.) 

♦ 

QUESTION  PROPOSÉE 


1865.  —  Vn  paraboloïde  hyperbolique  éciuilatcre  a  pour  sommet  le  point  de  cote  lOcm  et  d'éloignement 
10cm  projeté  sur  le  grand  axe  de  la  feuille  ;  une  parabole  principale  P  est  horizontale  et  son  foyer  de  rote  lOfm 
et    d'éloignement  lOcm  est  situé  à  lcm,5,  à  droite  du  sommet. 

Un  second  paraboloïde  hyperbolique  a  pour  plan  directeur  un  plan  de  profil  ;  il  admet  pour  génératrices 
rectilignes:  1"  j'axe  du  premier  paraboloïde  ;  2°  une  horizontale  de  cote  13cii>,  dont  la  projection  sur  le  plan  de 
la  parabole  P  rencontre  l'axe  de  cette  parabole  à  3cni  à  gauche  du  sommet  et  la  tangente  au  sommet  à  3<""'  en 
avant  du  sonmiet. 

On  censidère,   d'une  part,  la   région  A  de  l'espace  limitée  jtar  le  premier  paraboloïde  et  qui  correspond  à 
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rintérieiirde  la  parabole  P;  d'autre  part  la  région  B  de  l'espace  limitée  par  le  second  paraboloïde  et  qui  cor- 
respond à  la  partie  du  plan  horizontal  de  cote   lOcm  située  en  avant  de  l'axe  du  premier  paraboloïde. 

Représenter  le  solide  limité  par  les  deux  paraboloïdes,  par  les  pians  horizontaux  de  cotes  I7cfn  et  2crn  et 
par  le  plan  de  profil  situé  à  10cm  à  droite  du  sommet  du  premier  paraboloïde,  la  partie  solide  étant  à  la  fois 
dans  les  régions  A  et  B. 

On  supposera  les  plans  de   projection    transparents . 

(Agrégation  des  Sciences  mathémaliques,  épreuves  pratiques,  1900.  \ 


DEUXIÈME   PARTIE 
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Concours  de  1909. 
1812.  —  Soient  les  équations 

ajx^  —  X  -^  ai\Jx2  —  X  -\-  a^^x^  —  x  —  a^Jx  —  a?4  =  0, 
a^sjxy  —  X  -k-  a2^X2  —  X  —  a^s/x  —  ^3  —  ai.^x  —  a?4  =  0^, 
a,s/xi  —  x  —  floy/a;  —  X2  —  a^s/x  —  x^  —  ai.\/x  —  Xi,  ^  0, 
où  Oi,  a,,  a^,  ûtj,  x^,  x^,  x^,  x^  sont  des  constantes  supérieures  à  0  e^     a^i  >  ^2  >  ^3  ^  •^■*- 

1°  Démontrer  que,  parmi  ces  trois  équations,  il  y  en  a  toujours  une  et  une  seule  axjant  une  racine  réelle, 
d'ailleurs  unique. 

2°  Indiquer  la  condition  pour  que  cette  racine  appartienne  à  l'une  de  ces  équations  choisie  à  priori. 

3°  Calculer  cette  racine  à  un  centimètre  près  quand  ai  =  a^  =  a,,  =  -^t  x  =  10",  x^  =  9™, 
0^3  =  7m,     Xi  =  6=". 

P.  S.  —  Si  le  temps  le  permet,  on  pourra  essayer  d'indiquer  une  généralisation  de  la  question  l. 

1°  Désignons  par  f{x)  le  premier  membre  de  la  première  équation,  de  même  par  g{x)  le  premier 
membre  de  la  seconde  et  par  h{x)  celui  de  la  troisième. 

Nous  allons  voir  que  chaque  équation  ne  peut  avoir  qu'une  seule  racine  en  étudiant  le  signe  de  la 
dérivée.  Remarquons  d'abord  que  les  radicaux  considérés  sont  par  définition  positifs,  abstraction  faite 
du  coefficient  et  du  signe  extérieur  qu'ils  peuvent  avoir.  Nous  supposons  de  plus  que  les  valeurs  consi- 
dérées de  X  non  seulement  sont  réelles,  mais  encore  rendent  positives  les  quantités  placées  sous  les 
radicaux. 

La  dérivée  de  f{x)  est 

2v/a?j— a;  'i\Jx2  —  x  S/a^g  —  x         '2\/x  —  Xi 

elle  est  toujours  négative.  Donc  f(x)  décroît  constamment  et  ne  peut  avoir  au  maximum  qu'une  racine. 
D'ailleurs  les  valeurs  limites  que  peut  prendre  x  sont  r^  et  x^,  les  quantités  Xi  —  x,  x^  —  x,  Xj  —  x 
et  a-  —  x.^  devant  être  toutes  positives.  Pour  savoir  si  effectivement  il  y  a  une  racine,  il  suffira  de 
chercher  les  signes  de  f{x^)  et  de  [(x^)  : 

f{Xi.)  =  Oiy/x,  —  Xi  -h  a2\/x2  —  Xi-h  a3\/x3  —  x^,  f{x.^  =  aj^y  —  x-^  -h  a^^^x^  —x-^  —  04/373  — ■  x,,. 

On  voit  que  f{xC)  est  toujours  positif.  Donc  f{x)  aura  une  racine  et  une  seule  comprise  d'ailleurs  entre 
0:3  et  374  si     A  =  f(x^     est  négatif. 

Si  nous  considérons  maintenant  la  seconde  équation  :  y{x)  —  0,  le  calcul  de  la  dérivée,  de  tous 
points  identique  au  précédent,  montre  que  ^{x)  est  toujours  négatif  et  que  par  suite  y{x)  ne  peut  avoir 
qu'une  seule  racine.  De  plus  x  devant  ici  être  compris  entre    x^    et  X3    puisque  les  quantités    .ri — a:, 
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a'2  —  X,  X —  X3,  X  —  Xi  placées  sous  des  radicaux  doivent  être  positives,  on  est  conduit  ici  encore  à 
chercher  les  signes  de  ^(.Ts)  et  de  g(Xi)  : 

glxa)  =  Oisjx^  —  Xz-+-  a^\Jx2  —  x^  —  ajx^  —  Xu,  Q{^''i)  =  Ai/ti  —  -r,  —  Ozslx^  —  x^  —  ajx^  —  x,^. 

Il  y  aura  une  racine  acceptable  si  g{x^),  d'ailleurs  égal  à  f{x^)  ou  A,  et  B  =  g{xi)  sont  de  signes 
contraires.  Mais  on  a  A  >  B,  car  g{x)  va  en  décroissant  quand  x  croît  de  X3  à  x^;  il  faudra  donc 
avoir    A  >  0    et    B  <  0. 

g{x)  aura  donc  une  racine  et  une  seule,  d'ailleurs  comprise  entre  x,  etxg  si  A  est  positif  et  B  négatif. 

On  verra  de  même  que  h{x)  a  une  dérivée  toujours  négative  et  que  x  doit  êtrecompiis  entre  Xo  et 
Xi,  qui  donnent  les  résultats  de  substitution 

h{x<i)  =  Ciy/xi  —  a?2  —  Ogv/a-a  —  ^3  —  a,^s/x=2,  —  x,,,  h{x^)  =  —  a^^Xi  —  X2  —  a.Jxi  —  x^  —  ajxy  —  X4. 

h{x^  est  égal  à  g{x<,)  ou  B  et  h[xx)  est  toujours  négatif.  Donc  h{x)  aune  racine  et  une  seule,  comprise 
d'ailleurs  entre  xi  et  x^,  si  B  est  positif. 

On  voit  que  toute  la  discussion  porte  sur  le  signe  de  A   et  B,  ce  qui  donne  les  trois  cas  suivants, 
en  remarquant  comme  nous  l'avons  déjà  fait  que    A  >  B  : 

d  "     A  <  0./(a?)  =  0    est  la  seule  équation  ayant  une  racine  acceptable,  racine  comprise  entre  x^  et  x, . 

2°    A  >  0    et    B  <  0.^(;r)  =  0    est  la  seule  équation  ayant  une  racine  acceptable,  racine  comprise 
entre  x.j,  et  x^. 

3°    B  >  O.A(ar)  =  0     est  la  seule  équation  ayant  une  racine  acceptable,  racine  comprise  entre  x,  et  Xj. 

2°  Cette  racine  unique  appartient  donc  à     f{x)  =0     si  l'on  a     A  <  0,     ou 

Oiv/xi  —  X3  -I-  «2v/-ï^2  —  J's  —  oJx-i  —  x^  <  0. 
Elle  appartient  à    g{x)  =  0     si  l'on  a    A>0    et     B<0    ou 


aiv/xi  —  X3  H-  a^\Jx^  —  X3  —  a,,sjx.^  —  ^4  !>  0,  ajxi  —  x,  —  (^zsl^i  —  ^3  —  «iy^^a  —  ^t  <  0- 

Enfm  elle  appartient  à    h{x)  =  0     si  l'on  a    B  >  0,     ou 

Oiv/xi  —  0:2  —  a^slx^  —  Xz  —  ttiv/^o  —  Xt  ;>  0. 
Ces  conditions  permettent  de  choisir  à  priori  l'équation  qui  doit  admettre  la  seule  racine  réelle  que 
peut  avoir  l'ensemble  des  trois  équations. 

3^'  Application  numérique.  —  La  valeur  de  x  ne  change  pas  si  l'on  remplace  les  lettres  a  par  des 
quantités  proportionnelles.  Nous  pourrons  prendre  ici  a,  =  1  ;  Oa  =  2  ;  «3  =  1  ;  a,  =  1  de  façon 
à  avoir  des  valeurs  entières  simples.  Calculons  A  et  B;  on  trouve 

A=  v/3+2v/2 -1,  B  =  i  —  v/2  — v/3. 

On  voit  que  A  est  positif  et  B  négatif  ;  donc  la  racine  d'ailleurs  comprise  entre  x^  =  7"  et 
a-,  =  9"°     appartient  à  l'équation    g{x)  =  0,     qui  est  ici 

fiO  —  x  -+-  2/9  —  X  —  v/.r^=r"7  _  /^ZTe  =  0. 
On  calcule  la  racine  cherchée  par  les  méthodes  générales  d'approximation.  On  trouve  que  la  racine 
est  comprise  entre  8,  4  et  8,  5.  Comme  g"(x)  est  positif,  on  applique  la  méthode  des  parties  proportion- 
nelles à  8,5  et  la  méthode  de  Newton  à  8,4  et  l'on  trouve  dans  le  premier  cas  8,432, . .  et  dans  le  second 
8,433. . . ,  d'où  avec  l'approximation  demandée  la  valeur  de  la  racine  : 

X  =  8°',43. 

Solution  géométrique.  —  La  solution  géométrique  qui  suit  est  identique,  si  on  la  considère  avec  at- 
tention, à  la  solution  analytique  qui  précède.  Cependant  elle  peut  être  intéressante  par  la  façon  diflorentedont 
elle  présente  la  question  cl  par  la  solution  graphique  qu'elle  permet  d'obtenir. 

Construisons  la  courbe  (Fi)  d'équation  1/ =  aiy/.Ti  —  îr  pour  des  abscisses  xi  >  a:  et  d'équation 
—  y  =  a,^x—Xi  pour  des  abscisses  a;>  a;i.  Elle  est  formée  comme  on  le  voit  de  deux  demi-paraboles  éga- 
les raccordées  en  A|.  On  ccn.struira  de  mèn)e  (l'a)  d'équations    y  =  ai/sc^^^-    pour    «o  >  x    et    —  i/=a../x^x^ 
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pour  a;>x2,  courbe  formée  de  deux  demi-paraboles  raccordées  en  A2,  puis  (r,)  et  enfin  (Hj  avec  des  défini- 
tions analogues.  (La  figure  a  été  faite  avec  les  hypothèses  numériques  de  l'application  que  l'énoncé  demandait 
de  traiter.) 

Construisons  pour  chaque  abscisse  le  centre  des  moyennes  distances  des  quatre  points  de  {l\),  (r^),  (f))  et 
(VA  qui  ont  même  abscisse,  c'est-à-dire  que  si  j/j,  y-î,  3/3  et  y^.  sont  les  quatre  ordonnées  des  quatre  courbes 
1'  correspondant  à  la  va- 
leur X  de  l'abscisse,  le 
point  considéré  a  pour 
ordonnée  : 

2/1 -f- 1/2  H- 2/3 -H  1/» 

y  = 1 

On  a  tracé  en  pointillé  le 
lieu  de  ce  point  ;  nous 
allons  étudierles  proprié- 
tés de  ce  lieu.  On  voit 
que  l'ordonnée  de  l'une 
quelconque  des  courbes 
(r)  va  constamment  en 
diminuant,  il  en  est  donc 
par  suite  de  même  de  la 
courbe  (y)  lieu  du  point 
{x,  tj).  Cette  courbe  ne 
pourra  donc  couper  Ox 
qu'en  un  seul  point  visi- 
blement compris  entre 
Al  et  A,.  Cherchons  la  re- 
lation qui  existe  entre 
l'ordonnée  y  d'un  point 
de  (y)  et  les  équations 
proposées.  En  se  repor- 
tant à  la  définition  de  chacune  des  courbes  (T)  on  verra  que  pour  des  abscisses  comprises  entre  A»  et  A,  on  a  : 
4î/  =  /(a;)  ;  pour  des  abscisses  comprises  entre  As  et  A2  on  a  4;/  =  g{x)  ;  et  enfin  pour  des  abscisses  com- 
prises entre  A»  et  Ai  on  a  4)/  =  h{x).  On  voit  donc  que  (y)  ayant  un  seul  point  de  rencontre  avec  Or,  il  y  a 
une  seule  racine  pour  les  trois  équations  données. 

Pour  résoudre  graphiquement  le  problème  posé,  il  faut  faire  la  figure  pour  les  valeurs  numériques  données, 
puis  chercher  par  tàtonnementle  point  A  de  la  courbe  sur  Oa-.  Son  abscisse  donne  la  valeur  cherchée. 

Généralisation.  —  La  généralisation  est  immédiate  aussi  bien  par  la  géométrie  que  par  le  calcul  ;  nous 
nous  bornerons  à  donner  l'énoncé,  la  démonstration  étant  de  tous  points  identique  à  la  précédente  : 
On  considère  les  équations  : 

•  Un-l  \/Xn~\  —  : 
-  an-ïsjx- 


a^ijxi  —  X -\- aï\jx=i  —  X  -\-  ■■■  ■ 
«1  \/xi  —  x-\-  a2tJx-2  —  X  -\-  ■  ■■ 


■an\Jx  —  Xn  =  0, 

a7„_i  —  a„v/jj  —  x„  =  0, 


d-i\Jxi  —  X  —  aisjx  —  x-î  —  •  •■  —  a„-iijx  —  Xn-i  —  a„y/a;  —  x„  =  0, 
où  ai, 02,  . . . ,  On-i,  o„    sont  des  constantes  positives  et    «i  >■  a72  >   . . . ,  >  «n-i  >-  x,j.     Parmi  ces  équations  il  y  en 
a  toujours  une  et  une  seule  ayant  une  racine  réelle,  d'ailleurs  unique. 

Pour  savoir  à  priori  quelle  équation  admet  cette  racine,  on  forme  les  nombres  A,  B,  C,  définis  comme  pré- 
cédemment A  et  B  l'étaient,  et  l'on  cherche  le  premier  changement  de  signe  de  cette  suite  de  nombres.  On  en 
déduira  sans  peine  le  rang  de  l'équation  à  prendre. 


Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Coortois,  à  Douai  ;  Hdgon,  lycée  Louis-le-Grand. 
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1826. 

cercles. 


Intersection  de  deux  cônes  ayant  une  génératrice  commune  et  coupés  par  le  plan  horizontal  suivant  des 


-250- 


U 


Cadre 


Données 


250X400  millimètres. 

S[     à      30™"  des  côtés  l  et  2. 

Si's,  =  100°>"'. 


siS,  =  200'"°' 
Sia  =  100"". 
aOi  =    65"" 


(Siflfa  parallèle  à  xy). 


{Oib  perpendiculaire  à  SiOi). 
Le  premier  cône  a  pour  sommet    Si,  S[    et  pour  directrice   le  cercle  de  centre 
Oi,  O'i  et  de  rayon  Oi6,   situé  dans  le  plan  xy. 

On  trace  le  diamètre  bOic  et  la  génératrice  Sic,  S',c'. 

Le  second  cône  est  un  cône  de  révolution  à  axe  vertical,  ayant  en  commun  avec 
le  premier  la  génératrice  SiC,  S'ic'.  S'a  section  par  le  plan  xy  est  un  cercle  ayant 
pour  rayon    S^c  =  45'"'n. 

Les  génératrices  du  cône  de  révolution  sont  prolongées  dans  les  deux  sens  ;  autre- 
ment dit  il  s'agit  du  solide  Jormé  par  la  réunion  de  ces  deux  cônes  de  révolution 
opposés  par  leur  sommet  commun  Sj,  Sj. 

On  demande  de  représenter  en  Jaisant  la  distinction  des  parties  vues  et  cachées  : 
io  En  projection  horizontale,  ce  qui  reste  du  cône    Si,  limité  à  sa  partie  infé- 
rieure par  le  plan  horizontal  xy,  quand  on  suppose  enlevée  la  partie  comprise  à  l'intérieur  du  double  cône  So  ; 

2°  En  projection  verticale  le  solide  commun  au  cône  Si  et  au  double  cône  So.  Ce  solide  commun  sera  limité  à  sa 
partie  injérieure  par  un  plan  horizontal  passant  par  le  point  d',  symétrique  de  SJ  par  rapport  à  Sô. 

On  reproduira  à  l'encre  (traits  noirs  discontinus  ou  traits  continus  de  coulenrj  la  construction  de  l'asymptote,  celle 
d'un  point  courant  de  l'intersection  avec  la  tangente,  ainsi  que  celles  de  tous  les  points  remarquables  avec  les  tangentes. 
L'emploi  du  pistolet  pour  le  tracé  des  courbes  est  interdit.  Cadre  à  Vencre.  Titre  :  Intersection  de  cônes. 


On  a  immédiatement  les  deux  contours  apparents  du  cône  Si  qui  se  compose  en  projection  verticale  des 
génératrices  S[e'  et  S'J'  et  en  projection  horizontale  des  génératrices  Si^^  et  Si/i  tangentes  au  cercle  de  base.  Le 
cône  S2  n'a  pas  decontourapparent  horizontal  et  son  contour  apparent  vertical  se  compose  des  deux  génératrices 

Chacun  des  cônes  ayant  son  sommet  sur  la  surface  de  l'autre,  l'intersection  des  deux  surfaces  présente  un 
point  double  réel  en  chacun  des  points  Si  et  S2  de  la  génératrice  commune  et  les  tangentes  en  ces  points  sont 
pour  le  point  S2  par  exemple  les  génératrices  suivant  lesquelles  le  plan  tangent  au  cône  Si  au  point  S2  coupe  le 
second  cône  ;  l'une  d'elles  est  donc  la  génératrice  commune  et  l'autre  la  génératrice  ISok  qui  se  projette  sur 
le  diamètre  de  front  de  la  base,  puisque  la  tangente  en  c  au  cercle  oi  étant  perpendiculaire  à  oiKc  passe  par 
le  point  l  diamétralement  opposé  au  point  k,  ce  qui  dispense  de  la  tracer. 

En  projection  verticale  la  tangente  en  Sô  sera  donc  la  génératrice  /'Sô  et  la  courbe  présentera  en  ce  point 
une  inflexion  puisqu'elle  passe  d'une  nappe  du  cône  S2  sur  l'autre. 

Pour  obtenir  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces,  nous  ferons  tourner  un  plan  auxiliaire  autour  delà 
génératrice  commune.  Sa  trace  horizontale  passera  par  le  point  fixe  c  et  coupera  les  deux  bases  en  deux  au- 
tres points  qui  détermineront  sur  cha(iue  cône  une  seconde  génératrice  ;  l'intersection  de  ces  génératrices 
donnera  un  point  de  la  courbe  cherchée.  Nous  chercherons  ainsi  tout  d'abord  les  points  remarquables  :  sur  le 
contour  apparent  horizontal  le  plan  auxiliaire  c/irj  nous  donnera  le  point  m  et  sur  le  contour  apparent  vertical 
le  plan  auxiliaire  r/9  nous  donnera  le  point  n  projeté  verticalement  en  n'.  La  courbe  passe  au  point  dinti^r- 
section  q  des  deux  bases  et  nous  avons  construit  la  tangente  en  ce  point  en  prenant  les  traces  des  plans  tan- 
gents à  chaque  cône  le  long  de  la  génératrice  qui  y  passe,  sur  le  plan  horizontal  d'.  La  base  du  cône  Si  sur  ce 
plan  est  la  circonférence  de  rayon  MiÇt  et  celle  du  cône  S2  est  le  cercle  S2Î2  ;  leurs  tangentes  en  giet^î  se 
coupent  en  0  et  la  tangente  cherchée  est  la  droite  O5  dont  la  projection  verticale  O'ç'  donnera  la  tangente  cnq' 
à  la  projection  verticale  de  la  courbe. 

Nous  avons  aussi  construit  la  tangente  au  point  p,p'  oii  les  deux  cercles  toi  etSiÇî  se  coupent,  et  dont  la  pro- 
jection verticale  ju't' est  seule  utile,  puisqu'on  limite  la  projection  horizontale  au  planait/.  Nous  avons  toutefois  tracé 
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en  Irait  mixte  la  portion  de  courbe  pq  qui  ne  doit  pas  rester  sur  la  projection  horizontale  et  qui  est  tangente 
en  p  à  la  droite  pd. 

La  projection  horizontale  de  la  courbe  est  tangente  en  Si  à  la  génératrice  Sjr  suivant  laquelle  le  plan  tan- 
gent au  cône  S2  le  long  de  la  génératrice  commune  coupe  le  cône  Si,  et  la  projection  verticale  est  tangente  en 
S',  à  la  projection  verticale  de  cette  génératrice  que  nous  n'avons  pas  tracée  parce  qu'elle  se  confond  sensible- 
ment avec  Sje'. 

On  achève  le  tracé  de  la  courbe  en  construisant  quelques  points  courants,  mais  on  doit  remarquer  en  pro- 
jection horizontale  un  point  double  v  situé  sur  la  droite  d'intersection  [wz,  ic'z')  des  plans  diamétraux  conju- 
gués des  cordes  verticales  dans  les  deux  cônes. 

Asymptote.  —  La  courbe  admet  une  asymptote  parallèle  à  la  direction  des  génératrices  parallèles  sur  les 
cônes  Si  et  S2.  La  similitude  des  deux  triangles  isocèles  S^ck  et  Sicb  nous  montre  que  ces  génératrices  sont 
S2Â  et  Si&.  L'asymptote  est  donc  l'intersection  L  des  plans  tangents  aux  deux  cônes  le  long  de  ces  génératri- 
ces ;  en  projection  verticale  c'est  la  génératrice  S^h'  elle-même, puisque  le  plan  tangent  correspondant  est  de  bout. 

Projection  horizontale.  —  Quand  on  enlève  au  cône  Si  toute  la  partie  intérieure  au  cône  S2  il  reste  sur  la 
partie  vue  en  projection  horizontale  la  surface  limitée  par  le  contour  SimSoSi  d'une  part  et  la  surface  limitée 
parle  contour  SiuS^cegSi.  Ces  deux  contours  sont  donc  entièrement  vus.  La  portion  de  surface  S-ichqmSi  est 
enlevée,  et  avec  elle  l'arc  c^-dela  base  du  cône  Si.  Le  cône  S2  découpe  à  l'intérieur  du  cône  Si  une  cavité  qui  a 
pour  base  l'arc  chq  caché  parla  partie  solide  du  cône  Si  située  entre  les  deux  nappes  du  cône  So  dont  la  nappe 
supérieure  sort  du  cône  Si  par  l'arc  de  courbe  S2WS1.  On  en  déduit  ainsi  la  ponctuation  indiquée  sur  l'épure. 

Projection  verticale.  —  Le  solide  commun  aux  deux  cônes  occupe  précisément  toute  la  cavité  dont  il  était 
question  précédemment  dans  le  cône  Si.  Il  est  limité  par  la  portion  de  surface  formée  par  toutes  les  généra- 
trices du  cône  Si  qui  sont  intérieures  au  cône  S2  d'uue  part,  et  toutes  les  génératrices  du  cône  S2  qui  sont  in- 
térieures au  cône  Si  d'autre  part,  ces  génératrices  étant  limitées  par  leurs  points  de  sortie  de  la  seconde  sur- 
face . 

Nous  obtenons  ainsi  sur  la  nappe  supérieure  du  cône  S2  la  surface  comprise  entre  la  génératrice  commune 

SÔSl  et  la  courbe  S'm'S[  ;  cette  surface  est  vue,  tandis  que  la  surface  du  cône  Si  limitée  par  le  mèmecontourest 
cachée,  puisqu'elle  se  projette  horizontalement  k  l'intérieur  du  contour  Siec/'Si.Sur  la  nappe  inférieure  du  cône 
Si  nous  avons  la  surface  limitée  par  le  contour  SUl'i'p'n'iî'.,  dont  la  portion  Sôd'i'Ss  est  cachée,  et  la  surface 
S'id'j'p'n'S',  du  cône  Si  dont  le  contour  est  entièrement  vu  à  l'exception  de  la  génératrice  Sîd'. 


Bonnes  épures  ;   MM.  Lacu,  à  Denain  ;  Rousseau,  à  Landrecies. 


QUESTION  1»U0P0SEE 


1866.  —  1"  Déterminer  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  le  polynôme 

f(x)  =  œ^  H-  Xa;3  —  x^  —  2x -^  2 
est  de  la  forme 

{x^  -h  pa;  +  q){x-  +  p'x  -H  q'^), 

la  différence  des  deux  trinômes  étant  égale  à    kx-\-\. 

2°  On  prendra  pour  À  la  racine  moyenne  de  l'équation  en  X  ainsi  formée  et  on  calculera 

30  Montrer  qu'en  letranchant  de  Y(x)  une  expression  de  la  forme  AL  |  a;  |  ,  cette  fonction  reste  finie,  quand 
X  est  infini.  Calculer  A. 


^w  =  J^"- 


40  On  considère  la  fonction 


.         a;^-|-4        A 


calculer  |      i){^)àx 


BAR-LK-npC.   —  IMP.    COMTB-JACQUBT. 


E.   11. 
Le  jHédacleur-GércnU  :  II.  VUIBEHT. 
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PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LES  SURFACES  REGLEES  DU  TROISIEME  ORDRE 

par  M.  Gaston  Cotty,  élève  à  l'école  normale  supérieure. 


Dans  la  Revue  de  Mathématiques  spéciales  (Juin  1907),  M.  Parrod  a  traité  la  représentation  paramé- 
trique des  surfaces  réglées  du  troisième  ordre.  Je  crois  qu'une  petite  erreur  y  a  été  faite.  Ces  surfaces 
ont  bien  toutes  une  droite  double  D  et  une  droite  simple  A,  mais  ces  deux  directrices  peuvent  être 
confondues.  C'est  le  cas  des  surfaces  réglées  du  troisième  ordre  appelées  quelquefois  surfaces  de 
Cayley.  Ces  surfaces  ne  peuvent  rentrer  dans  la  catégorie  des  surfaces  étudiées  par  M.  Parrod.  Mais  ce 
qui  est  plus  grave,  c'est  que  ces  surfaces  de  Cayley  sont  telles  que  les  coordonnées  d'un  point  s'expri- 
ment rationnellement  à  l'aide  des  premiers  membres  des  équations  de  quatre  coniques  passant  par  un 
point  fixe.  La  généralisation  qui  termine  la  Note  précitée  semble  donc  inexacte. 

Au  lieu  de  reprendre  le  calcul  de  M.  Parrod,  rendons-nous  compte  géométriquement  de  l'existence 
de  ces  surfaces  de  Cayley  et  de  leur  omission. 

Pour  que  la  généralisation  soit  exacte,  il  faudrait  évidemment  qu'étant  données  à  l'avance  quatre 
coniques  passant  par  un  point  lixe,  on  puisse  toujours  trouver  un  triangle  de  référence  tel  que  quatre 
coniques  du  faisceau  ponctuel  du  troisième  ordre  défini  par  les  quatre  coniques  données,  aient  pour 
équations 

«Y  =  0,  Py  =  0,  6a2  +  aa3  =  0,  ti^  —  A  V  h-  a  =  0, 

ou  bien  aY  ==  0,  pY  =  0,  Ôa^  +  aaô  +  a  =  0,  ^'  —  /i^a^  =  0. 

On  voit  de  suite  que,  dans  les  deux  cas,  les  coniques  aY  =  0,  (^y  =  0,  b-i^  -\-  aa^  =  0,  p-  —  hH^  =  0 
devront  appartenir  au  faisceau.  C'est  visiblement  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  calcul 
soit  exact. 

Ceci  posé,  cherchons  les  coniques  du  faisceau  réduites  à  une  droite  double.  Il  nous  faut,  pour  cela, 
déterminer  quatre  nombres  A,  B,  G,   D  tels  que  l'on  ait  identiquement 

AaY  +  BpY  -h  C(6qc»  +  aajî)  +  0(^2  —  h^oT^)  =  (ma  -h  n<^)\ 
a  droite  double  passant  nécessairement  par  le  point  fixe     (a  =  0,     |î  =  0).     Ceci  exige  que  l'on  ait 

A  =  0,  B  =  0,  6C  —  D/i2  =  m-,  aC  =  2mn,  D  =  n\ 

d'où,  pour  déterminer  m  et  n,  l'équation  du  second  degré     ain^  —  '^bmn  -+-ah~n'^  =  0. 
Si     h-  — a^h^  7^  0,     il  y  aura  deux  droites  doubles  distinctes  ; 
si     b-  —  a^h^  =  0,     ces  deux  droites  seront  confondues. 

Reportons-nous  alors  aux  équations  des  quatre  coniques  données. 

On  voit  aisément  que  ces  quatre  coniques  passent  par  deux  points  fixes  (a  =  0,  ji  =  0)  et 
(y  =  0,     ap  +  6a  =  0). 

Il  est  donc  bien  évident  qu'on  ne  peut  ramener  à  la  forme 

AaY  -+-  BpY  -^-  C(éa2  _^  ^^^^^  _^  d^j^ï  _  k^^'i]  =  o 
qu'un  faisceau  ponctuel  du  troisième  ordre  ayant  les  propriétés  suivantes  : 
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1»  Les  coniques  passent  par  un  point  fixe  et  les  deux  droites  doubles  sont  distinctes 
ou  bien 

2°  Les  coniques  passent  par  deux  points  fixes  (cas  des  surfaces  du  second  degré). 

Il  y  a  des  faisceaux  ponctuels  du  troisième  ordre  n'ayant  pas  ces  propriétés.  Pour  le  voir  éludions 
les  droites  d'un  tel  faisceau.  De  cette  étude,  déjà  intéressante  en  elle-même,  nous  déduirons  la  repré- 
sentation des  surfaces  réglées  du  troisième  ordre. 

Elude  des  droites  d'un  faisceau  ponctuel  du  troisième  ordre. 

I.  Coniques  réduites  a  deux  droites.  —  Soient  cpi(x,  P,  y)  =  0,  92(^5  P,  y)  =  O5  TaC^^.  ^,  y)  =  0, 
cp4(a,  p,  y)  =  0    les  quatre  coniques  de  base. 

Si  o,(a,  p,  y)  =  a,a2  +  ^.,p2  4_2c,3Y^-  2rf,aY-h2ei.aP,     ((  =  I,  2,  3,  4) 

l'une  des  droites  passera  nécessairement  au  point     (a  =  0,     6  =  0)  ;   ce  sera     mx-h  n}  =  0  ; 
l'autre  sera  quelconque,     px  -i-  q<^  -i-  ry  =  0. 

Nous  devrons  pouvoir  déterminer   A,  B,  C,  D  tels  que  l'on  ait  identiquement 


Acf  1  -I-  Bcf2  H-  Cçj  H-  D(j5. 

nv 
Donc   Aa,  +  Ba^  -+-  Ga^  -+-  Drti  =  mp,  kb^  +  Bb^  -+-  G63  -f-  D64  =  nq,     Ac,  +  B'-,  -h  CC3  h-  Dci  =  -;j-, 

mr/  -i-  np 


Adi  -4-  Brfo  H-  Gû^3 
Ceci  exige  que  l'on  ait 


Dd,  = 


[mx  -h  ?lp)('pa  -1-9^4-  ?'y)- 
063-1-064  =  nq,     Ac,  + 

A^i  H-  B(^2  -h  0^3  +  De,  = 


Considérons  le  tableau  (T) 


ai 

aa 

03 

04 

mp 

ài 

62 

63 

64 

nq 
nr 

Cl 

Ci 

C3 

C4 

2 

d, 

d. 

ds 

^4 

7nr 
2 

Cl 

62 

63 

64 

mq  ~h  )}/ 

■ 

<'i 

02 

Oa 

a* 

/'i 

è. 

63 

64 

Cl 

C2 

Ci 

C4 

d, 

^2 

d. 

d. 

Cl 

«2 

et 

64 

0. 


Appelons  A(a)  le  déterminant  du  quatrième  ordre  obtenu  en  supprimant  dans  (T)  la  ligne  des  a, 
A{b)  celui  obtenu  en  supprimant  les  6,  etc.  . .,  A{e)  celui  obtenu  en  supprimant  la  ligne  des  e. 
L'équation  précédente  s'écrit 

v,^pA{a)  +  q-^-r^^  +  n^p-^-qA[b) 

Donc  : 


^]=o. 


Théorème  I.  — A  une  droite  quelconque  (D), 

pn-Jrq^-h  /'Y  =  0, 
il  correspond  en  général  une  droite  unique  (d),      nn  -i-  n^  =  0,     passant  au  puint  fixe  et  formant  avec  (D) 
une  conique  du  faisceau. 
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Cela  cesse  d'avoir  lieu  si  la  droite  (D)  est  telle  que  Ton  ait 

/  ^  ^{e)  Hd)  ^(e)  Aie) 

PM«)  +  7  -^  -  '•  -V  =  0'  P-^--  qm^r^  =  0. 

11  y  a  donc,  en  général,  une  seule  droite  (D,)  faisant  exception  au  théorème  précédent:  c'est  la 
droite 

A(^)A(C)  ^{b)^{d)  ^..;^./^  A(a)A(c) 


P 


,  =  _[a«/,.(.)+  œl],  .■  =  -  [a(„w«)  +  I^] 


Théorème  II.  —  Jl  existe  en  général  une  seule  droite  (D,)  formant  conique  du  faisceau  avec  toute 
droite  passant  par  le  point  fixe  . 

(D,)  serait  elle-même  indéterminée  si  les  valeurs  de  p,  q,  r  étaient  simultanément  nulles,  c'est-à- 
dire  si  l'on  avait 

'2A(a)    _  _     A(e)    _  A(d) 

A(e)     ~         2A(6)   ~  A(c)    ' 

On  voit  aisément  que  toutes  les  droites    (D,)    passent  par  un  point  fixe     (oL  =  Aa,     (3=  —^  ^ 

A[d)  \ 
-(  = —  )•     Toutes  les  coniques  du  faisceau  passent  aussi  en  ce  point.  Nous  tombons  dans  le  cas 

des  coniques  passant  par  deux  points  fixes  et  le  résultat  précédent  a  une  interprétation  géométrique 
évidente. 

(A  suivre.) 
♦ 
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Concours  de  1909. 


1809.  —  Déterminer  les  trajectoires  orthogonales  d'une  série  de  cercles  qui  passent  par  deux  points 
fixes  A  et  B  dans  un  plan. 

On  donnera  d'abord  une  solution  analytique  basée  sur  le  calcul  différentiel  et  intégral.  On  cherchera 
ensuite  une  solution  purement  géométrique. 

Désignons  par  2a  la  distance  AB  et  prenons  pour  axe  des  x  ia  perpendiculaire  à  AB  en  son  milieu. 

L'équation  générale  des  cercles  passant  par  les  points  A  et  B  est  x- -+-  ij-  +  ly  —  a^  =  0. 

Dérivons  cette  équation  par  rapport  à  x,  nous  avons 

'ix^^yy'  -]-ly'  =  0, 
et  éliminons  X  entre  ces  deux  équations,  nous  obtenons     {x^ -h  y^  — a^)y'  —  2(/(a? -i-j/j/')  =  0, 
ou  (.x-2  —  y^  —  a-)y'  —  2xy  =  0. 

C'est  l'équation  différentielle  des  cercles  qui  passent  par  les  points  A  et  B. 

L'équation  différentielle  des  trajectoires  orthogonales  s'en  déduit  en  remplaçant  y'  par  -  —7  • 
on  trouve  ainsi     2xyy'  h-x^  —  y^  —  a^  =  0,     ce  qu'on  peut  écrire 

(1)  ^É!£L_y^-+^^_a^=0. 

C'est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre,  la  fonction  inconnue  étant  iy^. 

Pour  l'intégrer,  posons     y-  =  uv,     u  et  v  désignant  deux  fonctions  de  x,  dont  l'une  pourra  être 

....  /      dv  du  \ 

choisie  arbitrairement.  L  équation  devient    xi  u \-  0  -7—  —  uv  -+-  x^  —  a-  =  0,        ou 

\     dx  dx  I 
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/     dv          \             du         o        «       /. 
(2)  ulx-j-  —  u  J  -h  uar  — \-  x^  —  a^  =l  \d. 

Déterminons  v  de  façon  que  le  coefficient  de  u  soit  nul  ;  nous  devoos  avoir 

dv  dv         dx 

X- u  =  0,  ou  =  —  ; 

dx  V  X 

on  en  tire  Lv  =  Lx.  et  v  =^  x. 

Puis  remplaçons  y  par  cette  valeur   dans  l'équation     (2),     nous  obtenons,  puisque  le  coefficient 

de  u  est  nul, 

du  /  a^  \ 

a.-^  -^  H- x2  —  a2  =  0,  ou  du  =  l  —  i-\ ]dx  • 

dx  \  x-  ) 

a^ 
On  en  déduit  immédiatement      m  =  — x ^  \x,       \x  désignant  une  constante  arbitraire. 

X 

L'intégrale  générale  de  l'équation  différentielle     (1)     est  alors    y-  =  uv  =  — x-  —  a^  -t-  fir, 
ou  x^  +  î/^  —  i^-^'  -h  a^  =  0. 

Cette  équation  représente  un  faisceau  linéaire  de  cercles  ayant  leurs  centres  sur  O.r;  déplus  le 
milieu  0  de  AB  a  par  rapport  à  ces  cercles  une  puissance  constante  et  égale  à  o^.  On  peut  dire  aussi  que 
tous  ces  cercles  ont  deux  points  communs  imaginaires,  situés  sur  Oy  et  ayant  pour  coordonnées d=  ai. 

Solution  géométrique. —  Soient  G  et  D  deux  points  quelconques  conjugués  harmoniques  par  rapportaux 
points  A  et  B  ;  le  cercle  (yi)  qui  a  pour  diamètre  CD  coupe  orthogonalement  tous  les  cercles  (y)  qui  passent 
par  les  points  A  et  B. 

Quand  on  fait  varier  les  points  G  et  D,  les  cercles  (yi)  dépendent  d'un  seul  paramètre  ;  leur  ensemble  cons- 
titue donc  les  trajectoires  orthogonales  des  cercles  (y). 

On  voit  ainsi  que  les  cercles  (yi)  ont  leurs  centres  sui-  AH,  et  que  la  puissance  du  milieu  de  AB  par  rapport 
à  tous  ces  cercles  est  égale  à  à^. 

André  GOLJRTOIS,  lycée  de  Douai. 

Autre  solution.  —  Effectuonsune  transformation  par  inversion,  le  pôle  étant  le  point  A  et  la  puissance 

2 

étant  égale  à  AB  •  Les  cercles  qui  passent  par  A  et  B  se  transforment  en  droites  passant  par  le  point  B,  et 
aux  trajectoires  orthogonales  de  ces  cercles  correspondent  celles  des  droites  transformées,  qui  sont  des  cercles 
ayant  pour  centre  le  point  B. 

Or,  d'après  une  propriété  bien  connue  de  la  transformation  par  inversion,  tout  cercle  de  centre  B  se  trans- 
forme en  un  cercle  (G)  tel  que  le  point  B  soit  le  pied  de  la  polaire  de  l'origine  A  par  rapport  au  cercle  (G). 

Il  en  résulte  que  tous  les  cercles  (G)  ont  leurs  centres  sur  AB  et  rencontrent  cette  droite  en  des  points 
conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A  et  B. 

Louis  SIRE,  à  Lyon. 

Bonnes  solutions  par  MYLAmulaiu»,  à  Kuines  ;  Louis  liai,,  lycée  d'Alger  ;  G.  Deperrois.  à  Chartres;  tî.  Foocrv,  à  Reims  ; 
Cl.  Lacii,  à  Ufinain  ;  Michel  Hugon,  lycée  Louis-le-Grand  ,  II.  Manen,  à  Albi  ;  L.  Montant,  à  Alger  ;  Edmond  Kkmb,  à  Alger  ; 
A.  UoussKAU,  à  Amiens  ;  Pierre  Sallkhon,  à  Albi. 


1810.  —  Un  plan  P  tourne  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w  autour  de  la  verticale  ascen- 
dante O2.   /'Jludicr  le  mouvement  d'un  point  M  pesant  qui  glisse  sans  frottement  dans  le  plan   P. 

On  sait,  d'après  la  théorie  du  mouvement  relatif,  (|ue,  dans  les  conditions  de  l'énoncé,  pour  étudier 
le  mouvement  du  point  dans  le  plan,  on  peut  supposer  ce  dernier  immobile,  à  condition  d'ajouter  aux 
forces  directement  appliquées  au  point  la  force  centrifuge,  représentée  par  un  vecteur  égal  et  opposé  au 
vecteur  ?nJc,  m  représentant  la  niasse  du  point  et  J^,  l'accélération  d'entraînement  du  point  dans  la 
rotation.  C(îlte  accélération,  puisqu'il  s'agit  d'une  rotation  uniforme,  est  représentée  par  un  vocleur 
perpendiculaire  à  l'axe,  dirigé  du  point  vers  l'axe  et  égal  h.  (o*.MP,  si  MP  désigne  la  distance  du  point 
M  à  l'axe. 
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Prenons  alors  le  plan  fixe  comme  plan  des  xz,  comme  direction  Os  la  verticale  ascendante,  comme 
direction  Ox  une  direction  rectangulaire  avec  la  première,  passant  par  la  position  initiale  Mq  du  point 
M. 

A   chaque  instant  le  point  est  soumis  à  la  pesanteur  et  à  la  force  centrifuge,  dont  les  projections 

sur  les  axes  sont  respectivement  :    0,  —  mg  ;  rnw^x,  0. 

d^x  d-z 

On  est  alors  ramené  à  l'intégration  du  système     m  —r-j  =  mm'^x,        m  — ~  =  — mg. 

1 

On  en  tire  nnmédiatement     x  =  Ae*"' -h  Be~'"',     z  =  — -^  g l'^  ^  Ct -i- B , 

A,  B,  C,  D  désignant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  mène  constamment  la  verticale  du  point  M,  le  mouvement  relatif  du  point  sur  cette  ver- 
ticale est  celui  d'un  point  pesant  libre  tombant  verticalement. 

Etudions  simplement  le  mouvement  de  cette  verticale  dans  le  plan,  c'est-à-dire  les  variations  de  x. 
Les  constantes  A  et  B  peuvent  facilement  se  déterminer  en  connaissant  la  position  initiale  (x^,  0)  du 
point  et  la  projection  xâ  sur  Ox  de  la  vitesse  initiale.  On  trouve  sans  difficulté 

A+B  =  x^.            A  — B  =  ^, 
d'où  la  formule  x  =  ■—{  x^  -\ — -  je™'-!-— •(  .x,, 

2  \  M  /  2  \  ' 

OU  encore  x  =  x,.  ch  wi  h sh  w/. 


On  déduit  de  là  — t-  =  wx^,  sh  tôt  -+-  x^  ch  ^t. 


dx 
~di 
La  vitesse  s'annulera  donc  à  l'instant  t  donné  par 


th  cof  = 


"0 


Il  ne  correspond  de  valeurs  réelles  pour  t  que  si  l'on  a       '    ^  <  1 . 

Dans  ce  cas  on  peut  choisir  comme  instant  initial  celui  où  la  vitesse  est  nulle,  la  formule  se  sim- 
plifie, on  a 

X  =  a?Q  ch  lût, 
et  on  est  ramené  à  la  variation  d'une  fonction  connue.  Il  suffit  pour  avoir  le  mouvement  vrai  du  point 
de  chercher  la  courbe  décrite  par  sa  projection  sur  le  plan  des  xy,  qui,  en  coordonnées  polaires,  a  pour 

équation 

p  =  ajj  ch  cp. 

Lorsque  t  et  par  conséquent  cp  varient  de  — »  à  -f-oo,  le  point  décrit  avec  une  vitesse 
angulaire  constante  autour  de  l'origine  une  spirale  qui  se  rapproche  de  l'origine  jusqu'à  devenir  au 
temps     /  =  0     tangente  à  un  cercle  de  rayon  x^^  puis  s'éloigne  ensuite  indéfiniment. 

Si  au  contraire  on  a         '  "  ^  ■<  1,     la  dérivée   de  x  ne    s'annule  jamais  et  la  verticale  se  déplace 

dans  le  plan  constamment  dans  le  même  sens.  Si  l'on  prend  alors  comme  instant  initial  le  moment  où 

la  verticale  coïncide  avec  02,  on  obtient  la  forme  réduite 

X  ' 
X  =  — ^  sh  oui, 

CD 

X  varie  constamment  de     —  go     à     -f-  00  . 

La  trace  de  la  verticale  dans  le  mouvement  résultant  sur  le  plan  des  xy  a  pour  équation  polaire 

p  =  —  sh  <f. 
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Le  résultat  est  analogue  à  celui  du  cas  précédent,  mais  la  spirale  passe  par  l'origine  au  lieu  de  rester 
extérieure  au  cercle  de  rayon. r^.  Enfin  l'élude  directe  des  deux  cas  limites  a;J-  =  oy'^xl  se  fait  facilement. 
Si     Xq  =  (i)Xg,     l'équation  se  réduit  à     x  =  x^^e'"'. 

La  trace  de  la  verticale  décrit  une  spirale  logarithmique  partant  de  l'origine. 
Si     xj  =  —  wx„,      l'équation  est    x  =  x^e'^'K 
La  trace  décrit  la  même  spirale,  mais  en  partant  de  l'infini  pour  aboutir  à  l'origine. 

H.  DE  LAPIERRE. 

Solution  exacte  de  M.  Amblard,  à  Ruines. 


1811.  —  Deux  petites  sphères  pesantes  parfaitement  élastiques,  de  poids  P  et  p,  sont  suspendues 
chacune  par  leur  centre  à  l'extrémité  d'un  fil  de  masse  négligeable^  et  de  même  longueur  l 
pour  les  deux  sphères.  Les  deux  fils  sont  fixés  à  Vautre  extrémité  en  un  même  point  0. 

La  sphère  p  étant  dans  sa  position  d'équilihre  (Op  vertical),  on  abandonne  sans  vitesse 
la  sphère  P  dans  la  position  OP,  oii  le  fil  est  tendu  et  fait  avec  Op  un  angle  0,,  ;  P  venant 
choquer  p,  on  demande  de  dire  :  \°  de  quel  angle  va  s'écarter  Op  ;  '2°  de  donner  des  indica- 
P      lions  sur  le  mouvement  de  p  et  P  après  le  choc. 

P 

On  envisagera  particulièrement  le  cas  où  0„  est  assez  petit,  et  ou  —  est  voisin  de  l'unité. 

On  réduira  les  sphères  à  de  simples  points  matériels . 

1°  Rappelons  que  dans  le  choc  de  deux  corps  parfaitement  élastiques,  les  relations  entre  les  vitesses 
antérieures  et  postérieures  au  choc  peuvent  se  déduire  des  deux  propriétés  suivantes  :  I"  la  somme  des 
forces  vives  reste  constante; 2'  il  en  est  de  même  en  valeur  absolue  de  la  vitesse  relative  des  deux  corps 
comptée  sur  la  normale  commune  au  point  de  contact,  mais  cette  vitesse  relative  change  de  signe. 

Dans  le  problème  proposé,  le  corps  P  vient  choquer  le  corps  p  avec  une  vitesse  V,  donnée  par  la 

formule  ^  =  ^gl  (1  —  cos  OJ  =Agl  sin^  -^ . 

Il  y  a  alors  dans  la  distribution  des  vitesses  une  discontinuité,  et  les  deux  corps  seront  animés  de 

vitesses  respectives  Vi  et  Ui,  dirigées  naturellement  par  raison  de  symétrie  suivant  la  tangente  à  la 

trajectoire  décrite  par  P,  le  mouvement  ayant  lieu  dans   le  plan  POp.   Nous  prendrons   comme   sens 

positif  sur  cette  tangente,  le  sens  de  la  vitesse  V.  Appliquons  les  deux  lois  indiquées  au  début,  elles 

nous  donnent 

P\i  =  PYi  +  pvl  V=-V,  +  r,. 

En  écrivant  les  relations  sous  la  forme      P(V'^  —  Vf)  =  pv],  Vh- V,  =  i\,      on  en  déduit  par 

division  une  relation  plus  simple,  qui  peut  remplacer  la  première, 

P(V-V,)  =  /jy,. 

P  —  »  2P 

On  en  tire  alors  facilement       V,  = V  *' 


p  P  -H  ;j 

Le  corps  p  s'écartant  de  la  position  avec  la  vitesse  initiale  v,  montera  jusqu'en  un  point   tel   que 

l'angle  de  Op  et  de  la  verticale  soit  un  angle  '),  donné  par      u'f  =  Agi  sin--^- 

.0,  uj  /iP2  V-  41'^  0„ 

Donc  sm^  — -  = —  -rr —  ■  - — r  =  tt: rr-  sm^  -^  , 

2  ïgl         [P-^pf       Agi        (P-^pY  2 

0,  2P  0. 

et  par  conséquent  1  angle  0,  demandé  est  donné  par  sin  —  =  sin  4- 

^  "i         P-h  p  i 

2P  0 

Cet  angle  0,  n'existera  que  sous  la  condition   sin  •^<ii. 

P-hjo  2 
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Si  celte  condition  n'est  pas  réalisée,  le  corps  p  atteindrale  point  le  plus  haut  de  sa  trajectoire  avec 
une  vitesse  non  nulle  et  continuera  par  conséquent  à  tourner  dans  le  même  sens. 

2"  Pour  étudier  le  mouvement  des  deux  corps  après  le  choc,  nous  subdiviserons  en  plusieurs  cas. 
D'abord  si     P  <r  p,     la  vitesse    V,    est  négative   et    la   valeur    Oj    existe  et  est    inférieure    à    0„. 
Donc  le  corps  P  reviendra  sur  ses  pas  sans  remonter  pourtant  jusqu'à  sa  position  initiale,  car  on  a 

I  V.  |<  I  V  I  . 
De  son  côté  le  corps  p  sera  animé  d'un  mouvement  en  sens  inverse,  nous  en  avons  déterminé  l'am- 
plitude maximum. 

Puis  lorsque  les  corps  redescendront,  ils  viendront  se  choquer  de  nouveau,  mais  comme  la  période 
d'un  mouvement  pendulaire  dépend  de  l'amplitude  tant  que  cette  dernière  n'est  pas  très  petite,  les 
périodes  des  deux  mouvements  ne  seront  pas  les  mêmes  et  le  choc  aura  lieu  en  un  autre  point  que  la 
première  fois.  11  faudrait  déterminer  ce  point  pour  pouvoir  connaître  le  nouveau  mouvement,  analogue 
au  premier,  qui  aura  lieu  ensuite. 

Au  contraire  si  Ô^  est  sufhsammentpetit,ilen  sera  de  même  de  Oj,  puisque  la  condition  P<;j  entraîne 
^1  <  ^0.  et  les  périodes  pouvant  être  considérées  comme  égales,  le  choc  aura  lieu  au  même  point  que  la 
première  fois.  Il  sera  très  facile  de  déterminer  les  vitesses  de  chacun  des  corps  au  choc,  puisqu'on  connaît 
les  amplitudes  de  leurs  mouvements  et  par  des  calculs  absolument  analogues  à  ceux  que  nous  avons  faits 
on  trouvera  les  nouvelles  vitesses  et  ainsi  de  suite,  chaque  choc  ayant  toujours  lieu  au  même  point. 

Dans  le  cas  intermédiaire  où  P  -  p,  on  a  Vi  =  0  et  Vi  =  V,  donc  le  corps  P  s'arrête  com- 
plètement, et  le  corps  p  continue  le  mouvement  primitif  du  corps  P  avec  la  même  amplitude,  car 
0,  =  eo.  Naturellement  le  mouvement  se  reproduira  avec  échange  de  P  et  p.  Tout  se  passera  comme 
si  l'on  avait  un  pendule  simple,  mais  chacune  des  moitiés  de  trajectoire  sera  décrite  par  un  des  deux 
corps,  l'autre  restant  immobile  pendant  ce  temps. 

Enfin  si  P  >  p,  les  deux  corps  se  meuvent  après  le  choc  dans  la  direction  primitive  du  mouve- 
ment de  P,  la  vitesse  de  ce  dernier  étant  diminuée.  Nous  avons  vu  que  dans  ce  cas  on  a  toujours  0,>  % 
et  même  que  l'amplitude  de  p  peut  ne  pas  être  limitée,  le  corps  p  dépassant  le  point  le  plus  haut  et 
continuant  à  tourner  dans  le  même  sens.  Quel  que  soit  le  cas  qui  se  présente,  il  y  aura  de  nouveau  choc 
entre  P  et  p,  mais  le  point  où  aura  lieu  le  choc  ne  sera  plus  le  même.  On  pourrait  répéter  ce  que  nous 
avons  dit  précédemment. 

Ici  le  fait  que  6o  est  assez  petit  n'entraîne  pas  forcément  le  même  fait  pour  0,  puisque  Oi  >.  e„, 
mais  si  Oo  et  6,  sont  assez  petits  tous  deux,  on  verrait  comme  plus  haut  que  les  chocs  successifs  auront 
lieu  au  même  point  et  que  Ion  peut  déterminer  après  chaque  choc  la  nouvelle  distribution  des  vitesses. 

Remahquk.  —  Nous  n'avons  envisagé  constamment  que  le  cas  où  les  corps  restaient  sur  le  cercle. 
Si  à  un  moment  donné  ils  le  quittent,  les  corps  tomberont  en  chute  libre  suivant  une  parabole  oscula- 
trice  au  cercle  jusqu'au  moment  où  le  fil  sera  de  nouveau  tendu  ;  mais  l'étude  de  ce  cas  sortirait  com- 
plètement de  l'étude  proposée. 

H.  DE  LAPIERRE. 
Solutions  exactes  de  MM.  Amblard,  à  Ruines  ;  Rousseau,  à  Amiens. 


-♦- 
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1801.  —  Solide  de  révolution  engendré  par  un  cube.  —  On  considère  un  cube  qui  a  deux  diagonales  situées 
dans  un  plan  de  front  dont  l'éloigné  ment  est  12''™.  L'une  de  ces  diagonales  est  verticale  ;  sur  Vautre  on  s'élève  de 
gauche  à  droite.  La  diagonale  verticale  se  projette  à  y^  à  gauche  du  grand  axe  de  la  feuille  ;  son  extrémité  infé- 
rieure est  sur  le  plan  horizontal,  sa  longueur  vaut  14ciii, 
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Cela  étant,  on  fait  tourner  le  cube  autour  de  sa  diagonale  de  front  non  verticale.  Les  arêtes  du  cube  engen- 
drent des  surfaces  recouvrant  un  solide  S. 

\o  Construire  les  deux  projections  du  solide  S; 

2o  On  éclaire  ce  solide  par  la  lumière  à  45".  Construire  l'ombre  propre  du  solide  et  son  ombre  portée  sur  les 
plans  de  projection. 

On  déterminera  les  points  remarquables  des  lignes  qui  limitent  les  surfaces  recouvrant  le  solide  S,  des  lignes 
de  contour  apparent  et  d'ombre,  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Nota.  —  Dessiner  en  noir  les  lignes  de  contour  apparent,  les  lignes  qui  limitent  les  surfaces  recouvrant  le 
solide  S,  ainsi  que  les  contours  des  ombres  :  en  trait  plein  pour  les  parties  visibles,  en  ponctué  pour  les  parties 
cachées. 

Faire  en  trait  rouge,  continu  et  fin,  les  lignes  de  construction  et  les  lignes  de  rappel. 

Mettre  sur  les  ombres  visibles  des  hachures  fines,  espacées  d'environ  l^^jS,  bleues  ou  noires.  Diriger  ces 
hachures  parallèlement  à  la  ligne  de  terre  pour  l'ombre  portée,  et  perpendiculairement  aux  projections  du  rayon 
lumineux  pour  l'ombre  propre. 

Expliquer  très  sommairement  les  constructions  effectuées  ;  indiquer  la  nature  et  les  éléments  des  courbes  des- 
sinées. On  pourra  utiliser  la  sphère  tangente  à  toutes  les  arêtes  du  cube. 

Renfermer  répure  dans  un  cadre  de     28X44'=°'.     et  placer  la  ligne  de  terre  suivant  le  petit  axe  du  cadre. 

Nous  construirons  d'abord  les  deux  projections  du  cube  dont  la  diagonale  verticale  ab,  a'b'  a  une  longueur 
de  14'='",  la  seconde  diagonale  cd,  c'd!  étant  dans  le  plan  de  front  de  la  première  et  s'élevant  de  gauche  à 
droite.  On  sait  que  les  projections  des  sommets  C  et  D  sur  la  diagonale  AB  divisent  cette  diagonale  en  trois 
segments  égaux  ;  on  en  déduit  immédiatement  les  projections  verticales  c'  et  d'  de  ces  sommets  sur  la  circon- 
férence de  diamètre  a'b' ,  puis  le  rayon  ad  de  la  circonférence  sur  laquelle  se  projettent  horizontalement  les 
six  sommets  du  cube  en  formant  un  hexagone  régulier. 

Projections  du  solide  S.  —  Le  solide  S  se  compose  des  deux  cônes  de  révolution  engendrés,  l'un  par  les 
trois  arêtes  issues  de  G,  l'autre  par  les  trois  arêtes  issues  de  D  en  tournant  autour  de  CD,  et  limités  aux  deux 
cercles  égaux,  dont  les  plans  sont  de  bout,  et  les  diamètres  égaux  à  a'e' ;  puis  de  la  surface  gauche  de  révo- 
lution autour  du  même  axe  et  dont  les  génératrices  sont  les  six  arêtes  du  cube  qui  ne  passent  par  aucun  des 
sommets  C  et  D,  cette  surface  étant  limitée  aux  deux  cercles,  bases  des  cônes  C  et  D.  Le  cône  asymptote  de 
cette  surface  est  égal  à  chacun  des  deux  cônes  C  et  D,  puisque  toutes  les  génératrices  du  cube  font  le  même 
angle  avec  sa  diagonale  et  il  a  pour  sommet  le  centre  du  cube,  qui  est  manifestement  un  centre  de  symétrie 
pour  le  solide  S. 

Le  contour  apparent  vertical  du  solide  S  se  cou)posera  donc  des  contours  apparents  d'a'e'  et  c'f'b'  des 
deux  cônes,  puis  de  deux  arcs  de  l'hyperbole  méridienne  de  la  surface  gauche;  on  peut  construire  ces  arcs, 
puisque  l'on  connaît  les  deux  asymptotes,  parallèles  aux  génératrices  de  contour  apparent  des  cônes  C  et  D, 
les  sommets  de  l'hyperbole  aux  points  d'intersection  du  cercle,  contour  apparent  de  la  sphère  inscrite  dans  le 
cube,  avec  o'y',  et  de  plus  les  points  a',  f  et  leurs  symétriques.  La  tangente  en  a'  e.sl  précisément  a'c' ,  direction 
conjuguée  de  la  verticale  par  rapport  aux  deux  directions  a'd'  et  d'e' .  Le  contour  apparent  horizontal  se  cou)- 
pose  des  contours  apparents  des  cônes  C  et  D  que  l'on  détermine  en  menant  les  tangentes  par  leurs  sommets 
à  la  sphère  inscrite  dans  le  cube  ;  les  points  de  contact  avec  les  ellipses  projections  des  bases  sont  sur  le  cercle 
circonscrit  à  l'hexagone  régulier  qui  repré.sente  le  cube,  car  le  plan  de  bout  a'c',  par  exemple,  donne  la  direc- 
tion conjuguée  des  cordes  verticales  dans  le  cône  C  et  par  suite  coupe  le  plan  de  base  FB  suivant  la  corde  des 
contacts  k'k  relative  aux  génératrices  de  contour  apparent.  Le  contour  apparent  de  la  surface  gauche  qui 
complète  le  solide  S  est  formé  par  deux  arcs  d'hyperbole  tangents  aux  ellipses  déterminées  précédemment 
par  leurs  demi-axes  il  et  ih,  en  des  points  situés  sur  la  même  circonférence  6K,  et  dont  les  asymptotes  sont 
parallèles  aux  génératrices  de  contour  apparent  horizontal  des  cônes  C  et  D,  les  sommets  de  cette  hyperbole 
étant,  comme  pour  l'hyperbole  méridienne  de  front,  sur  le  contour  apparent  de  la  sphère  inscrite  dans  le  cube. 

Ombre  propre.  —  Cherchons  d'abord  l'ombre  propre  du  cône  C,  et  pour  cela  menons  par  son  sommet  la 
parallèle  aux  rayons  lumineux  cy.  c'y',  puis,  par  le  point  y,  y'  où  elle  perce  le  plan  de  base,  menons  des  tan- 
gentes à  cette  base.  Pour  cela  nous  rabattons  son  plan  autour  de  son  diamètre  horizontal  il,  et  de  y"  nous 
menons  les  tangentes  -{'p"  dont  les  points  de  contact  relevés  en  p  font  connaître  les  génératrices  d'ombre  propre 
cp,  dont  nous  prenons  les  projections  verticales  c'p'. 

En  répétant  les  mêmes  constructions  pour  le  cône  D,  nous  obtiendrions,  à  cause  de  la  symétrie  absolue  de 
toutes  les  données  par  rapport  au  centre  du  cube,  les  génératrices  d'ombre  propre  dq,  d'q',  symétriques  des 
premières  par  rapport  au  point  a,  b.  L'ombre  propre  de  la  surface  gauche  sera  la  courbe  d'intersection  du  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  des  rayons  lumineux  avec  la  surface.  Or  ce  plan  est  le  même  qi\e    pour  le 
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cône  asymptote  ;  celai-ci  a  son  sommet  au  centre  du  cube  et  est  homothétiqne  inverse  du  cône  C,  par  exemple, 
par  rapport  au  point  d'intersection  I  de  leur  axe  commun  avec  le  plan  de  bout  FB.  Donc  la  trace  du  plan  dia- 
métral cherché  sur  le  plan  FB,  que  nous  pouvons  donner  comme  base  à  ce  cône  asymptote,  sera  homothétique 
de  celle  du  plan  diamétral  conjugué  de  la  même  direction  dans  le  cône  C,  c'est-à-dire  de  la  droite  qui  joint  les 
pieds  p  des  génératrices  d'ombre  propre.  11  suffit  donc  de  mener  une  parallèle  à  cette  droite  et  à  une  distance 

moitié  moindre  du  point  i,  le  rapport  d'homothétie  des  cônes  étant  —,    pour  avoir  la  trace  du  plan  cherché 

sur  le  plan  BF.  Sa  trace  sur  le  plan  AE  est  évidemment  symétrique  par  rapport  au  centre  du  cube.  Les  points 
r  où  ces  droites  coupent  les  ellipses  donnent  quatre  points  de  l'hyperbole,  ligne  d'ombre  propre  cherchée.  Son 
centre  est  au  centre  du  cube  et  ses  asymptotes  sont  parallèles  aux  génératrices  d'ombre  propre  du  cône  C,  par 
exemple,  puisque  ce  sont  les  génératrices  d'intersection  du  cône  homothétique  à  C  par  un  plan  parallèle  au 
plan  de  ces  génératrices.  On  déterminerait  sans  dithculté  les  tangentes  aux  points  r  par  la  construction  connue 
de  la  tangente  a  une  hyperbole  dont  on  a  les  asymptotes  et  un  point. 

Ombre  portée.  —  L'ombre  portée  sur  le  plan  horizontal,  par  exemple,  est  la  trace,  sur  ce  plan,  du  cylindre 
parallèle  aux  rayons  lumineux  et  qui  aurait  pour  directrice  toute  la  ligne  d'ombre  propre.  Nous  avons  ainsi 
d'abord  les  plans  tangents  aux  deux  cônes  qui  nous  donnent  le  contour  /.loa,  limité  par  la  ligne  de  terre,  et 
Tia^,  limité  aussi  à  la  ligne  de  terre,  pour  se  continuer  sur  le  plan  vertical  par  axî  et  pu,'.  Puis  on  obtient  les 
ombres  porlées  par  les  arcs  de  la  base  tels  que  gr-j  qui  donne  l'arc  d'ellipse  xipi,  et  enfin  les  ombres  portées 
parles  arcs  d'hyperbole  tels  que  r^ri  qui  donne  l'arc  d'hyperbole  popa.  On  doit  remarquer  que  ces  arcs  ont  la 
même  tangente  au  point  pi  de  raccordement,  car  au  point  ri,  par  exemple,  le  plan  tangent  au  cylindre  d'ombre, 
étant  tangent  à  la  surface  gauche,  contient  la  tangente  au  cercle  base  du  cône  qui  est  sur  cette  surface  gauche, 
et  par  suite  il  est  tangent  au  cylindre  qui  a  pour  directrice  ce  cercle  et  la  même  direction  de  génératrices. 

Constructions  analogues  pour  l'ombre  portée  sur  le  plan  vertical.  —  On  a  les  points  où  la  tangente  est  paral- 
lèle à  ocy  en  menant,  d'après  la  règle  bien  connue,  les  plans  tangents  à  chaque  cylindre  parallèlement  à  cette 
direction.  Nous  avons  ainsi  obtenu  les  points  tels  que  v,  v'  et  jjl,  \j! .  La  distinction  des  parties  vues  et  des  parties 
cachées  n'ollre  aucune  difficulté. 

Nous  avons  reçu  une  épure  très  bien  dessinée,  mais  où  Tumbre  propre  du  solide  S  était  inexacte;  nous  ferons  seulement 
observer  que  la  courbe  d'intersection  de  deux  surfaces  limitant  un  solide  ne  coupe  les  lignes  d'ombre  propre  sur  chaque 
surface  au  même  point  que  si  les  deux  surfaces  ont  le  même  plan  tangent  en  ce  point. 
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QUESTIONS  POSÉES  AUX] EXAMENS  ORAUX  {Fin). 


Lieu  des 


Mathématiques  (M.    Dulac.) 

Un  cylindre  droit  a  pour  base  la  parabole    y-  =  2px.    Lieu  des  points  M  de  ce  cylindre  dont  l'abscisse  est  égale 
à  la  distance  MF  au  foyer  de  la  parabole. 
Lieu  de  la  droite  Ml". 

773.  —  On  considère  les  deux  paraboles     y'  =  2p(j; -+-  r),    x-  =  2qii. 
lue  parallèle  à  ox  rencontre  ces  deux  paraboles  aux  points  M, M'  ;  lieu  du  milieu  de  MM'. 

774.  —  Une  droite  tourne  autour  d'un  point  ûxe  d'un  mouvement  uniforme  :  mouvement  relatif 
d'un  point  pesant  qui  glisse  sur  cette  droite. 

775.  —  Courbes  intégrales  de  l'équation    xj"  —  2(/'  -l-  .V  =  e^ . 
points  d'inflexion  et  des  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  ox. 

778.  —  Un  cercle  a    son  centre  sur  l'une  des  asymptotes  d'une  hyperbole  équilatère. 
Trouver  les  cordes  qui  ont  même  milieu  dans  le  cercle  et  dans  l'hyperbole.  Lieu  de  ce  milieu. 
Enveloppe  de  ces  cordes  et  lieu  des  points  par  lesquels  passent  deux  cordes  rectangulaires- 

777.  —  Dans  une  coni(iue  à  centre,  on  considère  un  diamètre  variable  et  le  cercle  pas- 
sant par  un  point  (i\e  et  par  les  extrémités  de  ce  diamètre.  Lieu  du  centre.  Solution  géo- 
métrique. 

778.  —  Lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  un  cercle  de  rayon  constant  dont 
le  centre  décrit  une  parabole. 

779.  —Dans  un  ellipsoïde  rapporté  à  ses  axes  on  considère  les  sections  par  un  plan  qui 
tourne  autour  d'un  axe  et  la  surface  engendrée  par  leurs  cercles  de  Monge.  Etudier  les  sec- 
tions par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et  des  plans  passant  par  les  axes. 
Volume. 
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780.  —  Lignes  de  plus  grande  pente  de  la  surface    2  =  — :; : 

Volunne  compris  entre  les  plans    z  =  a,    s  =  2a. 

781 .  —  On  donne  les  deux  coniques    ax-  -+-  bif  —  i  =^  0,  if  =  2px;. 
Enveloppe  des  droites  qui  déterminent  dans  ces  coniques  deux  segments  ayant  même  milieu. 

782.  —  Intégrer  l'équation  différentielle 

y'  —  xy  -\-  X-  =^  0 . 

783.  —On  considère  deux  droites  rectangulaires  dont  la  plus  courte  distance  est  ha  et  le 
cercle  de  rayon  a  dont  le  plan  est  parallèle  aux  deux  droites  et  dont  le  centre  est  le  milieu  de 
la  perpendiculaire  commune.  Etudier  la  surface  engendrée  par  une  droite  s'appuyant  sur  les 
deux   droites  et  sur  le  cercle.  Volume  compris  entre  les  deux  droites. 

Enveloppe  du  plan  tangent  à  la  surface  le  long  du  cercle  donné. 
784.  —  On  donne  la  parabole    y^  =  2px    et  un  cercle  tangent  dont  le  centre  décrit  Oy;  lieu 
du  point  de  rencontre  M  des  tangentes  communes. 

785.  —  Trajectoires  orthogonales  des  paraboles  de  grandeur  constante  qui  tournent  autour  du  foyer. 

786.  —  Un  cercle  passant  par  le  sommet  d'une  parabole  lui  est  tangent  en  M  ;  soit  A  le  quatrième 
point  de  rencontre.  Enveloppe  de  la  droite  MA. 

787.  —  Surface  engendrée  par  les  droites  rencontrant  une  cardioïde  du  plan  xQy  et  faisant  avec 
0:  un  angle  de  45'='.  Sections  parallèles  au  plan  des  xy. 

788.  —  Lieu  des  points  tels   que  les  pieds  des  trois  normales  issues  de  ce  Doint  à  une  parabole 
forment  un  triangle  rectangle. 

789.  —   Un  point  se  meut  sur  un    cercle,  étant  soumis  à  une  résistance  tangentielle  égale  à 
a  -i-bo-.  Ktudier  le  mouvement. 


790.  —  Calculer 


f: 


tg*  xdx- 


0 


791.  —   On  considère  deux  cercles  C,   C,  coupés  par  une  parallèle  à  la  ligne  des  centres  en  A,  B  et  A',  B'.   Lieu  du 
milieu  de  AA'  : 

i»  Analytiquement,  équation  et  degré; 

2°  Géométriquement.  Degré.  Construction  de  la  tangente  en  un  point. 

Trouver  l'aire  de  la  courbe  en  considérant  deux  parallèles  infiniment  voisines. 

792.  —   Mouvement  d'un  point  pesant  glissant  sans  frottement  sur  une  droite  qui  passe  à  l'origine,  tourne  autour  de 
d'un  mouvement  uniforme  et  fait  avec  Oz  un  angle  de  45». 

793.  —  Intégrer  l'équation  différentielle      (1 — x-)y' -h  xy  ~\- xy-  =0. 
Construire  les  courbes  intégrales. 

794.  —  Construire  la  courbe 

,r*  +  y»  —  32r  —  4î/  4-  3  =  0, 
en  discutant  successivement  l'équation  en  x  et  l'équation  en  ?/. 

795.  —  On  considère  un  faisceau  linéaire  de  cercles  et  un  point  fixe  A  ;  puis  une  droite  variable,  D,  qui  passe  par  A. 
II  y  a  deux  cercles  du  faisceau  tangents  à  la  droite  D,  en  M  et  M'.  lieu  du  conjugué  liarmoiiique  de  A,  par  rapport  à  M  et  M' 

analytiquement  et  géométriquement. 

796.  —  Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées  d'un  point  fixe  aux  cercles  qui 
passent  par  un  point  et  sont  tangentes  à  une  droite  fixe,  analytiquement  et  géométriquement. 

797.  —  On  considère  une  hyperbole  équilatère  et  une  parallèle,  D,  à  une  bissectrice  de 
l'angle  des  asymptotes.  Trouver  par  la  géométrie  le  lieu  des*  segments  déterminés  par  une 
parallèle  variable  à  l'autre  bissectrice  entre  l'hyperbole  et  la  droite  D.  Tangente  en  un  point  et 
asymptotes. 

798.  —  Trouver  les  courbes  telles  que    OA  =  OB,    MA  et  MB  étant  la  normale  et  la  tangente. 

799.  —  Un  cercle  mobile  reste  tangent  à  une  parabole  en  un  point  fixe.  Lieu  du   point  d'intersection    des    tangentes 
communes  au  cercle  et  à  la  parabole. 

800    — On  considère  la  parabole   y- —  2  px  =  0  et  la  courbe   Ax^-^By^=C 

Enveloppe  des  droites  telles  (jue  les  milieux  M  et  M'  des  cordes  interceptées  par  les  deux 
courbes  coïncident. 

801.  —  Enveloppe  de  la  droite  MP  symétrique  de  la  tangente  MT  par  rapport  à  Ox. 
On  considère  le  cercle  tangent  à  la  parabole  en  M  et   passant  par   P,  intersection  de  la  droite 

et  de  la  parabole. 

Lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

Etudier  la  question  géométriquement. 

802.  —  Courbes  telles  que 
MN  -4-  2MP  =  a, 

MN  étant  la*normale  en  M . 


B 


0 


.y 


w 


0 
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803.  —  P    est  une    parabole  d'axe    Ox    et  de    plan   xOy  ;  c'est  la    section  droite    d'un 
cylindre. 

Q  est   une  parabole  d'axe  Ox  et  dans  le  plan  zOx,  son  sommet  est  le  foyer  de  P,  c'est  aussi 
la  section  droite  d'un  cylindre. 
Intersection  des  deux  cylindres. 
Volume  commun  aux  deux  cylindres. 

804.  —  On  donne  une  ellipse,  un  cercle  de  rayon  donné  a  son  centre  qui  décrit  l'ellipse. 
Lieu  du  pôle  d'une  droite  fixe  par  rapport  à  ce  cercle.  Construction  du  lieu. 

Trouver  le  degré  et  des  particularités  de  ce  lieu  par  des  considérations  géométriques. 

805.  —  Nombre  des  racines  de  l'équation     2  sin  x  —  x  ==0. 

806.  —  On  considère  les  coniques  circonscrites  à  un  triangle  AOB  rectangle  en  0  et  telles  que  les  tangentes  en  A  et  B 
se  coupent  sur  la  hauteur  OU  du  triangle.  Lieu  du  point  de  rencontre  des  normales  en  A  et  B. 

807 .  —  Construire  la  courbe  x'  +y'  —  &if +  8y  —  Bx  -h  i  —  0. 

808.  -  Intégrer  l'équation  différentielle         (1  —  x^)y'  —  y  —  xy^  =  0. 

809.  —  On  considère  deux  droites  orthogonales  dont  la  distance  est  4  a.  Un  cercle  de  rayon  a  est  situé  dans  le  plan  équi- 
distant  des  deux  droites  et  a  pour  centre  le  milieu  de  la  perpendiculaire  commune. 

10  Equation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  les  deux  droites   données  et  sur  le  cercle. 

Etudier  la  forme  de  cette  surface. 

2"  Enveloppe  des  plans  tangents  à  la  surface  le  long  du  cercle  donné. 

810.  —  Enveloppe  des  sécantes  d'une  hyperbole  équilatère  ayant  une  longueur  constante.  Démontrer  directeraen 
qu'on  peut  mener  deux  tangentes  à  cette  enveloppe,  parallèles  à  une  direction  donnée. 

811 .  —  On  donne  le  cylindre  x^-\-2y^  —4  =  0  et  le  paraboloïde  z  ^  xy  ;  trouver  la  courbe  d'intersection.  Eva- 
luer la  surface   du    cylindre   comprise  entre  cette  courbe  et  sa  base  dans  le  plan     xoy. 

812.  —  On  donne  deux  paraboles  ayant  même  sommet  et  leurs  axes  reclangulaires  ;  on  considère  les  normales  à  l'une 
des  paraboles  et  on  demande  le  lieu  des  pôles  de  ces  normales  par  rapport  à  la  deuxième  parabole.  Ce  lieu  est  une  cubique 
passant  par  l'origine  et  symétrique  par  rapport  à  D.  Expliquer  géométriquement  ces  résultats  et  prouver  à  priori  que  ce 
lieu  est  de  degré  3. 

813.  —  Déterminer  a  de  façon  que  la  courbe     x"  -h  y''  —  ix-  —  2y-  ■+  a  =:  Q      ait  un  point  double. 
Construire  cette  courbe  dans  le  cas  général  où  il  n'y  a  pas  de  point  double. 

814.  —  Aire  de  la  développée  de  l'ellipse. 

815.  —  On  considère  un  cercle  C  et  une  droite  D  ;  on  mène  la  tangente  en  un  point   M  de    C  ;  elle  rencontre  D  en  N. 
Lieu  du  milieu  P  de  MN.  Remarques  géométriques  sur  ce  lieu  ;  en  particulier  trouver  géométriquement  le  degré  de  la 

courbe  lieu  de  P. 

816.  —  On  considère  la  courbe 

x=P,  y  —  l\  z  =  /  +  1 

et  un  cône  de  révolution  d'axe  Oz.  Combien  y  a-t-il  de  points   d'intersection  de  la  courbe  avec   un  plan  tangent  au  cône? 
Lieu  du  centre  de  gravité  de  ces  points  d'intersection.  Exprimer  ce  lieu  sous  forme  paramétrique  rationnelle. 

817.  —  Trajectoires  orthogonales  des  paraboles  homofocales  d'axe  0.i'. 


CONCOURS  DE  1910, 


ECOLE  POLYTECILNIQUE 

Alu'ebre  et  trigonométrie. 
1867.  —  1°  Trouver  une  série  entière  en  x  qui  satisfasse  à  l'équation  différentielle 
(E)  0(l-.»)^-9.^+y  =  0 
et  aux  conditions  initiales  suivantes  :  pour    a;  =  0,    la  série  doit  prendre  la  valeur  1   et  sa  dérivée  doit  pren- 
dre la  valeur ■ 

2o  Déterminer  l'intervalle  de  convergence  de  la  série  trouvée.  La  l'onction  de  x  que  dcfuiit  colle  série  dans 
son  intervalle  de  convergence  sera  désignée  par  f{x). 

30  Montrer  qu'il  existe  une  infinité  de  changcinonts  de  la  variable  indépendante,  de  la  forme  t  =  o(aj), 
qui  transforment  identiquement  l'équation  (E)  en  uiio  équation  linéaire  à  coefticienls  constants  ;  trouver  tous 
ces  changemenls  de  variable. 

4'  L'un  des  changements  de  variable  précédents  est    x  =  cos^t.    Partant  de  là.  prouver  que  les  formules 

X  =  cos  31,  y  =  cos  (  -I-  sin  ( 
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définissent,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires,  le  mémo  arc  de  courbe   que  l'équation     y  =  f(x), 
pourvu  que  *  varie  dans  un  intervalle  qu'on  déterminera. 

50  Les  équations  paramétriques  précédentes  représentent,  quand  on  n'y  limite  pas  la  variabilité  du  para- 
mètre, une  courbe  (G).  Montrer  que  cette  courbe  est  coupée  par  une  droite  y  =  h  en  deux  points  au  plus  et 
que  ces  points  existent  pour  toutes  les  valeurs  de  la  constante  h  qui  sont  comprises  entre  deux  certains  nom- 
bres «  et  jJ.  Ces  points  seront  désignés  par  M  et  M'. 

60  On  imagine  qu'on  divise  le  segment  de  droite  MM'  en  trois  parties  égales  ;  soient  P  et  P'  les  points  de 
division.  Calculer  l'aire  comprise  entre  les  arcs  de  courbe  que  décrivent  P  et  P'  quand  h  varie  de  a  à  ^. 

f  Durée  :  1  keurex.) 

Géométrie  analytique  et  mécanique. 

1868. —  Un  point  matériel  de  masse  unité  ^\{x,  y,  s)  est  soumis  à  une  force  MF  qui  a  pour  composantes 

X  ;=  —  ax,  Y  =i  —  by,  Z  =  —  cz, 

où  a,  b,  c  sont  trois  constantes  positives  données. 

1"  Calculer  les  coordonnées  x,  y,  z  en  fonction  du  temps,  connaissant  la  position  initiale  .Mofxo,  (/o,  zo), 
amsi  que  la  vitesse  initiale  MoVo(a;ô,  î/é,  z'^).  (Conditions  pour  que  le  mouvement  soit  périodique. 

2»  Un  second  point  matéi'iel  libre,  de  masse  1,  se  trouve  coïncider  constamment  avec  l'extrémité  F  de  la 
force  MF.  Montrer  que  le  point  F  obéit  au  même  champ  de  force  que  le  point  M,  et  trouver  la  vitesse  corres- 
pondante à  la  position  initiale  Fo  de  ce  point. 

3°  Plus  généralement,  montrer  que  tout  point  matériel  N,  de  masse  1,  placé  initialement  sur  la  droite 
MoFo,  peut  recevoir  une  vitesse  initiale  XoWo  telle  qu'il  reste  constamment  situé  sur  la  droite  MF.  —  On  exa- 
minera le  cas  particulier  oi!i  la  position  initiale  No  du  point  N  serait  dans  l'un  des  plans  de  coordonnées. 

4°  La  position  initiale  No  variant  sur  la  droite  MoFo,  trouver  le  lieu  du  point  Woet  le  lieu  de  la  droite  NoWo- 

(durée  :  4  heures.) 

Epure  de  géométrie  descriptive. 

1869.  —  Un  tétraèdre  régulier  ABCD  a  trois  sommets  A,  B,  C  dans  le  plan  horizontal  de  projection  et  le 
quatrième  sommet  D  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Soient  (S)  la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  et  (P)  le  pai-aboloïde  liyperboli(|ue  qui  passe  par  les  côtés  du 
quadrilatère  gauche  ABCDA.  (P)  partage  le  volume  limité  par  (S)  en  deux  volumes  dont  l'un  contient  le  milieu 
de  l'arctc  BD  du  tétraèdre.  On  représentera,  en  projection  horizontale  seulement,  ce  dernier  volume  supposé 
limité  au  plan  horizontal  de  projection  et  à  un  autre  plan  horizontal  situé  à  un  centimètre  au-dessous  du 
point  D. 

Mise  en  place  :  On  supposera  que  le  point  D  se  projette  au  centre  de  la  feuille,  que  l'arête  AC  est  parallèle 
au  grand  côté  de  la  feuille  et  à  gauche  du  point  D.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  a  10  centimètres  de 
rayon. 

On  indiquera  la  construction  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  commune  à  la  sphère  et  au  paraboloïde 
et  de  la  tangente  en  ce  point;  la  tangente  sera  tracée  en  trait  mixte  noir.  Les  lignes  de  construction  seront  tra- 
cées en  traits  pleins  rouges. 

(Durée  :  4  heures.) 
Calcul. 

1870. —  L'élongation  u  d'une  vibration  amortie  a  pour  expression,  en  fonction  du  temps  t, 

n       ^~''  /   ,         ï  /  sin  9  cos  9  ^-,ov 

w  =  U  .  cos  [rt  —  9  ;  (s=  — —L,  r  ^  --—<  e  =  2,718  . 

cos  9  ^  ^  ^  0  8  ' 

1°  Quelles  sont  les  valeurs  de  t  qui  donnent  à  u  soit  une  valeur  nulle,  soit  une  valeur  maximum  ou  mini- 
mum ? 

2°  Pour  U  =  1  cm,  0  =  i  sec,  9  =  45°,  construire  une  table  des  valeurs  de  u  en  fonction  de  t,  du 
premier  maximum  de  u  à  son  premier  minimum,  et  procédant  par  huitièmes  de  cet  intervalle. 

3°  Comment  cette  table  peut-elle  être  étendue  à  l'intervalle  suivant  ? 

(Durée  :  i  heure.) 

Physique. 
l.  —  Horloges  et  chronomètres. 
IL  —  1871.  Un  système  centré  est  formé  d'une  lentille  convergente  NN' et  d'un  miroir  concave  M  ;  Fet  F'  sont 
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les  foyers  de  la  lentille  qui  a  pour  points  nodaux  N  et  N'  ;  Fi  est  le  foyer  du  miroir  ;  les  points  se  succè- 
dent dans  l'ordre  F,  N,  N',  F',  Fi,  M.  On  donne  la  distance  focale  9  de  la  lentille,  celle  du  miroir  çi  et  l'écar- 
tement  F'  Fi  =  t.  La  lumière  issue  d'un  objet  lumineux  rencontre  d'abord  la  lentille,  puis  le  miroir,  puis 
de  nouveau  la  lentille  pour  former  l'image  que  l'on  considère. 

1°  Trouver  les  deux  points  de  Taxe  pour  lesquels  l'objet  et  son  image  sont  confondus  ;  discuter  le  problème. 

2°  Application  :  Calculer  la  distance  0  de  ces  deux  points  pour    Q=iOcm,    01  =  10  cm,     £=20  cm. 

3°  Le  miroir  et  la  lentille  sont  montés  sur  un  tube  à  tirage  gradué  en  millimètres.  On  mesure  les  valeurs 
Si,  82,  S3.  de  la  distance  0  pour  les  trois  lectures  ).j,  ).2,  X3  du  tirage.  En  déduire  les  distances  focales  o  et 
<fi  supposées   inconnues. 

[Durée  :  3  heures.) 
Chimie. 

l.  —  Le  cyanogène  ;  préparation,  propriétés,  composition. 

IL  1872.  —  On  donne  une  solution  aqueuse  de  potasse  et  de  soude  qu'on  utilise  pour  les  deux  opérations 
suivantes  : 

On  en  prend  100  cm^  que  l'on  chauffe,  en  y  dirigeant  un  courantdechlore,  jusqu'à  ce  que  celui-ci  cesse  d'ê- 
tre absorbé  ;  on  évapore  alors  à  sec  le  produit  de  la  réaction  et  on  le  chauffe  progressivement  jusqu'à  une 
température  suffisamment  élevée  pour  qu'il  ne  laisse  plus  dégager  de  gaz.  Le  poids  du  résidu  ainsi  obtenu  est 
de  10  grammes  et  il  s'est  dégagé  un  volume  V  de  gaz  pendant  la  calcination. 

Cet  ensemble  d'opérations  a  finalement  transformé  les  100  cm^  de  la  solution  initiale  en  un  mélange  solide 
de  chlorures  de  potassium  et  de  sodium.  On  dissout  ce  mélange  dans  500  cm^  d'eau,  lesquels  sont  contenus 
dans  un  calorimètre  ;  dans  ces  conditions,  on  observe  que  la  température  du  liquide  s'abaisse  de  15»  à  14°,26. 

Déduire  de  ces  deux  résultats  les  proportions  respectives  de  potasse  et  de  soude  contenues  dans  un  litre  de  la 
solution. 

Calculer,  à  Oo  et  760  mm.,  le  volume  V  de  gaz  dont  il  est  question  dans  la  première  opération. 

Poids  atomiques  :     K  =  39,     Na  =23,     0  =  16,     H  =  1,     Cl  =  35,  5. 

Chaleurs  moléculaires  de  dissolution  :  KCl  =  — 4,39,  NaCl  =  —  1,26,  évaluées  en  grandes  calories  par 
molécule-gramme  de  substance. 

Calorimètre  et  accessoires  évalués  en  eau  :  5  grammes. 

N.B.—  Pour  simplifier  les  calculs,  on  admettra  que  la  dissolution  des  chlorures  ne  modifie  pas  le  volume 
de  l'eau  et  que  la  chaleur  nécessaire  pour  élever  de  1°  la  température  de  1cm'  de  la  solution  soit  égale  à  l'unité. 
Si  l'on  croyait  en  avoir  besoin,  on  prendrait  la  densité  de  l'hydrogène  égale  à  0,06î)3. 

(Durée  :  2  heures.) 
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Concours  de  1909  [fin). 


1813.    —  On   considère  la  partie   de  la  cycloïde     .v  =  (i{l  —  sin  /),  ij  =  a{\  — cos  t)    pour 

laquelle  0  <  <  ^  Su.  Calculer  Vaire  et  le  volume  de  révolution  engendrés  par  celle  courbe  tournant 
autour  de  0.x.  Peul-on  déduire  de  ce  calcul  le  centre  de  gravité  du  périmètre  et  de  l'aire  de  la  courbe  ? 

Même  problème  pour  la  partie  de  celte  courbe  comprise  entre  les  parallèles  à  Og  menées  par  les  points 
<  =  G,     t  =  t^   C'i-n. 

On  sait  que  l'élément  d'aire  d'une  surface  de  révolution  engendrée  par  la  rotation  d'une  courbe 
autour  de  Ox  est  '■2-gds.  Nous  avons  donc  à  calculer  yds  en  fonction  de  t  el  à  intégrer  ensuite  la  diffé- 
rentielle ainsi  obtenue  do  0  à  Hr., 
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Or         dx  =  a{l  —  cosO  dt,  dij  =--  n  sin  Idl,         et  ds  =  ^dx^-  +  dy-  =  adt  y/S  (1  —  cos  t), 

t     , 
ds  —  ^n  sin  -^  dt  ; 

t  .     . 

le  signe  à  choisir  est  bien  le  signe  -h puisque,  dans  l'intervalle  (0,  iu),   sin  —  reste  positif  ainsi  que  y. 

L'aire  engendrée  par  l'arceau  de  cycloïde  est  donc 

(1  —  cosOsin— rf<,  ou  A  =  BTTfl-  /       sin^  — c/^. 

D'autre  part,  |     sin^  -^  dt  peut  s'écrire  |  (  1  —  cos'^  —  )  sin  —  dt 

ou  —  2  /  (  1  —  cos2  _  V^cos—  =  -2  I  (l  —u^)du;  l'intégrale  indéfinie  est  donc 

et,  aux  limites,  la  variable     u  =  cos—      prend  les  valeurs    1  et  —  1  ;     nous  avons  donc     4  (  1  —  —  j 
ou      —      pour  valeur  de  celte  intégrale  définie,  et    A  =  -— ua^. 

o  o 

Passons  maintenant  au  volume. 

L'élément  de  volume  est  ■ny'^dx,   ou,  en  fonction  de  t, 

do  =  Tict  {{  —  cos  tfdt  =  Sua'  sin*"'  -  c//  =  IGua^  sin^  0  de, 

en  posant    t  =  26. 

Calculons  /  sin^erf6  =  Jg. 

En  intégrant  par  parties,  nous  avons    /   sin^  6  sin  OrfO  =  —cos  0  sin^  0  +  5    /  cos^  6  sin*  0  rfe  ; 

or,     cos^  0=1  —  sin^  0  ;     par  conséquent  la  deuxième  intégrale  peut  s'écrire 

r  (1  —  sin^O)  sin^Ô(ie  =  J4  —  Jg  ; 

nous  avons  donc  finalement  la  formule  de  récurrence    6Jg  =  5J4  —  cosO  sin^  0. 
Nous  aurons  de  même 

4J4  =  3J2  -  cos  0  sin^  0,  2J2  =  Jo  —  cos  0  sin  0. 

Prenons  maintenant  toutes  ces  intégrales  entre  0  et  tt:  ;  nous  obtenons    Jo='^    et  ensuite    J2=— , 

_  3ti  5tc 

Ji  =  — >       Jfi  ^  — —  • 

«  16 

D'autre  part,  le  volume  engendré  par  l'aire  de  l'arceau  de  cycloïde  envisagé  est  donné  par 

V  =  167ra3    r"sin"  erfO,  donc  N  =  ^^^a\ 

Jo 

Pour  avoir  le  centre  de  gravité  du  périmètre  et  celui  de  l'aire  de  la  courbe,  il  suffit  d'appliquer  les 
théorèmes  de  Guldin. 

Chacun  de  ces  centres  de  gravité  est  évidemment  situé  sur  la  droite  x  =  au,  qui  est  un  axe  de 
symétrie  ;  il  suffit  donc  de  trouver  Vy . 
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Ci  32^2 

Ponr  le  périmètre,  nous  avons      2-/(y  =  — -  7:a^      y  =  ■         ,      en    désignant  par  /  la  longueur 

de  l'arceau  ;  or      '  =    /      rfs  =  2a  /      s\n  -^  dl  =  -  4a    (  cos  —  |     =  8a. 

4a 
L'ordonnée  du  centre  de  gravité  du  périmètre  de  l'arceau  de  cycloïde  est  donc  égale  à      — -  • 


3 


T-A,3 


o-a 


Pour  le  volume,  nous  avons  de  même     2-A?/  =  5^T2a^     y  =  ~-^-  ,       en  appelant    A    l'aire  de  la 

courbe.  Or  cette  aire  est  donnée  par 

A  =    /       ydx  =    I  ""  a2(l  —  cos  ffdl  =  ia'    /       ?in*  -j  dl  =  8ri^  /     sin'-O  rfO  =  8a»J,. 

g- 
Nous  avons  trouvé  plus  haut    J4  =  -—  ;      donc  ïy  du  centre  de  gravité  de  l'aire  est  donné  par 

o 

oTca^  5a 

■'^-^. =— • 

2  -^  8a2 

La  dernière  partie  du  problème  ne  présente  auounp  difficulté  nouvelle  :  il  suffit  de  prendre  chacune 

intégrales  en( 

sera  par  exemple 


des  intégrales  entre  les  limites  0  et  /,  pour  /,  ou  0  et      —      pour  0  ;  Taire  de  la  surface  de  révolution 


A  =.  _  8r.a'  2(^cos  Y  -  y  cos^  j)^    =  l^^^a'     ("3  ~  ''°'  Y  "^  T  ~J )  ' 

Celte  expression  peut  d'ailleurs  s'écrire  autrement,  mais  cette  transformation  n'a  aucun  intérêt. 

Pierre  SALLERON,  à  Albi. 

Bonnes    solutions:    MM.    A.  Rousseau,  à  Amiens:    (i.  I.ach,   ;i  Denain  ;  itt.  Hogon,  à  Saint-Flour  ;   R.  Manbn,  à    Albi 
E  -N.  Bauisien  ;  M.  Mazet,  à  Sétif  ;  G.  ForcitY,  à  Keims  ;  A.  Courtois. 


Igl4    \o  Lieu  des  points  P  rf'wn  plan  d'où   Von  voit  une  parabole  donnée  dans  ce  plan  sous  uii 

angle  constant  a. 

'io  Enveloppe  des  cordi's  AB  de  contact  des  tangentes  issues  de  chacun  de  ces  points  P. 

1°  L'équation  de  la  tangente  à  la  parabole  en  fonction  du  coefficient  angulaire  est 

P 
y  =  mx  +  -—  • 

'  2m 

En  exprimant  qu'elle  passe  au  point  {x,  y),  nous  avons  la  relation     2w2a;  —  2mj/ -1- ;j  =  0,     qui 
donne  les  deux  coefficients  angulaires  des  tangentes  qui  passent  au  point  (x,  y). 
Appelons  m'  et  m"  les  deux  racines  de  cette  équation  ;  nous  aurons  la  relation 

m'  —  m" 

-—    =    [gr,     =     k. 


1  -\-m'm" 


(jr     m'  -\-m"  =  —,     m'rn"  =  -?-  ;     donc  Téciuation  du  lieu  est     .  / 1- L.  =  /,(  ^  _4_  — -  ) 

.x  2a:  Y    x^  x  \  2.r  / 

ou       (1)  y^-^px  =  l,-^(^x-i-^y  . 

Le  lieu  du  point  1'  est  donc  une  coniqu(\  Cette  coiii(|ue  a  pour  direclioii  asymptotique 
y2  _  1^2^.2  —  {)^  ou  y  —  lix,  y  =  —  lix  ;  elle  est  en  outre  doublement  tangente  à  la  parabole  aux 
points  de  rencontre  avec  la  directrice. 
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C'est  donc  une  hyperbole  ayant  pour  axe  de  symétrie  ox,  pour  foyer  le  foyer  de  la  parabole  et  dont 
le  demi-angle  des  asymptotes  est  a.  Les  sommets  sont  sur  ox  et  ont  pour  abscisses  les  racines  de 
l'équation 


A-2 


il      ^2 


-h2px  =  0. 


Ces  deux  nombres  sont  de  part  et  d'autre  du  nombre 


P 


ainsi  qu'il  résulte  immédiatement 


de  ce  fait  que  le  résultat  de  la  substitution  de  ce  nombre  est  négatif,  et  aussi,  géométriquement,  de  ce 
que  l'une  des  directrices  de  l'hyperbole  coïncide  avec  la  directrice  de  la  parabole,  et  en  outre,  de  ce  que 
l'hyperbole  est  tout  entière  à  l'extérieur  de  la  parabole. 

L'une  des  branches,  celle  qui  entoure  la  parabole,  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  obtus  égaux  à 
Ti  —  a,  et  circonscrits  à  la  parabole;  l'autre  est  le  lieu  des  sommets  des  angles  aigus,  égaux  à  a  (si  « 
est  aigu). 

Tout  ceci  est  évident  géométriquement.  Il  suffit  en  effet  de  se  rappeler  la  théorie  de  la  construction 
des  tangentes  à  la  parabole  menées  par  un  point,  et  qui  est  basée  sur  ce  fait  que  la  podaire  du  foyer  d'une 
parabole  est  la  tangente  au  sommet. 

On  décrit  sur  PF  comme   diamètre  un  cercle  et  on  prend  les  points  de  rencontre  A'  et  B',  avec  la 

tangente  au  sommet  ;  les  deux  tangentes  issues  du  point  P  sont    PA' 
et  PB'. 

Si  elles  font  entre  elles  l'angle  a,  cet  angle  est  aussi  l'angle  du  rayon 
CA'  de  ce  cercle  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  C  sur  la 
tangente  au  sommet.  On  a  donc    CD  =  GA'  ces  a,     c'est-à-dire 

CA'  C£  _      1 

CD"  ^"  CD  ~  cosa  ' 

En  doublant  ces  deux  longueurs  et  en  appelant  PE  la  perpendiculaire 
abaissée  de  P  sur  la  directrice,  on  voit  que 

PF  _      1      _ 

PE  COS  a 

Le  lieu  du  point  P  est  donc  une  hyperbole  qui  a  même  foyer  et  même  directrice  que  la  parabole. 

Sur  la  branche  de  droite,  celle  qui  est  comprise  entre  la  parabole  et  la  directrice,  l'angle  qui  ren- 
ferme la  parabole  dans  son  intérieur  est  obtus.  Sur  la  branche  de  gauche,  il  est  aigu.  Ces  deux  angles 
sont  a  et    Tt  —  a. 

2°  L'enveloppe  de  AB  est  la  conique  polaire  réciproque  de  cette  hyperbole  par  rapport  à  la  para- 
bole. Nous  avons  donc  à  trouver  l'enveloppe  de  la  polaire  du  point  'a,p)  par  rapport  à  la  parabole 

px  —  jîj/  -f-î9a  —  0. 


sachant  que  a  et  ^  vérifient  la  relation       p- 


Ceci  nous  montre  que  par  un  point  quelconque   {x,  y)   du  plan  il  passe  deux  polaires  de    cette 
espèce.  Pour  les  déterminer,  nous  éliminerons  [Centre  les  deux  équations,  et  nous  aurons 

L'enveloppe  sera   donnée  en  exprimant  que  cette  équation   du  second  degré  en  a  a  une  racine 
double.  L'équation  en  a  s'écrit  d'abord 

(p2  _  /^.2^2j  .^2  4_  ^fpi  X  —  py-—  p  —  .V"  )  a  -^  P'a;"'  —  k'  ^-y-  =  0  ; 
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puis  la  condition  pour  qu'il  y  ait  une  racine  double  est 

(px  -  ,y2  _  i|i y-  _  (p.  _  /,2^2)(^^o.  _  /_,  ?yi^  _  ^ 

Elle  contient  en  facteur  ^/^  et,  comme  y  a  été  supposé  différent  de  0,  il   n'y  a  qu'à  supprimer  ce 
facteur  et  conserver  l'autre.  L'équation  de  l'enveloppe  est  donc 

ou 


(1  +  /c2)y2  ^  kix'  —  p.r(2  +  h] 
Celte  équation  s'écrit  encore 


y.  _  2;,a.  +  /c-^[^(|,.  _  JLy  +  ,/'-J  =  0, 


et  cette  dernière  forme  montre  que  l'enveloppe  fait  partie  du  faisceau  linéaire  déterminé  par  la  para- 
bole et  le  cercle  de  rayon  nul  qui  a  son  centre  au  foyer. 

Cette  conique  est  donc  une  ellipse  ayant  pour  axe  de  symétrie  l'axe  de  la  parabole,  et  ayant  pour 
foyer  et  directrice  adjointe  le  foyer  et  la  directrice  de  celle-ci. 

II  serait  facile  d'avoir  une  solution  géométrique  du  problème  en  transformant  la  ligure  par  polaires 
réciproques,  la  conique  de  base  étant  un  cercle  dont  le  centre  est  un  foyer  de  la  parabole.  La  parabole 
devient  un  cercle  ;  les  tangentes  PA  et  PB,  deux  puinls  de  ce  cercle  tels  que  la  corde  correspondante  soit 
vue  du  centre  sous  un  angle  constant  ;  la  polaire  AB  du  point  P  devient  le  pôle  de  cette  corde.  La  suite 
est  évidente. 

Louis  SIRE,  à  Lyon. 

lionnes  solutions  :  MM.  Baiusiev  ;  Dkpeiiiiois,    à  Chiirtres  ;  A.  Couinois,  à  Douai  ;  Hugon,  à  Saint-Flour  ;  G.  Fodchv,  à  Reims  ; 
Salluron,  à  AIbi  ;  V,.  Lacii,  à  Denain  ;  A.  Rousskau,  à  Landrecies  ;  G.  Estebkn. 


1815.  —  Calculer  approximalioemenf,  à  un  centième  près  autant  que  possible,  la  valeur  de  la  série 


sm  tf        f  sin  V  Y   ^  /  sm  (p 


1 

où     tp  =  ::29  degrés. 

La  série  proposée  est  évidemment   converiiente  :  en  effet    u„  =  i ^)        et    "/"^  = -^ 

V     n      /  n 

quantité  qui    tend  vers  0  quand  n  grandit  indéfiniment.   Ceci  prouve  que    la  série   est  convergente 

quel  que  soil  o^  et  en  particulier  pour    9  =  211". 

Cela  posé,  la  règle  à  calculs  donne      sin  o  =  sin  29°  =  0,485,       - — -  =  0,243,  '    =  0,162, 

sin  o        r,    -M  ^^'^  f  sin  o  l 

— ;— ^  =0,121     et      — ^: —  =0,0975.     Nous  voyons  donc  que    — ^   est  plus    petit  que   -r?r  '    P'^'' 

/  sin  f  Y  1 

suite      {— — j    <  TTTT'    Donc,  en  calculant  cbaque  terme  avec  quatre   décimales  exactes,  il  suffira 

a  aller  jusqu  a    (    —^ —  1   . 

Nous  trouvons  de  même         (-^)    =0,059.  /  J!!!il  V  =  0^0043,  (—7-^)    =0,0002, 

et  la  somme  de  tous  ces  termes  est  1,5485. 

D'autre  part,  le  reste  de  la  série  est  plus  petit  que 
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111  111 

ou 


10=^         10^  10^  10^  1  <)xlO^  ■ 

Si  donc  nous  prenons  1,54  pour  somme  de  la  série,  nous  commettons  une  erreur  moindre  que 

85  4  1     _  _9U^  1 


10*         10'  10*  10*    "   lO'^ 

La  somme  de  la  série  calculée  avec  deux  chiffres  exacts  est  donc  liS'i  et  elle  est  très  voisine  de  1,53. 

1 
C'est  1,55  à  près,  par  excès. 

Le  calcul  est  non  moins  facile  par  logarithmes.  Nous  avons 
logsinSO"  =  f,68557,  colog  2  =  1,69897,  colog  3  =  1,52288,  colog  4  =  1,39794. 

Ecrivons  la  série  ainsi  : 

1  -+-  î/i  -I-  Wo  -H  W3  H-  '-«i  -t-  •  •  • , 
nous  aurons 

iog  «,  =  1,68357,  log  v/m2  =  1,38434,  log  V^T  =  1,20845,  \og\/u\  =  1,08331  ; 

par  conséquent 

log  M,  =  T, 68557,  log  ih  =  ^,76908,  logWg  =  3,62535,  log  m  =  4,33404. 

Les  tables  nous  donnent  immédiatement 

u,  =  0,i848,  «2  =  0,0601,  «3  =  0,0042,  u,  =  0,0002 

et  1h-Wi  H- î'2  +  i/3-H?/4  =  1,5491. 

Le  reste  s'achève  comme  précédemment  et  nous  voyons  que  si    1,54  est   la  valeur   approchée  par 

défaut  à  —rrr-r  près,  il  vaut  mieux  prendre  1,55  quiestapproché  par  excès,  mais  beaucoup  plus  approché 

que  le  nombre  précédent. 

Honnes  solutions:  MM.  G.  Lach,  à  Denaiti  ;  G.  Foucuy,  à  Reims  ;  A.  Rousseau,  à  Landrecies  ;  SAi-LERON,à  Albi  ;  M    Hugon, 
à  Saint-Flour;  A.  Courtois,  à  Douai. 


1816.  —  Deux  points  ntohiles  m  et  m'  se  déplacent  sur  deux  droites  D  et  D'  données  dans  l'espace,  sous 
l'action  de  forces  accélératrices  constantes.  Ils  partent  de  deux  points  k  et  B  donnés  suri)  et  I)',  oùils  se  trou- 
vaient primitivement  au  repos  ou  animés  de  vitesses  initiales  connues,  dirigées  suivant  les  droites  D  et  D'. 

On  demande  à  quelle  époque  la  distance  qui  les  sépare  sera  mini'num  et  quelle  sera  la  grandeur  de  cette 
plus  courte  distance. 

Examiner  le  cas  où  les  vitesses  iizitiales  différant  de  zéro,  les  forces  accélératrices  seraient  supposées 
nulles, et  celui  où  les  deux  droites  Det  \)'  étant  dans  unmêmeptan,les  deuxpoints  mobiles  peuvent  .se  rencontrer. 

Prenons  pour  axe  des  z  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites,  pour  origine  le  milieu  de 
cetle  perpendiculaire  commune  et  pour  axe  des  x  la  bissectrice  des  deux  demi-droites  qui  indiquent  les 
sens  des  mouvements  des  deux  mobiles,  ou  des  accélérations.  Soient  «  l'angle  de  la  première  droite 
avec  ox  et  A  sa  cote,  —  a  l'angle  de  la  seconde  et —  /«  sa  cote.  Appelons  p  et  p'  les  espaces  comptés 
sur  les  deux  droites  à  partir  du  pied  sur  chaque  droite  de  la  perpendiculaire  commune.  Nous  aurons 

ç>  =  a-hvt~h^,  p' ^  a' -^  u7 -4-  ^  , 

a,  a   étant  les  valeurs  de  p  et  p'  au  temps     i  =  0,     v,  v'     les  vitesses  initiales  et  g,  g'  les  accélérations. 

Nous  supposons  les  accélérations  positives. 

Les  coordonnées  du  premier  mobile  sont  alors     x  =  p  cos  a,  V  =  ?  sin  a,  z  ^  h  : 

celles  du  second,  x'  =  p'  cos  a,  y'  =  —  p'  sin  a,  z'  =  —  h. 
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Le  carré  de  la  distance  des  deux  points  est  donc 
/2  =  (p  —  p')2  cos^  a  +  ip-h  ?')-  sin2  a  -^  Ah\  ou  /^  =  (p-  -+-  o'^j  —  "ipo'  ces  2a  -4-  4/i-. 

Pour  qu'elle  soit  minimum,  il  faut  que  le  trinôme     p^  -h  p'^  —  2pp'  cos  2a     soit  minimum. 
Or  c'est  une  fonction  de  l  du  quatrième  degré  ;  par  conséquent  la  dérivée  est  du  troisième  degré 
en  <,  et  l'on  ne  peut  rien  dire  de  précis  du  cas  général. 

Supposons  V  et  v'  nuls,  c'est-à-dire  les  deux  points  au  repos  à  l'époque     t  =  0,     ce  que  nous  pou- 

vons  toujours  réaliser  dans  le  cas  où  les  deux  mobiles  s'arrêtent  en  même  temps.  Alors    p  =  a -i — —, 

q'i- 

p'  =  «'+  -^   ,  et  le  Irmome  a  étudier  est  un  trmome  bicarré  en  t, 

^  Z^   l' -h  a  —  a' Y  cos^  OL -^  (  ^^^  t^-^a^a']  sin^a, 


r 

ou  —  [(g  —  g'y  cos'~  ce -j^  (g  ^  g'y-  sin- cl]^  r-[{a  —  a'){g  — g')co'i^  CL  -i-(a^a'){g-+-g')sm^a] 

-+-  (fl  —  a')-  cos-   a  -t-  (a'H-  a)'sin2  a. 
Le  premier  coefficient  est  positif;  le  trinôme  est  donc  minimum  pour  la  demi-somme  des  racines, 
c'est-à-dire  pour 

^2  ^  _  o  («  —  a')(9  —  ^')cos-^  g  +  (g  -+-  a')ig  -h  g')  sin^  a  ^ 

{g— g')-  cos' <x^(g-^g'y- Sin^  a. 

D'après  nos  raisonnements,  la  valeur  positive  de  t  seule  est  acceptable,  car  nous  supposons  que 
les  points  partent  effectivement  des  points  a  et  a'  avec  des  vitesses  nulles.  Si  on  envisage  les  mouve- 
ments complets  donnés  par  les  formules 

gt^  ,         ,       9'f' 

p  =  «+V'   .      p=«  +  V' 

les  deux  valeurs  de  t  sont  acceptables. 

Supposons  maintenant  g  et  g'  nuls;  alors  p  =  a-\-vt^  p'  =  a'-^rv't,  et  nous  supposerons  v  et  v' 
positifs.  Danscecas,  l^  est  un  trinôme  en  t, 

[a  —  a'  -h  (u  —  v')  tf  cos^  «-}-[(«-+-  a')  -h  {v -+-  v')  t]^  sin2  a, 
ou  f^Kv  —  u')2cos2a+ (u -t-u')'''sin-a] 

-H  2/  [{a  —  a'){o  —  u'jcos^a  -f-  (a  +  a')  {v  -^v')s\n^oL] 
-\-{a  —  a'f  cos2  a —  (a  -t-  df  sin^  a. 
Ce  trinôme  est  minimum  aussi  pourla  demi-somme  des  racines, 

_         (a  —  a!){v  —  v'jcos-a -i-(a-i-a')(y-|-u')  sin^  a 
(u  —  v'Y  cos^  a  H-  (u  -f  v'y-  siii-  a 
Voyons  ce  qui   arrive   dans  le   cas   où    les   mobiles   peuvent   se   rencontrer.    Alors     h  =  U,     et 
p  =  0,     p'  —  0,     au  même  temps  t.  Ceci  s'pxprime  en  écrivant  que  les  deux  équations  en  /, 

■^  -i-  vt -+- a  =  0,  ^^ ^v't-ha'=0, 

ont  une  racine  commune,  ce  qui  donne     (ga'  —  ag'f  —  2  {go'  —  vg')(va'  —  av')  =  0. 

La  racine  commune  aux  deux  é(juations,  /  =  0,  est  évidemment  une  des  solutions  de  réquatlon 
en  /,  et  l'équation  du  troisième  degré  dont  nous  avons  parlé  antérieurement  s'abaisse  alors  au  deuxième 
degré.  Il  resterait  à  voir  si  les  deux  autres  racines  correspondent  à  des  maximums  ou  minimums,  c'est- 
à-dire  à  étudier  le  signe  de  la  dérivée  seconde  pour  chacune  d'elles. 

Si    dans    ce   cas-là,    on    suppose    encore    ^  =  0,     <;' =  0  ;     alors        — ^  =  — ;- ,      et   en   posant 

a'         ,         v'         , 

—  =  A",       —  =  A-,     on  trouve  que,  pour  le  minimum, 

a  V  T       '  r 
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(a  —  a')(u  —  u')  cos^  a  H- (a -h  a')(u -h  u')  sin^  a      ,     .                av    (l  —  A;)-cos2  a-i- (1 -+- /it- sin- a 
l  ^  — -^ 1 ; -1 1 QsviPnt    — —  - - - ■ 

(y_y')2cos2a  +  fU  +  u7  Sin^a  ^  U*     (l_/cj2c05='a-h(l-h/t/siu-a    ' 

a 
ou     l  = ,      ce  qui  est  bien  la  valeur  qui  annule  p  et  p'. 

Bonne  solution  :  M.  G.  Lach,  à  Deniiin. 

Solutions  satisfaisantes:  MM.  Hugon,  lycée  Louis-le-Grand  ;  A.  Coortois,  à  Douai. 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-ÉTIENNE  [Concours  de  1909.) 


1827.  —  Un  poids  P  de  bioxyde  de  manganèse  est  divisé  en  deux  parties,  p  et     P  —  p. 

On  chauffe  p  avec  un  excès  d'acide  chlorhydrique  jusqu'à  cessation  de  tout  dégagement  gazeux,  et  l'on 
fait  passer  le  gaz  obtenu  dans  une  solution  concentrée  et  chaude  de  potasse.  La  solution  est  ensuite  évaporée 
à  sec,  puis  calcinée  au  rouge  vif.  Pendant  la  calcination  on  recueille  le  gaz  qui  se  dégage  ;  il  occupe  le 
volume  V. 

L'autre  partie  est  calcinée  au  rouge,  et  le  gaz  recueilli  occupe  également  le  volume  V. 

1°  Quel  est  le  rapport  -^  ^ 

2°  On  mélange  le  volume  2V  de  gaz  à  une  petite  quantité  d'air  occupant  le  volume  x.  Pour  évaluer  x, 
on  introduit  le  volume  total  2V  -t-  a;  dans  un  eudiomèlre,  et  on  le  mélange  à  un  volume  double  de  bioxyde 
d'azote.  La  réaction  terminée,  on  absorbe  les  vapeurs  nilreuses  par  la  potasse,  et  l'on  constate  le  volume 
résiduel  V.   Tout  calcul  fait,  on  trouve     x  =  lO'"°^ 

On  demande  quel  était  le  poids  initial  de  bioxyde  de  manganèse  P  et  quelle  quantité  de  bioxyde  d'azote 
aurait  été  suffisante  pour  provoquer  une  réaction  complète  dans  l'eudiomètre. 

On  prendra     0  =  16,     Mn  =  55. 

On  admettra  que  tous  les  volumes  sont  mesurés  dans  les  conditions  normales  Qo  et  760°"",  et  que  les 
molécules  gazeuses  occupent  dans  ces  conditions  22', 32. 

Enfin,  on  supposera  que  l'air  est  formé  simplement  par  le  mélange  de  79  volumes  d'azote  avec  21  volumes 
d'oxygène. 

1°  Une  molécule-gramme  de  bioxyde  de  manganèse  pesant  87  grammes,  on  met  en  jeu  dans  la 

p 
première  réaction  une  fraction  de  molécule  égale  à  -^—,  d'où 

"87 


-^)Mn02  +  4HC1  =  MnCP  -+-  Cl^  +  SH^oj  • 


Puisque  la  solution  de  potasse  est  concentrée  et  chaude,  on  a  ensuite 
-^  JCP  -H  2K0H  =  |-  KGl  H-  |-  ClO^K  +  H^oj  • 
Enfin^  le  chlorate  étant  calciné  au  rouge,  la  réaction  s'écrit 

AJiciO'K=lKCI  +  0 


Il  résulte  de  là  que  le  volume  V  est  égal  à 

P 


g7  X  11M6. 
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La  deuxième  série  de  réactions  donne  de  même 


87 
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2°  Le  volume  2V  est  entièrement  constitué  par  de  l'oxygène  ;  on  lui  ajoute  un  volume  x  d'air  ;  donc, 

dans  le  volume  total     2V  -+-  x,     on  aura 

2V  + 0,21a:     d'oxygène        et         0,79x  d'azole. 

On  introduit    2V  +  .x     dans  un  eudiomètre  et  on  ajoute  un  volume  double,   donc     4V-t-2x     de 

bioxyde  d'azole.  Celui-ci,  au  contact  de  l'oxygène,  donne  la  réaction 

AzO  -t-  0  =  AzO^, 

et  le  peioxyde  d'azote  est  absorbé  par  la  potasse.  Dans  celle  réaction,  le  volume  du  bioxyde  d'azote  est 

double  de  celui  de  l'oxygène  ;  donc,  au  volume     2V  -h  0,21a:     d'oxygène,   il  s'est  combiné     -4V  -+-  0,42a; 

de  bioxyde  d'azote,  de  sorte  que  le  volume  V  qui  resie  dans  l'eudiomètre  se  compose  de  Û,79x  d'azole 

et  de     4V  H- 2a?  —  (4V  + 0,42a?)  =  i,58a;     de  bioxyde  d'azole,  soit  en  tout  2,37.x'.  Remplaçons  x  par  lU, 

Y  __  23c"'3  7_ 

Egalons  à  ce  nombre  la  première  expression  de  V  : 

^X  11,160  =  23,7. 
87 

g 

D'autre  part,     P  =  —p.     On  en  déduit 

5        23,7x87 

f  =  T^-fMS^  =  "''«• 

Enfin,  il  y  avait  dans  l'eudiomètre  un  volume  d'oxygène  2V -i- 0,21a;  ;  le  volume  de  bioxyde 
d'azote  suffisant  pour  provoquer  une  réaction  complète  eût  été  4V-|- 0,42a:.  En  remplaçant  V  et  x 
par  leurs  valeurs,  on  trouve 

Camilli-:  TEULIÈRE,  à  Toulouse. 

Bonnes  solutions  de  MM.  Gébin,  à  Lyon,  et  Léonzi,  lycée  de  Bordeaux. 

Assez  bonnes  solutions  de  MM.  CouiiTois  et  NtMiiE.  MM.  Lach  et  Manen  ont  supposé,  entre  l'oxygène  et  le  bioxyde 
d'azote,  des  réactions  complexes  qui  pourraient  en  réalité  se  produire  dans  une  faible  mesure,  d'ailleurs  impossible  à  dé- 
terminer, mais  qui  devaient  être  négligées  ici. 


CONCOl  I{S  DK  1910 


ECOLE  CENTRALE 

Géométrie  analytique  et  Mécanique. 

l.  —  Vecteiir-vitossc  et  vccteur-arcélôralion  d'un  poinl  animé  d'un  mouvcmont  cironlairo  uniforme:  posi- 
tions et  cxpression.s,  sans  dénionslralion.  R  rayon  du  cercle,  tu  vitesse  angulaire. 

IL  —  1873.  Soient  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires  Ox,  ()»/.  (>-,  OA  un  axe  fixe  défini  parle  point 
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A  de  coordonnées  xq,  y^,  jq  ;  M  un  pointinvariablement  liéà  l'axe  OA  et  qui  tourne 
•  autour  de  OA  avec  une  vitesse  angulaire  constante  w.  Donner,  sans  démonslralion, 
les  expressions  des  composantes  suivant  Ox,  Oij,  Go  du  vecteur-vitesse  du  point  M, 
à  l'instant  où  ses  coordonnées  sont  xi,  iji,  z\.  l.e  sens  positif  de  la  rotation  est  le 
sens  airect  par  rapport  à  un  observateur  ayant  les  pieds  en  0  et  la  tète  en  A  (le 
sens  direct  est  de  gauche  à  droite). 

Application    numérique.    —    On    donne     ajy  =  1,     i/o  =  4,      3o  =  8,     a^i  =  18 
i/i  =  14,     3i  =  H.     M  fait  27  tours  par  minute  sexagésimale  autour  de  OA    dans 
le  sens  positif.  L'unité  de  temps  est  la  seconde  sexagésimale,  l'unité  de  longueur 
le  centimètre.  Calculer  les  composantes  suivant    Ox,  0;/,  Oz   du  vecteur-vitesse 
de    M,    à  un   centimètre    près. 

m.  —  1874.  On  considère  la  conique  (C) 

x^  -+-  4j/2  —  2py  =  0 

rapportée  a  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy  ;  p  désigne  un  segment  rectiligne  donné.  Dans  son  plan  on  prend 

un  point  M  d'abscisse  a  et  d'ordonnée  6.  On  joint  l'origine  0  à  deux  points  P  et  I"  diamétralement  opposés 

sur  (C),  et  du  point  M  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  OP  et  OP';    soient   Q  et  (J'   leurs  pieds  respectifs 

sur  ces  droites,  les  points  P  et  P'  décrivant  (C). 

1°  Etablir  la  relation  à  coefficients  constants  qui  lie  les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  OP  et  de  OP'. 

2°Démonlier  que  la  droite  QQ'  passe  par  un  point  fixe;  soit  S  ce  [)oint.  Calculer  les  coordonnées  de  S  en 
fonction  de  celles  de  M. 

3°  La  conique  (C)  restant  fixe,  ainsi  que  Ox  et  Oy,  le  point  M  étant  mobile  et  par  suite  aussi  le  point  S 
qui  lui  correspond,  on  demande  les  lois  du  mouvement  de  M  projeté  sur  Ox  et  Oy,  dans  l'hypothèse  où  le 
vecteur-accélération  de  M,  pour  chacune  de  ses  positions,  est  le  vecteur  MS  correspondant.  On  supposera  qu'à 
l'instant  pris  pour  origine  du  temps  la  vitesse  de  M  est  nulle  et  que  ses  coordonnées  ao  et  %  sont  données 
positives. 

40  Construire  la  trajectoire  du  point  M  et  discuter  le  sens  de  son  mouvement  sur  cette  trajectoire. 

{8  juin,  de  7  h.  à  11  h.) 

Physique  et  Chimie. 

I.  —  Etablir  par  le  calcul  la  formule  donnant  les  conditions  de  sensibilité  d'une  balance  lorsque  les   trois 

axes   parallèles   de  suspension  ne  sont   pas  dans  un  même  plan;  décrire  la 
méthode  de  pesée  à  charge  constante. 

IL  —  1875.  Un  fil  AB  indéfini,  d'épaisseur  négligeable,  est  chargé  unifor- 
mément d'électricité  de  densité  À  par  unité  de  longueur;  écrire  l'expression  de 
la  composante  du  champ  ^t  produit  par  un  élétrient  di  en  un  point  P  à  dis- 
tance a  du  fil  et  en  déduire  le  champ  3C  en  ce  point  P. 

Calcul  numérique  —  Trouver  dans  le  système  des  unités  électrostatiques 
la  valeur  de  3C,  sachant  que  la  charge  du  fil  est  de  4coulumbs^5  par  kilomètre  et 
que  le  point  P  est  à  S""  du  fil    (K  =  1). 

III.  —  Acide  orthophosphorique. 

IV.  —  1876.  A.  —  On  chaufie  2s,5  d'un  mélange  parfaitement  secd'oxalale 
neutre  de  potassium  (G^O^R^)  et  de  formiate  de  potassium    (II-GO^K)   avec  un 

excès  d'acide  sulfurique  concentré.  Il  se  dégage  un  mélange  gazeux  qu'on  recueille  dans  un   tube  eudiométri- 
que  gradué  sur  la  cuve  à  mercure. 

B.  —  Dans  cet  eudiomètre  on  introduit  une  solution  aqueuse  froide  dépotasse  en  excès  et  on  agite.  On 
absorbe  ainsi  un  volume  gazeux  égal  àO',223. 

C.  —  On  fait  passer  dans  l'eudiomètre,  contenant  avec  la  solution  de  potasse  un  résidu  gazeux,  une  masse 
de  peroxyde  de  sodium  telle  qu'après  le  passage  de  l'étincelle  le  volume  gazeux  soit  nul. 

On  demande  : 

1»  La  composition  du  mélange  salin  initial  employé  pour  réaliser  l'expérience  A  ; 
2°  La  nature  du  gaz  absorbé  par  la  potasse  pendant  l'opération  B.  Ecrire  la  réaction  ; 
3»  Quelles  réactions  se  passent  en  C,  quel  est  le  volume  du  gaz  produit  après  l'introduction  du  peroxyde 
de  sodium. 
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Calculer  la  masse  du  peroxyde  de  sodium. 

On  supposera  que  les  réactions  sont  complètes  et  qu'il  n'y  a  pas  de  pertes. 

On  ne  fera  pas  les  corrections  de  température,  pression,  etc. 

Chaque  candidat  reçoit  un  tableau  des  poids  atomiques. 


(8  juin,  de  2  h.  112  à  5  h.  1/2.) 


1877.  — 

Le  cadre 


w' 

z,' 
s' 

o' 

y 

Y 

w  o       s          z. 

les  points  et 

Nota.  — 
de  contact. 


impure  de  géométrie  descriptive. 

Titre  extérieur  :  Hyperboloïde  et  cône.  —  Titre  intérieur  :  Solide  commun, 
a  270mm  sur  450™™,  as  est  le  petit  axe  du  cadre.  Les  lignes  de  rappel  sont  perpendiculaires  à  a^. 
%o'  =  50™-",  oo'  =  sa  =  HO""",  o'a  =  os  =  90"™,  s'i  =  45°"°,  ov  =  40™™. 

Une  surface  gauche  de  révolution  a  pour  axe  la  droite  de  front  oz,  o'z'  qui  fait  avec 
un  plan  horizontal  un  angle  de  45o.  Elle  est  engendrée  par  la  droite  g,  g'  parallèle  aux 
deux  plans  de  projection.  Un  cône  de  révolution  a  pour  sommet  le  point  s,  s'  et  pour 
axe  la  droite  de  front  sw,  s'w'  qui  fait  avec  un  plan  horizontal  un  angle  de  45».  Une  des 
génératrices  du  cône  est  verticale. 

On  demande  de  représenter  par  ses  deux  projections  la  partie  solide  et  opaque  du 
cône  intérieure  à  l'hyperboloide  et  limitée  à  une  sphère  de  rayon  130™™  dont  le  centre 
est  le  point  d'intersection  des  axes  SW  et  OZ. 

Mise  à  V encre.  —  Le  résultat  seul  est  a  l'encre  noire,  les  lignes  vues  en  traits  pleins, 
les  lignes  cachées  en  points  ronds.  Les  constructions  sont  faites  à  l'encre  rouge,  traits 
pleins. 

On  déterminera  un  point  quelconque  de  chaque  courbe  et  la  tangente  en  ce  point, 
tangentes  remarquables. 
Les  tangentes  seront  tracées  en  traits  rouges  pleins,  un  peu  plus  visibles  aux  environs  du  point 

{9  juin,  de  9  h.  à  11  li.) 


Trigonométrie. 

Problème 

1878.  —  Résoudre  un  triangle  ABC  connaissant  l'angle  B,  la  longueur  a  du  côté  BC  et  la  somme  k-  des 
carrés  du  côté  AC  et  de  la  hauteur  AD  issue  de  A: 

AC-+ÂD-  =  kK 

On  pourra  prendre  pour  inconnue  le  côté  AR.  Indiquer  dans  quels  cas  le  problème  est  possible,  combien 
il  a  de  solutions  et  dans  quels  cas  l'angle  A  est  aigu,  droit  ou  obtus. 

Trouver  le  minimum  de  k-  pour  des  valeurs  données  de  a  et  de  B  et,  dans  le  cas  où  k-  est  égal  k  ce  mini- 
mum, calculer  tg  A  et  tg  G  en  fonction  de  tg  B. 

Calcul  logarithmique 
3 

1879.  —  En  désignant  par  A  les  -;r  d'un  angle  droit,  calculer,  soit  en  grades,  soit  en  degrés,  tous  les 

angles  X  positifs  et  inférieurs  à  quatre  angles  droits  qui  vérifient  l'équation 


^     ^  vV   32425  tg 


A 

3A 


(9  juin,  de  2  h.  1/2  à  5  h.  112.) 


UAR-LK-DOC.    —  IMP.    COMTB-JACQUBT. 


Le  Hédacleur-Gérnnl  :  H.  VUIBERT. 


20«  Année.  Août  1910.  N»  11. 

REVUE   DE   MATHÉMATIQUES   SPÉCIALES 

PREMIÈRE    PARTIE 


SUR  LES  SURFACES  REGLEES  DU  TROISIÈME  ORDRE  [fin] 

par  M.  Gaston  Cotty,  élè-ve  à  l'école  normale  supérieure. 


Coniques  réduites  a  une  droite  double.  —  On  doit  avoir  identiquement 

Ao,  +  BcpaH-  C?3  H-  Dçp4  =  (ma  -i-  m^)-. 
Un  calcul  analogue  au  précédent  montre  qu'on  a,  pour  déterminer  m    et    w,    l'équation  du  second 
degré     à{a)m}  -+-  A{e)mn  —  A{b)n^  =  0. 

Théorème   III.  —  Si     [A{e)]^-{- AA{a)A(b)  :^0,     il  y  a  deux  droites  doubles  distinctes  D'  et  D". 

Théorème  IV.  —  Si     [A{e)]^-\-^A(a)A[b)  =  0,     les  deux  droites  doubles  sont  confondues  suivant 
une  droite  D''. 

Plaçons-nous  dans  ce  cas  et  cherchons  ce  qu'est  devenue  (D,),  définie  précédemment.   (Dj)  passe 

au  point  fixe,  car     r  =  0,     mais  pour  (D'")  on  a     niA(a)  -+-  q  — ^  =  0. 

Donc  (Di)  et  (D'")  coïncident. 

Cependant,  dans  ce  dernier  cas,  les  coniques  ne  passent  que  par  le  seul  point  fixe    (a  =  0,     p  =  0). 
Ce  cas  a  nécessairement  échappé  à  la  discussion  de  M.  Parrod. 
Appliquons  les  résultats  géométriques  précédents  à  l'étude  de  la  surface 

X  =    9i(a,  P,  y),  y  =  cp,.(a,  p,  y),  Z  =  ^,{^,  ^,  y),  T  =  cp,Xa,  P,  y). 

Premier  cas.  —  Les  deux  droites  doubles  du  faisceau  ponctuel  du  troisième  ordre  dé  fini  par  les  coniques 
cpi  =  0,     Çî  =  0,     cp3  =  0,     cPi  =  0     sont  distinctes. 

On  peut  prendre  ces  deux  droites  doubles  pour    a  =  0,  ^  =  0. 

(Di)  ne  passe  certainement  pas  en     a  =  0,     ^  =  0;     prenons-la  pour     y  =  0.     Quatre  coniques  du 
faisceau  sont,  en  vertu  des  théorèmes  précédents,     a^  =  o,  ^^  _  q^  2aY  =  0,  2^y  =  0- 

On  pourra  donc  trouver  un  certain  tétraèdre  de  référence  par  rapport  auquel  la  surface  aura  pour 
équations 

X  =  a2,  Y=^\  Z  =  2av,  T  =  %,  ou  YZ2  —  XT2  =  0, 

surface  du  troisième  degré  admettant  comme  directrice  rectiligne  double  la  droite  (Z  =  0,  T  =  0) 
et  comme  directrice  simple  la  droite  (X  =  0,  Y  =  0).  Inversement,  il  est  bien  facile  de  prouver  que 
toute  surface  du  troisième  degré  réglée  peut  se  mettre  sous  la  forme  précédente,  pourvu  que  ses  deux 
directrices  soient  distinctes. 

Pour  retomber  sur  les  équations  de  M.  Parrod,  il  nous  suffît  de  prendre  pour    a  =  0    et     p  =  0 
deux  droites  telles  que  les  droites  doubles  aient  pour  équations 

Y  =  0     restant  toujours  (Di). 
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Quatre  coniques  du  faisceau  seront  alors     ay  —  0,     (iy  =  0,     ftx-  H-aaâ  =  0,     â-  —  h-7.^  =  0 
et  on  en  déduit  facilement  pour  x,  y,  s  les  expressions  mêmes,  données  dans  la  note  citée. 

Deuxième  cas.  —  L'îs  deux  droites  doubles  du  faisceau  poncluel  sont  confondues. 

Di,  D'  et  U"  sont  alors  confondues  suivant  une  même  droite  passant  au  point  fixe.  Prenons  cette 
droite  pour     a  =  0,     a2  =  0     est  une  conique  du  faisceau. 

Je  mène  par  le  point  fixe  une  droite  quelconque  P  =  0,  distincte  de  a  =  0;  elle  forme  conique 
du  faisceau  avec:  1°  une  droite  y  =  0  ne  passant  pas  au  point  fixe;  2'  la  droite  2  =  0.  Ceci  en 
vertu  des  théorèmes  démontrés  ci-dessus. 

Trois  coniques  du  faisceau  sont  alors     a^  =  0,     âpy  =  0,     2a,3  =  0. 

Dans  la  quatrième  conique  on  peut  supposer  qu'on  a  fait  disparaître  les  termes  en  a^,  Py,  a^  ;  son 
équation  est  donc  de  la  forme  ^2  _^-  2Aay  =  0. 

On  doit  avoir  [A{e)y -h  AA{a)A{lj)  =  0. 

On  vérifie  aisément  que,  quel  que  soit  k,  on  a  A(e)  =  0,  A[a)  =  0  et  que  la  condition  est 
vérifiée. 

On  peut  donc  prendre     X  =  a^,     Y  =  p  +  2ay,     Z  =  2^^,     T  =  2py. 

L'équation  de  la  surface  est  donc     Y^  —  4X(YT  —  2XZ)  =  0. 

C'est  une  surface  du  troisième  ordre  où  les  deux  directrices  sont  confondues  sur    X  =  0,     Y  =  0. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Si  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface  s'expriment  rationnellement  à  t'aide  des 
premiers  membres  des  équations  des  quatre  coniques  ç,  =  0,  ço  =  0,  03  =  0,  o;  =  0,  la  surface  est 
une  surface  réglée  du  troisième  ordre  : 

1°  à  directrices  distinctes  si     A{a)A[b)  -^A[A{e)]'^  :;£  0  ; 

2"  à  directrices  confondues  si     A{a)A[h)-\-4:\A(e)]-  =  0. 

11  est  facile  de  prouver  la  réciproque  de  ce  théorème. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  surface  réglée  du  troisième 
ordre  soit  une  surface  de  Cayley. 

Surfaces  de  Cayley.  —  Les  propriétés  de  ces  surfaces  de  Cayley  diffèrent  notablement  des  propriétés 
des  surfaces  à  directrices  distinctes. 

Ainsi,  tandis  que  les  lignes  asymptotiques  de  celles-ci  sont  des  quartiques gauches unicursales  dont 
les  tangentes  font  partie  d'un  complexe  linéaire,  quartiques  étudiées  par  M.  Ch.  Michel  dans  la  Kecue 
d'Octobre  1908,  les  lignes  asymptotiques  des  surfaces  de  Cayley  sont  des  cubiques  gauches. 

Voici  une  construction  géométrique  de  ces  surfaces  très  connue:  Parle  point  double  d'une  cubique 
plane  unicursale,  menons  une  droite  (A)  ;  soit  (m)  un  point  de  (A),  (M)  un  plan  passant  par  (A)  ;  sup- 
posons que  (m)  et  (M)  se  correspondent  homographiquement.  Joignons  (m)  au  point  d'intersection  («) 
de  (M)  avec  la  cubique  ;  la  droite  mn  engendre  une  surface  de  Cayley. 

U  est  facile  de  le  vérifier  en  remarquant  que  la  surface  est  du  troisième  degré  et  qu'il  n'y  a  qu'une 
directrice  rectiligno.. 

Inversement,  toute  surface  de  Cayley  peut  être  construite  d'une  inlinité  de  manières  par  le  procédé 
ci-dessus  décrit. 

Revenons  au  calcul  précédent:  toute  surface  de  Cayley  peut  être  ramenée  à  la  forme 

Y'  —  4X(YT  —  2XZ)  =  0. 

Coupons  la  surface  par  le  plan  (M),     Y  —  XX  =0. 

On  voit  facilement  que  le  point  (m)  d'intersection  de  la  directrice    X  =  0,     Y  =  0     avec  la  droite 

de  la  surface  située  dans  le  plan  (M)  est    0,     0,      —,    1. 


I 
i 
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La  correspondance  homographique  entre  (M)  et  (m)  est  évidente. 

D'autre  part,  la  section  de  la  surface  par  un  plan  quelconque  est,  comme  on  s'en  assure  aisément, 
une  cubique  ayant  un  point  double  sur  (X  =  0,  Y  =  0).  Ceci  achève  de  démontrer  la  proposition 
énoncée. 

♦ 

ÉCOLE  NATIONALE  SUPÉRIEURE  DES  MINES 
Concours  de  1909  (fin). 


1818.  —  Ou  considère  le  quadrant  AB  d'une  ellipse  qui  a  jjour  demi  axes  a  el  b. 

On  demande  : 

l"  De  déterminer  le  pied  M  de  la  normale  qui  passe  à  une  distance  du  centre 
égale  à    a  —  b  ; 

2°  De  calculer  la  différence  de  longueur  des  deux  arcs  AM  et  MB  en  suppo- 
sant  a  =  3™  ei  b  =  Im. 

On  prendra  pour  variable  le  paramètre  <^  qui  représente  un  point  quelcon- 
que de  VelUpse  par  les  formules  x  =  a  cos  <p,  î/  =  ^  sin  o. 

Pour  déterminer  la  position  du  point    M    on  formera  l'équation  qui  donne 
la  valeur  correspondante  de  cp,  puis  on  cherchera  cette  valeur  pour 
a  =  'S^,     b  =  1"". 
On  écrira  ensuite  l'expression  des  deux  intégrales  qui  représentent  les  longueurs  XM  et  MB,  et  on  les  cal- 
culera en  employant  5  trapèzes  pour  la  première  et  10  pour  la  seconde  :  la  longueur  des  arcs  sera  exprimée 
en  centimètres,  et  l'approximation  devra  être  supérieure  au  demi-centimètre. 
Dans  les  opérations  logarithmiques  il  est  inutile  d'interpoler. 

1°  La  normale  au  point  (x,  y)  a  pour  équation  Xa  sin  o  —  Yb  cos  o  =  [a^  —  b^)  sin  «p.  cos  9. 

^       ,•  ,     ,,     .   .  ,     ,  ,        .  ,,  ,         («^  —  6^)  sin  C5.  cos  9 

Sa    distance    a    1  origme    sera    égale    a      a  —  b      si  1  on    a        a  —  b  =  —  — 

v/a^  sin"-^  o  -+-  6-  cos^  o 

ou,  en  élevant  les  deux  termes  au  carré,      («  +  b)'^  sin^  cp.  cos-  o  —  a^  sin^  9  -h  6^  cos^  cp      ou  enlin,  en 

développant  les  calculs,    (a  sin^  o  —  b  cos-  cp)'-  =  0, 

b  d  TT 

TT 

La  solution     ^  =  —  ou  en  degrés     cp  =  30     est  visiblement  ici  celle  qui  convient. 

La  différentielle  d'un  arc  d'ellipse  est  donnée  par 

ds-  =  dx-  -h  rfi/2  =  (a"^  sin^  cp  -h  6^  cos2  cp)  ûf*^^ 

ds  se    présente  sous  la  forme  d'un  radical  que  l'on  peut  rendre  calculable  logarithmiquement  en 

a  sin  «p 
employant  la  méthode  classique,  c  est-à-dire  en  posant  ici       tg  a  =  — =  3  tg  cp,       en     tenant 

compte  des  valeurs  de  a  et  6. 

COS^  C3      ,    ,  ,  cos   cp      ,  , 

On  a  alors  pour  ds''-      ds-  = ;— ^  acp"%        ou        ds  = do  =  y  do, 

COS^  a  cos  a 

avec  un  sens  convenable  pour  les  arcs  croissants  ;  et  par  suite  pour  les  deux  arcs  AM  et  BM  on  a 

f^-'    cos  es  l^^    cos  o 

S  =  arc     AM  =    I  " d^  et  s'  =  arc     BM   -  1 do. 

Jo       cos  a        '  J--       cos  a 

11  suffit  pour  avoir  des  valeurs  approchées  de  ces  intégrales  de  calculer  les  valeurs  de  y  pour  cha- 
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cune  des  valeurs  de  cp,  Oo,  6°,  12o,  18°,  24°,  30",  dans  le  premier  cas  ;  et  pour  le   second  arc   pour  les 
valeurs  30°,  36°,  42°,  48°,  54%  60°,  66°,  72%  8't°,  90°  qui  vont  également  de  6°  en  6°. 
Les  formules  permettant  le  calcul  logarithmique  sont  les  suivantes  : 

log  tg  a  =  log  tg  o  -h  log  3  =  log  tg  o  -\-  0,47712,  log  y  =  log  cos  cp  -h  colog  cos  a. 

On  peut  alors  dresser  le  tableau  suivant,  dans  lequel  on  garnit  simultanément  les  colonnes  portant 
en  titre  :  log  tg  cp  et  log  cos  cp  (celle-ci  ayant  été  mise  à  la  o'"^  place  pour  la  commodité  des  calculs),  puis 
ensuite  la  colonne  log  tg  a,  puis  de  même  les  autres  colonnes  jusqu'à  la  dernière  qui  donne  y  (les 
valeurs  de  y  correspondant  à  0°  et  à  90°  ont  été  calculées  directement.) 


ce 

log  tg  cp 

log  tg  a 

log  cos  a 

colog  cos  a 

log  COS  cp 

log  y 

y 

0» 

» 

» 

» 

» 

» 

» 

1 

6° 

1,02162 

1,49874 

1,97942 

0,02058 

1,99761 

0,01819 

1,043 

12° 

1,32747 

1,80439 

1,92595 

0,07405 

1 ,99040 

0,06445 

1,160 

18° 

1,51178 

1,98890 

1,85497 

0,14503 

4,97821 

0,12324 

1,328 

2i° 

1,64858 

0,12570 

1,77761 

0,22239 

1,96073 

0,18312 

1,524 

30û 

1,76141 

0,23836 

1,69897 

0,30103 

1,93733 

0,23856 

1,732 

30° 

T,  76 144 

0,23836 

î",69897 

0,30103 

1,93733 

0,23856 

1,732 

36° 

1,86126 

0,33838 

1,62021 

0,37979 

1,90796 

0,28775 

1,940 

42° 

1,95444 

0,43156 

1,54059 

0,45941 

1,87107 

0,33048 

2,140 

48° 

0,04556 

0,52268 

1,45843 

0,54157 

1,82551 

0,36708 

2,329 

54° 

0,13874 

0,61586 

1,37185 

0,62815 

1.76922 

0,39737 

2,497 

60° 

0,23856 

0,71568 

1,27668 

0,72332 

1 ,69897 

0,422-29 

2,644 

66° 

0,35142 

0,8;>85i 

1,16631 

0,83369 

1,60931 

0,44300 

2,773 

7j!° 

0,48822 

0,96534 

1,03226 

0,96774 

1,48998 

0,45772 

2,869 

78" 

0,67253 

1,14965 

2,84897 

1,15103 

1,31788 

0,46891 

2,944 

84° 

0,97838 

1,45550 

2,54282 

1,45718 

1,01923 

0,47641 

2,993 

90° 

» 

» 

» 

« 

» 

» 

3 

log  tg  cp 

log  tg  a 

log  cos  a 

colog  cos  a 

log  cos  'f 

log  y 

y 

Si  Ton  remarque  que  0°  valent  en  radians  — ^,  on  voit  que  le  premier  arc  est,  d'après  la  mé- 
thode des  trapèzes, 

.s  =  -^  I  1  +2  (1,043  H-  1,160 -t-  1,328-4-1,524)  -^  1,732  j  =:  0'n,672. 

Un  calcul  analogue  donnera  s'  =  2"", 668. 

La  diirérence  des  deux  arcs  est  donc  à  1/2""  près  et  en  centimètres  : 

s'  —  s  =  200^"'. 

Ri'MARuuE.  —  Dans  la  question  1818  on  demanda,  le  calcul  approché  de  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse.  Il  est 
parfois  utile  de  pouvoir  mesurer  de  façon  rapide  la  longueur  d'im  tel  arc,  ou  plus  généralement  dun  arc  de 
courbe  qnelconciue,  ce  qui  ])crmcl,  en  particulier,  d'avoir  une  vérification  précieuse  de  calculs  j^arfois  très  longs. 
Les  méthodes  sont  assez  nombreuses  pour  cela. 

Il  existe  des  instruments  particuliers  appelés  curvimètres  qui  permettent  d'effectuer  assez  rapidement  ces 
mesures,  mais  il  peut  se  faire  que  l'on  n'en  ail  pas  à  sa  disposition.  Les  ingénieurs  et  les  calculateurs  cmploycnt 
alors  souvent  un  compas  à  ouverture  fixe  (on  prend  par  exemple  un  demi-centimètre),  compas  que  l'on  déplace 
sur  la  courbe  de   AH   en  BC,  puis  on  CD,  etc. . .  Il  suffit  de  compter  le   nombre  des  segments   pour  avoir  une 
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valeur  approximative  de  la  longueur  AL  cherchée.  Cette  méthode  a  l'inconvénient  de 
ne  pas  tenir  sulTisammeiil  compte  de  la  courbure  de  la  courbe:  par  exemple  sur  la 
ligure  on  voit  que  de  A  en  B  l'ouvertuie  du  compas  est  trop  grande,  tandis  que 
pour  une  portion  à  grand  rayon  de  courbure  une  ouverture  de  compas  plus  grande 
eut  suffi. 

Il  est  préférable  d'employer  la  méthode  suivante,  qui  est  moins  connue  en  France 
que  la  précédente  ;  on  prend  une  bande  de  papier  transparent  de  longueur  suffisante 
sur  laquelle  on  a  tracé  une  droite  XX  (Il  suffira  par  exemple  de  prendre  un  des  rouleaux  de  papier  transparent 
gommé  que  l'on  trouve  dans  le  commerce).  On  place  cette  droite  tangentiellemont  en  A 
à  la  courbe  et  à  l'aide  d'une  pointe  fine,  par  exemple  une  aiguille,  ou  la  pointe  fine  d'un 
tire-ligne  on  pique  le  point  voisin  de  XX:  B  ;  on  fait  tourner  la  feuille  de  papier  trans- 
parent autour  de  B  pour  l'amener  à  être  tangente  à  nouveau  à  la  courbe,  et  Ton  pique 
C,  etc..  Cette  méthode  quidonneen  AL'  la  longueur  cherchée  a  l'avantage  de  permettre 
de  rapprocher  les  points  A.,  B,. .  autant  qu'on  le  veut  quand  la  courbure  est  forte  et  au 
contraire  de  les  prendre  éloignés  les  uns  des  autres  quand  la  courbure  est  faible  (')• 

On  arrive   ainsi  assez  aisément  à  obtenir  le   centième  comme  erreur  relative  de  la 
mesure. 

Signalons  encore  une  méthode  plus  difficile  à  justifier  qui   donne  d'excellents  résul- 
tats dans  la  pratique.  Prenons  un  contour  convexe  T  et  deux  tangentes  parallèles  A,  A'  à 
ce  contour  d'écartement  0.  Quand  la  direction  de  A  varie  de  façon  arbitraire,  on  démon, 
tre  que  la  valeur  moyenne  de  S  est  le  diamètre  d'un  cercle  isopérimètre.  Il  suffira  donc 
pour  appliquer  cette  propriété  de  placer  une  feuille   de  papier  transparent  au-dessus  de 
r  et  de  mesurer  chaque  fois  la  valeur  de  ô  ou  mieux  de  marquer  par  un  point  sur  la  feuille  de  papier  trans- 
parent cette  distance,  et  de  prendre  approximativement  la  valeur  moyenne  des  valeurs 
de  ô  ainsi  obtenues,  ou  si    l'on    veut   le  centre  de  gravilé   des  points  obtenus   pour 
avoir  le  diamètre  du  cercle  isopérimètre  (^). 

Il  va  sans  dire  que  cette  méthode  s'applique  à  un  arc  convexe  quelconque  en  lui 
adjoignant  la  corde  qui  le  sous-tend  pour  former  un  contour  convexe  fermé. 

Dans  le  cas  particulier  de  la  question  1818  il  suffisait  pour  avoir  une  vérification 
numérique  de  prendre  l'une  quelconque  des  formules  approximatives  usuelles  donnant 
la  longueur  du  quart  de   l'ellipse  de  demi-axes  a  et  b.  Par  exemple  on  prend  quel- 


quefois 


ou  mieux  encore  la  formule  suivante 


L  = 


L  =  a  +  0,2732  b  +  0,2976 
^24.(11:—  2)ab 


que  l'on  retrouve  aisément  en  cherchant  unefraclion  rationnelle  du  second  degré  en  a  et  b,  symétrique  et  qui 
donne  les  valeurs  connues  de  L  dans  les  hypothèses;  a  ou  b  nuls,  n  égal  à  b{). 

A.  SAIiNTE-LAGUE,  Professeur  au  lycée  de  Douai. 

Autre  rem^rouk.  -  On  sait  que  si  P  désigne   un   point  de   l'hyperbole  homofocale  qui 
passe  en  M,  on  a,  entre  les  longueurs  PK,  PK'  et  les  arcs  MK,  MK'  la  relation 

PK  —  PK'  =  arc  MK  —  arc  MK". 

Ici  l'hyperbole    ^  -  ^  =  1     est  homofocale  à  l'ellipse  proposée  et  passe  au  point  de 
6  2 

coordonnées  3  et  1. 

En  plaçant  P  en  ce  point,  on  a  précisément 

arc   MK  —  arc   MK'  =  3  —  1  =  2. 
C'est  la  longueur  qui  était  demandée. 

Très  bonne  solution  de  M.  G.  Foucry,  à  fieims. 

Bonnes  solutions  de  MM.  G.  Lach,  à  Denain  ;  Nkvejans  ;  A.  Rousseau. 

D  Les  .anglais  se  servent  pour  des  constructions  analogues  d'une  aiguille  emmanchée  sur  une  tige  de  bois  qu'ils  appel- 


lent  :  «  pricker  ». 


bre   de   mesures  de  0    Pour  avoir 


(')  L'iippl 
donne:  3,340. 
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1819.  —  Un  point  se  meut  dans  un  plan  de  telle  façon  que  le  vecteur  représentant  sa  vitesse  soit  à 
chaque  instant  la  résultante  de  deux  vecteurs  constants  :  l'un,  de  direction  fixe  ;  l'autre,  perpendiculaire  au 
rayon  joignant  le  point  à  une  origine  fixe.  Trouver  la  trajectoire  et  déterminer  V accélération. 

Prenons  pour  pôle  le  point  fixe  0,    et,  pour  axe  polaire,   une   parallèle   au   vecteur  constant    MA, 
orientée  dans  le  même  sens,  et  orientons  le  plan  dans  le  sens  de   rotation  indiqué 

dr 

et  la  vitesse  de  circulation  est     Up  =  r  —r-  =  h  —  asm 6. 


par  le  second  vecteur  MB.  La  vitesse  de  glissement  est  alors     Vr  =  — '—  =  acosO 


=  r  — -  =  6 
dt 


En  divisant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  nous  avons 


dr 

rd() 


L-j^=-L(* 


et,  par  conséquent. 

Cette  équation  peut  s'écrire  encore 


a  cos  0 

~i : — 7"' 

0 —  a  sm<J 
asin  0), 


d> 


C 


—  d{b  —  a  sin  0) 
b  —  a  sin  fJ 


a  sin  0 


6  -I-  a  cos  (  G  H — ^ 


Sous  cette  forme,  nous  voyons  que  la  trajectoire  est  une  conique  qui  a  un  foyer  à  l'origine,  dont  le 
paramètre  est  —  »    l'excentricité  -r-  ^t  telle  que  l'angle  du  périhélie  avec  l'axe  polaire  soit  égal  à  — -^  • 


rfO  G 

D'autre  part,  nous  voyons  que  '""T"  ~  ^  —  asin  0  =  — - 


donc 


le  mouvement  a  lieu  suivant  la  loi  des  aires  et  la  constante    G 
L'accélération  est  centrale  et  donnée  par  la  formule  de  Binet 

^       1 

7'- 


est  justement  la    constante  des   aires. 


ï 


8G 


r  d(i- 

Nous  voyons  finalement  que  le  mouvement  est  le  même  que   celui   des  corps  dn    système  solaire 

autour  du  soleil  ;  si      —  <  1,     c'est  le  mouvement  des  planètes. 

Geci  peut  s'apercevoir  géométriquement  :  en  effet,  pour  avoir  l'hodographe,  il  faut   construire  un 

^'- vecteur  Oo  qui  soit  la  somme  géométrique  de  MA  et  de  MB,  et,  pour  cela,  il   suf- 

v-   /       \  \     fit  de  mener  le  vecteur  fixe  OG  équipollent  à  MA,    et,  par  le  point    C,    le  vecteur 

Gy  équipollent  à  MB  ;  le  lieu  du  point  v  est  donc  un  cercle  ayant  pour   centre   le 

point  C  et  pour  rayon     MB  =  b.     L'accélération,  qui  est  la  vitesse  du  point  r,  est 

donc  un  vecteur  uy  tangent  au  cercle  G    et,  par  suite,  perpendiculaire  à  Cv,     c'esl- 

i\-dire  à  MB  ;  l'accélération  est  donc  centrale  ;  le  mouvement  a  lieu  suivant  la  loi  des  aires,   et,    d'après 

un  théorème  connu,  c'est  un  mouvement  analogue  à  celui  des  j>lanètes. 

ilèciproquement,  on  voit  que  dans  le  mouvement  des  planètes,  l'hodographe  est  un  cercle  dont    le 

centre  est  un  point  G  différent  de  0.  Par  conséquent,  tout  mouvement  de  ce  genre  jouit  de  la  propriété 

indiquée  dans  l'énoncé. 

Bonnes  solutions:  MM.  A.  Houssuau.  à  Landrecies  ;  .1.  Gériv,  école  des  Anglais,  à  Lyon:  G.  Foccnv,  à  Reims. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.   R.  Mankn,  à  AIbi  ;  G.  Lach,  n  henaiii  ;  A.  CoonTois  ;    J.    Dki.ens,   à    Rouen;    L.     Simon,    à 
Montbéliani  ;  A.   Pavillon,  à  Rouen;  Névkja.ns,  27'"  d'artillerie;».  Souhaig.nk. 


1820.  —  Deux  sphères  homogènes  pesantes  S  et  S',  de  rayons  différents,  reposent  sur  deux  plans  OA, 
OB,  7?/)  se  coupent  suivtmt  une  horizonlulc  et  forment  des  angles  donnés  a,  ^  avec  le  plan  horizontal.  Hn 
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outre  ces  deux  sphères  sont  tangentes  entre  elles-.  Trouver  la  position  d'équilibre  du  système  en  supposant 
que  tous  les  frottements  soient  7iéglifjcaljles. 

Pour  déterminer  la  position  des  sphère?,  nous  déterminerons  les  angles  que  fait  la  lijïne  des  cen- 
tres avec  des  parallèles  à  OA  et  à  OB  ;  ces  angles  sont  marqués 
X  et  y  sur  la  figure,  et  l'on  a  déjà  entre  eux  ia  relation 

X  -\-7j  =  y.-\-  ^, 

^   car  il  est  évident  que  la  ligne  des  centres  doit  être  dans  un  plan 
vertical  perpendiculaire  à  l'arête  du  dièdre  formé  par  les  deux 
jvf'     plans. 

Cela  posé  chaque  sphère  est  en  équilibre  sous  Taction  de  trois 
^     forces  :  son  poids,  la  réaction  du  plan  qu'elle  louche  et  la  réac- 
tion de  Tautre  sphère.  Pour  S,  ces  forces  sont  P,   R  et  N  •  nour 
S',    ce  sont    P',    R'    et    N'  =  —  N .  ' 

La  force  P,  décomposée  suivant  la  normale  et  la  droite  SS',  donnera  une  force  égale  et  opposée  à 

N  P 

R  et  une  égale  et  opposée  à  N;  cette  dernière  est  donnée  par     — -, —  = 

sin  a         cos  X 

De  même  la  force  P',  décomposée  suivant  la  normale  au  plan  OB  et  la  droite   S'S,   donnera  une 

force  égale  et  opposée  à  R'  et  une  force  égale  et  opposée  à  N';  cette  dernière  est  donnée  par 

N'  P' 


Il  n'y  a  plus  qu'à  égaler  N  et  N'  ;  ceci  donne 
cos  X  cos  y 


sinp         cos  y 

P  sin  a         P'sin  [3 


cos  X 
cos  a?-}- cos  y 


cos  y 
cos  X 


»    ou  encore 
cos  y 


Psina         P' sin  p         P  sin  a -h  P' sin  p         P  sin  a  —  P'sinp 


Les  deux  derniers  rapports  nous  donnent     tg 


y 


X  ^     y-+-x         Psina  —  P' sin  S 
—  tg  ^^       - 


U 


est  connu  ;   donc  nous  avons  de  suite     te: 


9 

y  —  x 


P  sin  a  -+-  P'  sin  S 


ou      t£f 


y 


>    suivant  le  signe 


2  >j       ^  o        2 

du  second  membre,  et,  par  suite,  nous  connaissons  les  angles  x  et  y. 

La  direction  de  la  droite  SS  est  alors  connue  ;  comme  le  segment  SS'  a  une  longueur  donnée,  il 
est  facile  de  le  placer  entre  les  deux  parallèles  à  OA  et  OB  menées  dans  l'intérieur  de  l'angle  AOB,  à 
des  distances  respectives  de  OA  et  OB  égales  à  R  et  R',  rayons  des  deux  sphères. 

P'sin  a 


Le  calcul  estfacile  :  supposons,  pouriixerles  idées,     P  sin  a  >  p'gin  [i,    et  posons     tg<p 


P  sin  a  ' 


nous  aurons     tg 


y  —  x 


t.(- 


tff 


■- — ■>    et  les  calculs  seront  entièrement  logarithmiques.  Cette  for- 


mule nous  donnera 


—  =  un  certain  angle  y;     d'autre  part,    — 


':>   donc 


et 


Bonnes  solutions  :  MM.  Socbaigné,  à  Mont-de-Marsan  ;  J.  Delens,  à  Rouen  ;  G.  Lach,  à  Denain  ;  Prévôt,  i .  Gérin   à  Lyon* 
A.  Rousseau,  à  Landrecies  ;  G.  Guillaume  ;  A.  Pavillon,  à  Rouen  ;  A.  Courtois  ;  G.  Fouchy,  à  Reims;  .1.  Bi>\..  '  ' 
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4783.  —  On  donne  une  sphère  S  el  une  droite  D;  par  (adroite,  on  fait  passer  un  plan  variable  et 
l'on  considère  toutes  les  quadriques  circonscrites  à  la  sphère  le  long  de  la  courbe  d'intersection  de  la  sphère 
et  du  plan. 

1°  Le  lieu  des  pôles  d'un  plan  fixe  P  par  rapport  aux  quadriques  considérées  est  un  plan  qui  tourne 
autour  d'une  droite  fixe  A,  quand  la  droite  D  se  déplace  dans  un  jjlan  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 

2"  On  fait  alors  pivoter  le  plan  P  autour  d'un  point  A;  trouver  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ce 
plan  avec  la  droite  A.  Ce  lieu  est  une  quadrique  ï  bitangente  à  la  sphère  S.  Etudier  la  nature  de  cette 
quadrique  quand  le  point  A  varie. 

3»  Irouver  Venveloppe  des  plans  des  courbes  communes  à  la  sphère  et  à  la  quadrique  S  quand  le 
point  A   décrit  un  plan  ou  une  sphère. 

Etude  géométrique  de  la  question. 

1.  Prenons  comme  origine  le  centre  de  la  sphère  et  comme  plan  des  x\j  le  plan  diamétral  qui 
contient  la  droite  D.  L'équation  de  la  sphère  est  alors 

.X2   +  7/2  ^    -2  _  ^2    ^    0, 

et  la  droite  D  peut  être  représentée  par  les  équations    Ax  +  Bt/ -i- C  =  0,     ::  =  0. 
Un  plan  quelconque  passant  par  cette  droite  a  une  équation  de  la  forme 

n  =  Aa;  +  Bj/  +  >:  4-  G  =  0, 
et  les  quadriques  circonscrites  à  la  sphère  le  long  de  la  courbe  d'intersection   avec  ce  plan  ont   pour 
équation  générale 

(1)  X^  +  »y2  ^  -2  _  J^2  _^  ^YY2    =    0. 

Soit  maintenant  un  plan  fixe     P  ^  ux  -\-  vy  -h  wz  -\-  h  =  0. 

Les  coordonnées  du  pôle  de  ce  plan  par  rapport  à  la  quadrique  (1)  sont  définies  par  les  équations 

X  -h  fjiAn  _  y  -h  fiBn  _  =  -+-  K^^n  _  —  R^  +  [aCn 

u  V  w  h 

et  nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  X  et  |jl  entre  ces  trois  équations. 

Multiplions  les  deux  termes  du  premierrapportpar  G,  ceux  du  quatrième  par  — A,  puis  ajoutons  terme 

,     ,       Ca.-+AR2  ,       ,        . 

a  terme,  nous  obtenons  le  rapport  égal      — -r-  ;     ajoutons  de  même  les  deuxième  et  quatrième 

Lu  —    AU 

rapports   après   les   avoir   multipliés   haut  et   bas    par   Cet    —  B,    nous  as'ons  le  nouveau    rapport 
Cy-f-BR2 


Il  en  résulte  que  l'équation  du  lien  est 

ou  C{vx  —  mj)  -+-  \{hy  -\-  vK-)  —  \i{hx  +  uW)  =  0  ; 


C.v  —  B/i 

Cx  -h  Mi-         Cy  -h  BR 


Cm  —  A/i  Cu  —  B/i 

cette  équation  représente  un  plan  qui  tourne  autour  de  la  droite  fixe 

(A)  lix  +  uR^  =  0,  /iy-+-uR2  =  0, 

lorsque  A,  B,  G  varient,  c'est-à-dire  quand  la  droite  D  se  déplace  dans  le  plan  des  xy. 

Cette  droite  A  est  perpendiculaire  au  plan  des  xy,  c'est  la  droite  conjuguée  par  rapport  à  la  sphère 
de  la  trace  du  plan  P  snr  le  plan  des  xy. 

2.  Soient  x^,,   j/o,  -o  les  coordonnées  du  point  A.   Pour  avoir  l'équation  du  lieu  demandé   il    l'aul 
éliminer  m,  u,  w  et  h  entre  les  équations 

(2)         ux -h  vy -^  wz -h  h  =  0,         uxç,-h  vyo-h  ivzo-h  h  =  0,         hx+u\i-  =  0,         /jj/ -+- uR^  =  0. 
Eliminons  d'abord  iv  entre  les  deux  premières,  nous  avons 

u{xZf^  —  zx^)  -+-  v{yZf,  -  -j/o)  —  /((:  —  :«)  =  0, 
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,,     .  Il  V  h 

et  comme  les  deux  autres  s  écrivent    —  =  —  =  — — -,      il  suffit  de  remplacer  u,  v  et  h  par  les  quan- 

a-         y  —  R2  II 

tités  proportionnelles  x,  y  ei    —  R^,    ce  qui  nous  donne    x{xZo  —  zx^)  -+-y(yzo  —  zy^)  -+-  lV(z  —  zj  =  0, 

ou 

(S)  z,{x'  -+-  y'  4-  2^  -  IV)  -  z(xx,  ■+-  yy,  +  zz,  -  R^)  =  0. 

On  voit  ainsi  que  le  lieu  est  une  quadrique  (ï)  qui  coupe  la  sphère  suivant  le  grand  cercle  du  plan 
des  xy  et  suivant  le  cercle  section  de  la  sphère  par  le  plan  polaire  du  point  A.  Donc  cette  quadrique  est 
bilangente  à  la  sphère  aux  points  de  rencontre  de  ces  deux  cercles. 

Etudions  maintenant  la  nature  de  la  quadrique  (S). 

Si  z^  =  0,  l'équation  se  réduit  à  z(xX(^-\-  yy^  —  II-)  =  0,  elle  représente  le  plan  des  xy  et  le 
plan  polaire  du  point  A.  Celui-ci  seulement  est  le  lieu,  car  pour  2  =  0,  les  équations  (2)  n'ont  pas 
de  solutions  communes  en  xi,  y,  h. 

V              X          R' 
Supposons  maintenant     :„  =£  0  ;     l'équation  s'écrit      x'-^y-  —  y^— zx ~  -\ :;  —  R^  =  0 

(X  Z  \''         /            V  3  \  ^          3-''  -f-  V~               R" 
X    -  — ^  ]    -+-  (  y  —  -^  )    -  — — ~  z-  -\ ::  —  R2  ^  0. 

1°  Si  le  point  A  est  sur  Or,  le  coefdcienl  de  z-  est  nul,  la  surface  S  est  un  paraboloïde  de  révo- 
lution autour  de  Or. 

2°  Si  le  point  A  n'est  pas  sur  0;,  on  peut  continuer  la  décomposilion  et  on  obtient 

V  22  J         y        22  J  xl^yll      iLzl       "        22oJ  ^l^Vl 

La  nature  de  la  quadrique  dépend  alors  du  signe  de  la  quantité     xl-^-yl  —  R^,     c'est-à-dire  de  la 

position  du  point  A  par  rapport  au  cylindre  (G)   qui  est  circonscrit  à  la  sphère  parallèlement  ;\  O2. 
Si  le  point  A  est  extérieur  à  ce  cylindre,  (^)  est  un  hyperboloïde  à  une  nappe;  si  le  point  A  est  à 

l'intérieur  du  cylindre,  la  surface  est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes;  enfin,  si  le  point  A    est  sur  le 

cylindre,  la  surface  est  un  cône  réel. 

3.  Les  plans  des  courbes  communes  à  la  sphère  et  à  la  quadrique  (S)  sont  le  plan  des  xy  qui 
est  fixe  et  le  plan  polaire  du  point  A,    xx^^  -\-  yy^  -\-zz^  —  R^  =  0. 

Si  le  point  A  décrit  un  plan  Ax  h-  V>y  -1-  C2  -h  D  =  0,  on  a  kx^  4-  B?/o  -1-  02^  4-  D  =  0,  et  celle 
égalité  montre  que  son  plan  polaire  passe  par  le  point  fixe  qui  a  pour  coordonnées 

AR^  BR2  GR2 

ÏT'  ÎT'  DT' 

c'est-à-dire  par  le  pôle  flu  plan. 

Supposons  maintenant  que  le  point  A  décrive  la  sphère  S'  (a?  — a)- H- (y  —  b)-^[z  —  c)'^  — R'-  =  0- 
Nous  avons  alors 

(xo  -  ay--\-  {y,  -  bf  -+-  [z,  -  cy-  -  R'^  =  0, 

et  l'enveloppe  du  plan  polaire  de  A  s'obtient  on  éliminant    a^^,  ?/„,  2,,,     entre  les  équations 

{x,-af-^{,j,-bY-^iz,~cf~K"-^0,    a.x,  +  yy„+22„-R^  =  0,     iiLZliL  =  ^iJ^  =.  il^li  . 

a,"  y 

Désignons  par  X  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports;  nous  avons 

a-Q  =  «  -+-  'hx,  y^-^  =  b  +  ly,  -Q  —  c  +lz] 

remplaçons  x,,,  y^^  2,,  par  ces  valeurs  dans  les  deux  premières  équations,  et  éliminons  X  entre  les  rela- 
tions obtenues.  Nous  trouvons  ainsi  l'équation  de  l'enveloppe 

(ax  -\-  bu  -\- cz  —  R-)- 
^  R'^ 

Cette  équation  représente  une  quadrique  de  révolution  admettant  pour  foyer  l'origine  et  pour  plan 
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directeur  correspondant  le    plan  polaire  du  centre   0'   de   la   sphère  S'  par  rapport  à  la  sphère  S.  Le 

rt^  -+-  b'-  +  c'- 
carré  de  l'excentricité  est      -7- . 

Cette  qnadriqne  est  un  ellipsoïde,  un  hyperboloïde  à  deux  nappes  ou  un  paraboloïde  suivant  que 
00'  est  inférieur,  supérieur  ou  égal  à  R', 

Etude  géométrique.  —  1.  Soit  7  lo  cercle  scclion  de  la  sphère  S  par  un  plan  quelconque  n  mené  par 
hi  droite  I).  Toutes  les  qiiadriqiies  circonscrites  à  S  le  long  du  cercle  y  forment  un  faisceau  linéaire  ;  par  suile 
le  lien  des  pôles  d'un  plan  fixe  P  par  rapport  à  ces  quadriques  est  une  droite  d,  qui  passe  en  particulier  par  le 
pùlc  Q  du  plan  P  par  rapport  à  la  sphère  et  parle  pôle  I?  du  plan  II. 

Si  le  plan  n  tourne  autour  de  la  droite  D,  le  point  Q  reste  fixe  et  le  point  B  décrit  la  droite  D',  conjuf^uée 
de  D  par  rapport  à  la  sphère.  Donc  la  droite  d  se  déplace  dans  un  plan  Pi  passant  par  le  point  Q  et  la 
droite  D'. 

Donc  le  lieu  des  pôles  du  plan  P  par  rapport  à  toutes  les  quadriques  considérées  est  le  plan  Pi. 

Supposons  maintenant  que  ladroile  U  se  déplace  dans  un  plan  II  passant  par  le  centre  0  de  la  sphère  S', 
la  droite  D'  reste  perpendiculaire  au  plan  R,  et  le  plan  Pi  tourne  autour  de  la  droite  fixe  A,  menée  par  le  point 
Q  perpendiculairement  au  plan  W. 

2.  Si  le  plan  P  pivote  autour  d'un  point  A,  lepoint  Q  se  déplace  dans  un  plan  fixe  T,  plan  polaire  du  point 
A  par  rapport  à  la  sphère.  Pour  avoir  un  point  du  lieu,  il  suffit  de  prendre  l'intei'section  du  plan  P  et  de  la 
droite  menée  par  lepoint  Q  perpendiculairement  au  plan  R. 

Ce  lieu  est  évidemment  une  surface  algébrique  ;  il  est  facile  de  voir  qu'il  passe  par  le  point  A.  Menons  en 
effet  par  ce  point  une  perpendiculaire  à  R,  qui  rencontre  T  au  point  Q  ;  le  plan  polaire  du  point  Q  passe  par 
le  point  A,  qui  est  ainsi  un  point  simple  du  lieu. 

Cherchons  maintenant  combien  il  y  a  de  points  du  lieu  sur  une  droite  quelconque  L  passant  par  le  point 
A.  Projetons  L  orthogonalement  sur  le  plan  T,  soit  hi  la  projection  ;  la  droite  L,',  conjuguée  de  Li  par  rap- 
port à  S,  passe  par  le  point  A.  Elle  détermine  avec  L  un  plan  P'  dont  le  pôle  Q'  est  sur  Li.  Par  suite,  la  per- 
pendiculaire au  plan  R  passant  par  le  point  Q'  rencontre  L  en  un  seul  point  M,  c'est  le  seul  point  du  lieu  si- 
tué sur  L  en  dehors  du  point  A. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  cherché  est  une  quadrique  S  passant  par  le  point  A.  Je  dis  maintenant  que  cette 
quadrique  coupe  la  sphère  S  suivant  deux  cercles. 

Soit  M  un  point  du  lieu  ^  situé  sur  la  sphère  S.  Menons  par  le  point  M  une  perpendiculaire  au  plan  i{ 
qui  rencontre  la  sphère  en  un  deuxième  point  M'  et  le  plan  T  au  point  Q.  Puisque  le  point  M  est  un  point  du 
lieu,  le  plan  polaire  du  point  Q  doit  passer  par  le  point  M,  ou  ce  qui  revient  au  même,  le  conjugué  harmonique 
de  Q  par  rapport  a  M  et  M'  est  le  point  M.  Ceci  ne  peut  avoir  lieu  que  si  M'  est  confondu  avec  M,  ou  si  Q 
est  confondu  avec  M. 

Dans  le  premier  cas,  le  point  M  est  situé  sur  le  cercle  yi.  section  de  la  sphère  par  le  plan  W  ;  dans  le 
deuxième,  il  est  situé  sur  le  cercle  72  section  de  la  sphère  par  le  plan  T. 

Donc  l'intersection  de  la  quadrique  ^  et  de  la  sphère  S  se  compose  des  cercles  71  et  70  ;  ces  deux  surfaces 
sont  bitangentes  aux  points  de  rencontre  de  ces  deux  cercles. 

3.  Le  plan  du  cercle  7,  est  fixe  ;  celui  du  cercle  72  est  le  plan  polaire  du  point  A,  et  ce  plan  enveloppe  la 
polaire  réciproque  par  rapport  à  S  du  lieu  du  point  A.  Si  le  point  A  décrit  un  plan,  son  plan  polaire  passe  par 
le  pôle  de  ce  pian.  Si  le  point  A  décrit  une  sphère  S',  on  sait  que  la  polaire  réciproque  de  cette  sphère  par  rap- 
port à  S  est  une  quadrique  de  révolution  admettant  pour  foyer  le  centre  de  S. 

Jacques  PAPELIER,  32'  d'artillerie  f»  Orléans. 

ISoniies  solutions  par  MM.  Max  Bonneïkte  ;  A.  (Iouhtois,  lyc(5e  de  Douai  ;  G.  Estebe.n  ;  G.  Lach,  à  Oenain  ;  MAniLi.KAO,  lycée 
de  Nantes  ;  A.  Monial,  \"'  régiment  d'infanterie,  à  Cambrai  ;  ItiEiMAJor  ;  A.  Rousseau,  à  l.andrecies. 


1805.  —  On  considère  la  fjnadricjuc  (H)  définie  par  Céqunhon 

(II)  2x'  —  a2(/2  —  aV  -t-  2a\</Z  -i-  lOa^^.r  -+-  2x.ri/  —  ISa^x  H-  Ga^i/  4-6ot ':  4-'18a*  =  0, 

où  a  désif/tip  un  paravièlre  vnriahle. 

l"  L'enveloppe  de   celle  quadriqxte  se  compose  de  cpialre  surfaces  réglées  du  (jtuilrirme    ordre,  dont  on 
rhercliera  les  équalums  el  les  conlours  apparenls  sur  le  plan  des  coordonnées. 
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2"  Chaque  quadrique  (H)  louche  son  enveloppe  suivant  un  qiiadr'ilalèie  qauche  ABCU.  Montrer  que 
chaque  côté  de  ce  quadrilatère  a  un  contact  du  second  ordre  avec  les  surfaces  réglées  engendrées  pjar  les 
deux  côtés  (jui  lui  sont  consécutifs. 

3°  Soient  lia  la  tangente  au  lieu  de  A  et  \a'  la  droite  suivant  laquelle  le  plan  DAB  touche  son 
enveloppe.  Montrer  que  ces  deux  droites  divisent  karmoniquement  Tangle  BAD.  On  a  les  mêmes  propriétés 
pour  les  trois  autres  sommets  B,  C,  D. 

ï°  Si  l'on  considère  le  tétraèdre  ABGD,  les  lieux  de  se^  sommets,  ly.s  aréta  de  rehroussement  des  enve- 
loppes de  ses  faces,  les  interseclions  des  six  surfaces  réglées  engendrées  par  ses  arêtes  et  combinées  deux  à 
deux  de  toutes  les  manières  possibles,  se  composent  uniquement  do  cubiques  gauches,  qui  admettent  toutes 
une  même  définition  géométrique  très  simple. 

La  couibe  de  contact  de  la  quadrique  (H)   avec  son  envelijppo  est  l'intersection  de  cette  quadrique 
avec  celle  dont  on  obtient  réqnation  on  dérivant  l'équation  proposée  par  rapport  à  y.,  soit  : 
(U')  —  a?/2  _  :W'z'^-i-'i^y-^yz  +  l^)x^ZX-+-xg  —  l"2aj;- {-  lja2y  -f-  15a'*:;  -t-  36a3  =  0. 

D'après  l'énoncé,  cette  courbe  doit  être  un  quadrilatère  gaucbe  ABCD.  Donc,  parmi  les  quadriques 
du  faisceau  (H,  H'),  doivent  se  trouver  d(;ux  couples  de  plans,  les  couples  (AGB,  ACD)  et  (BDA,  BDC). 
Autrement  dit,  pour  deux  valeurs  différentes  de  A,  l'équation  Hx^>H'  =  0  doit  représenterl'ensemble 
de  deux  plans.  Or,  une  telle  quadrique  présente  une  ligne  de  centres  situés  sur  elle  ;  donc  les  quatre 
équations  f^  =  0.  /',,  =  0,  /!  =  0,  f't  —  0  doivent  se  réduire  à  deux  é(iuations  distinctes. 
Ces  quatre  équations  s'écrivent  ici 

4,.r  4-  (2a  +  X).'/  +  Sa'(2a  -^  ^>0^  -  '  2'^(«  -^-  X)  =  0, 
(2a-hX)^  — 2a(o(-^%-HiV(a-^iiX)3-+-3a2(2a  +  3X)  =  0, 
5(2a  -+-  'Sl)x  -h  2a(a  +  'ik)y  -  ^«^(a  +  3X):  -^  3a^(2a  -t-  5a)  =  0, 
—  4(a  -h  X)x4-a(2a-f-  3X)!y  +  o^'{ioL  -+-  5l)z  +  I2a2(a  +  2À)  =  0. 
Pour  que  ces  équations  se  réduisent  à  deux,  il  faut  et  il  suffit,  comme  on  s'en  rend  compte  aisément, 
que  tous  les  mineurs  du  troisième  ordre  déduits  du  tableau  de  leurs  coefficients  soient  nuls.  En  annulant 
tous  ces  mineurs,  on  obtient  un  certain  nombre    d'équations  en    X,    qui  sont  en   général  du  troisième 
degré,  et  qui,  d'après  ce  qui  a  été  dit  plus  baut,  doivent  admettre  deux  racines  commune?.  Or,  si  l'on 
annule  par  exemple  le  mineur 

I                       4                      2a  +  À  _12a(a  +  X) 

2a  -h   X            -  2a(a  +  X)  3a-(2a  -+-  3X) 

j_  4(a  4-  ).)               a(2,  -+  3X)  i2a2(a  +  2X) 

ou  obtient  l'équation  du  second  degré  2X2  _^_  [^i^  _,_  ^^2  _  ^_ 

a  -11 

Les  deux  racines    X=  —  a    et    X  =  —  —     de  cette  équation   sont  donc   nécessairement   les  deux 

2  ^ 

valeurs  de  X  cbercbées. Prenons  par  exemple  la  valeur  X  =  —  a.  Elle  nous  donne  l'équation 

2a?2  +  2a^'z2  —  2aSy3  —  ^a^zx  -h  oixg  —  'ii.Hi  —  9a^3  —  iSa*  =  0, 
dont  le  premier  membre  doit  être  à  priori  de  la  forme     {x  -t-  ag  -h  bz  -\-  c)  (2.c  -H  b'z  -  2c). 

En  identifiant,  on  détermine  sans  peine  les  coefficients  a,  b,  c,  h'  et  l'on  trouve  les  deux  plans 

(ABC)  2x -+- «y  —  a^z  +  6a2  =  0, 

(ADC)  a;  — Sa^z  — 3a2  =  0, 

qui  seront  par  exemple,  le  premier  ABC,  le  second  ADC. 

On  pourrait  maintenant  songer  à  couper  la  quadrique  (H)  ou  la  (|uadri(iue  (H'),  successivement 
par  ces  deux  plans. 

Mais  il  est  plus  simple  de  déterminer  l'autre  couple  de  plans,  en  nous  servant  de  la  seconde  racine. 


—  .    On  obtient,  par  un  calcul  analogue  au  précédent,  les  deux  plans 
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(13AD)  X  -^  ^J.]i  H-  a';  —  3a2   =  0, 

(BCU)  4x— a?/4-a':  =  0, 

qui  sont  par  exemple,  le  premier  BAlJ,  le  second  HCU. 

i»  Ceci  étant,  l'enveloppe  de  (H)  se  compose  évidemment  des  quatre  surfaces  réglées  engendrées  par 
les  côlés  du  quadrilatère  gauche  ABGD.  Nous  avons  évidemment  les  équations  de  chacun  de  ces  côtés. 
Formons  aussi  les  équations  de  leurs  projections  sur  les  plans  de  coordonnées.  En  prenant  les  enve- 
loppes de  ces  projections,  nous  aurons  les  contours  apparents  des  su^-faces  réglées  correspondantes. 
Enfin,  en  éliminant  a  entre  les  équations  de  l'un  des  côtés,  on  aura  l'équation  de  la  surface  qu'il 
engendre.  Tous  ces  calculs  ne  présentent  aucune  difficulté  ;  aussi,  nous  nous  bornons  à  indiquer  les 
résullats  : 


AB 


BG 


CD 


DA 


y_^3,.2-  _  |9a  =  0 
X  —  2x^2  +  9a2  =  0 

a;  =  —  d- 

a-z  —  y  —  -4ï  =  0 

9j^  —  2a.v  —  3a2  =  0 

9x2;;  -   y^  {la.  =   0 

X  —  'i^z  -  3a2  =  0 
'ix  -\-  ^OLy  —  13a2  =  0 

y  -+-  3  ai;  =  0 


Equation  de  (AB  : 

3{y  -  ^zxy  +  ï{yz  +  C)(,v2  -h  [8x)  =  0 

Equation  de  (BC)  : 
{zx^yf-hlQx  =  0 


3a2 


0 


Equation  de  (CD)  : 

{2'zx  —  yf  -  i[yz  —  '^2)(if  —  oi.r 


Kqualion  de  (DA)  : 
21  {zx  +  yY  —  ^^z  =  0 


=  0 


Contours 
apparents 


Contour 
apparent 

Contours 
apparents 


?y2  _  9j  =  0 

//:  —  12  =  0 
zix-\-Ti  =0 

yz^'t  =  0 


y- 
y- 

xz'-  —  \ 


27ï  =  0 
4  =  0 


0 


\y' 


Contours 
apparents    (  " 


1  =0 


On  vérifie  bien  que  les  quatre  surfaces  réglées  sont  du  quatrième  ordre.  Leurs  contours  apparents 
sur  xOy  sont  des  paraboles,  sur  yOz  des  hyperboles  équilatères,  sur  zOx  des 
cubiques  ayant  la  forme  ci-contre. 

2°  Nous  voulons  montrer  par  exemple  que  la  droite  AD  correspondant  à  une 
^  certaine  valeur  p  du  paramètre  a,  a,  en  A,  un  contact  du  second  ordre  avec  la 
surface  (AB).  Pour  cela,  il  suffit  de  montrer  que,  parmi  les  quatre  points  d'in- 
tersection de  AD  avec  (AB),  il  y  en  a  trois  qui  sont  confondus  en  A.  Or,  à  chacun 
de  ces  points  d'intersection  correspond  une  génératrice  de  (AB)  rencontrant  AD  et 
réciproquement.  Tout  revient  donc  à  prouver  que,  parmi  les  quatre  droites  AB  qui  rencontrent  la  droite 
AD,  il  y  en  a  trois  qui  ont  pour  paramètre  p.  Autrement  dit,  l'équation  du  quatrième  degré  en  a  qui 
détermine  les  paramètres  de  ces  droites  AB,  doit  être  de  la  forme  : 

^a-P)3ra-/-(P)]  =  0, 

fCii)  étant  une  certaine  fonction  de  p,  qui  à  priori  ne  peut  d'ailleurs   être  qu'un   polynôme   du  premier 
degré. 

Avant  d'aller  plus  loin,  remarquons  que  s'il  en  est  ainsi,  l'éijualion  considérée  comme  une  é(iuation 
en  p  admettra  une  racine  triple  égale  à  a,  ce  qui  montre. a  qu'inversement  la  droite  AB  de  paramètre  a 
a  un  contact  du  second  ordre  avec  la  surface  (AD)(')-  Enfin,   ce    que  nous  venons  de  dire  relativement 


(•)  Le  raisonnement  précédent  contient  évidemment  la  démonstralion  liii  tliéorème  gént'^ral  suivant  : 
Si  les  (léiii'ralhces  d'une  surface  réijlêc  S  sont  tangentes  av/mptotique^.  d'une  autre  surface  reliée  S',  les  génératrices  de  S 
sont  aussi  tangentes  a!iijmi)toti(iucs  de  S. 
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AB: 

a  =  —  2a% 

b  =  3a^ 

c  =  -\, 

BC: 

«1  =  0, 

/>!  =  a2. 

Cl  =   1, 

CD: 

"2    —    "^    » 

*o  =  Ua2, 

C2=   1, 

DA: 

a,  =  —  2a^ 

6,  =  :ia2 

C3    =  —  1, 

au  point  A  se  répéterait  mot  pour  mot  pour  les  trois  autres  points  B,  G,  D.  Nous  sommes  finalement 
conduits  à  former  les  quatre  équations  qui  expriment  la  rencontre  : 

d'une  droite  AB  de  paramètre  y-  avec  une  droite  AD  de  paramètre  ^, 

-  BG  —  -       Cl)  — 

-  CD  —  _       UA  — 

-  BC  —  _      AB  — 

Pour  former  rapidement  ces  équations,  formons  les  coordonnées  pluckéiiennes  de  nos  quatre 
droites,  ce  qui  est  immédiat,  {)uisque  nous  avons  déjà  les  équations  des  projections  de  charjue  droite 
sur  les  trois  plans  de  coordonnées. 

Si  l'on  met  ces  équations  sous  la  forme  bz  —  cy  =  /,  ex —  az  =  ??t,  aij  —  bx  =  n, 

on  obtient  immédiatement  le  tableau  suivant  pour  les  coordonnées  pluckériennes  de  nos  quatre  droites  : 

/  =  12a,  m  =  {)x\  n  =  3i-; 

Il  =  4a,  7Hj  =  —  a^,  )!,  =  a*  ; 

k  =  —  12a,  m.2  —  3a2,  »,  =    -   3ai; 

/g  =  0,  rn3  =—3x2,  „^  ^  _  c)j; 

Ceci  étant,  la  condition  de  rencontre  de  AB  et  BC,     par  exemple,  est,  comme  on  sait, 

rt/i  +  bnii  -+-  ciii  4-  aj  -h  //,m  ■+-  CiU  =  0. 

En  se  servant  de  cette  équation,  on  trouve  que  les  quatre  équations  qu'il  s'agissait  de  former  sont 
identiques  à  la  suivante  : 

ai_6a2p^-^8a^^  — 3^*  =  0  OU  (a  —  ^)3(a  +  3!^)  =  0. 

Elles  sont  bien  de  la  forme  voulue. 

3»  Il  suffit  évidemment  de  montrer  que  les  projections  des  quatre  droites  considérées  sur  yOz  par 
exemple  forment  un  faisceau  harmonique. 

Pour  le  point  A,  comme  il  est  à  l'infini,  sa   tangente  est  aussi  à  l'infini.  Quant  à  la  droite  Ant',  on 
obtient  précisément  sa  projection  sur  j/0:;  en  dérivant  l'équation  du  plan  BAD  par  rapport  à  a,  ce  qui 

donne  y-\-3^^z  —  6a  =  0. 

En  comparant  avec  les  équations  des  projections  de  AB  et  de  AD  sur  yOz,  on  voit  de  suite  que  Aa' 
est  parallèle  à  AB  et  à  AD  et  qu'elle  en  est  équidislante,  ce  qui  donne  bien  un  faisceau  harmonique 
avec  la  droite  de  l'infini  du  plan.  Pour  les  trois  autres  points,  qui  sont  à  distance  finie,  il  suffit  de  vérifier 
l'harmonie  pour  les  parallèles  aux  projections  par  yOz,  menées  par  0.  On  trouve  ainsi  : 

Tangente  :     Caractéristique    Condition  d'harmonie 


B    ix  =  —  oL^,       ?/  =  0,         -  ="  7  )        y  =  ^  •'  =  '^''''     ^^''^'  -  ^'')  =  ~  ^ 

C       lx=  —  ^K  iy=  — 6z,         ;= \  7/  =  — 3a2:         y  =  3x'z        (3,-3,1,9^=-! 


D         (x  =  ^\  .V  =  3a,  z= \  y  =  3oi'z  z  =  0  (  3c,3,9,  —  3)  =  —  1 . 

4"  Toutes  les  courbes  en  question  ont  des  équations  paramétriques  de  la  forme 

(1)  X  =  Aa2,  î/  =  Ba,  =  =  -, 

a 

OÙ  A,  B,  C  sont  des  constantes,  dont  certaines  peuvent  être  nulles.  Le  cas  des  constantes  nulles  donne 
des  courbes  planes  analogues  aux  contours  apparents  de  la  première  partie.  Si  on  écarte  ce  cas,  on  voit 
que  toutes  ces  courbes  sont  des  cubiques  gauches  qui  peuvent  être  définies  comme  étant  l'intersection 
d'un  cj'lindre  ayant  pour  section  droite  une  parabole  d'axe  Ox  et  de  tangente  au  sommet  Oy,  avec  un 
cylindre  admettant  pour  section  droite  une  hyperbole  équilatère  d'asymptotes  Oy  et  0:. 
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Resle  à  prouver  que  loules  les  courbes  indiquées  dans  l'énoncé  sont  bien  de  la  forme  (l).  C'est  fait 
pour  les  lieux  des  sotuniels  du  tétraèdre.  Pour  les  arêtes  de  rebroussement,  il  suffit  de  dériver  deux  fois 
par  rapport  à  a  l'équation  de  chaque  face  et  de  résoudre  par  rapport  à  x,  y,  z  le  sj'slènie  obtenu.  On 
obtient  ainsi  les  résultat'^  suivants  : 

BAI):     x=—y-\  '/  =  :i'^-,  ::  =  —  ;  ABC:     x  =  o^^  ,,  =  _(;,,  r.  =  —  ; 

a  '  a 

BCD  enveloppe  un  cône  de  sommet  0,  CDA  enveloppe  un  cylindre  parallèle  à  Oy. 

Quant  aux  intersections  do  surfaces  réglées,  elles  sont  toutes  données  par  l'intersection  de  deux 
droites  dont  les  coordonnées  pluckériennes  sont  de  la  forme 

Aa^  B%\,  C,  La,  Ma2,  Na'*,  et  A'P^  B'p\  B',  L'^,  Mf^  N'^S 

avec  la  condition  de  rencontre,  qui  s'écrit  en  posant     ^  =  mn^ 

CN'.m*  +  A'L.?u3  +  (B'M+  M'B)m2  ^  L'A. m  +  B'N  =  0. 
Or.  les  coordonnées  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  sont  par  exemple,  en  remplaçant    j3 
par  my., 

■^  ~     CA'/n^  -  C'A    ''^  '  ^  ~V  CA'm^  —  C^  "c   ^  U  J"'  '"  ^   CA'm^  —  C'A  '  "â  ' 

équations  qui  sont  bien  de  la  forme  (1).  Donc,  l'intersection  de  deux  quelconques  de  ces  surfaces  réglées 
se  compose  en  général  de  quaire  cubiques  gauches  de  la  forme  (1).  Bien  entendu,  certaines  de  ces 
cubiques  peuvent  dégénérer,  comni(3  nous  l'avons  dit  tout  à  l'heure.  (L'intersection  totale  des  deux 
surfaces  doit  être  du  seizième  degré  ,  or,  nos  cubicpics  no  nous  donnent  (pie  du  douzième  degré  ;  le  reste 
est  la  droite  de  l'infini  de  xOy,  qui  doit  être  comptée  quatre  fois). 

Les  coordonnées  pluckériennes  de  AC  et  BD  étant: 

AC:     —  2a\     3a^     —1,     — 1->^,     -3a-,     I5x'';     BD  :     2a\     3aS     —5,     1^2a,     -3^-,     S^S 
rien  n'est  plus  facile  que  de  former  les  équations  en  m  relatives  aux  intersections  des  six  surfaces  pri- 
ses deux  à  deux.  On  trouve  ainsi  d'abord     {m —  l)\377i-hi)  =  0,     pour  les  intersections  de  surfaces 

consécutives,  puis  =  —  It  ±  ^-Tî^,     pour     (AB\     avec    (GI))o  : 

*)m'' -H  8/)i^  f  (Wïi^ -h  1  =0,     itoiir     (BC^,,     et     (I)A\  ;  4  rac.  imag.  ; 
om^  -4- 8m-'  —  ()?n"^  —  Hm  +  1  =0,     {m  =  I     et     Tij/j^  -h  I3?7i-  -h  ~m  —  1—0,     3    i-acities    réelles), 
pour  (AB),  et  (AC)^,     (CD),  et  (AC)..     (BD),  et  (AB).,     (BD),  et  (CD).; 

5m^H-G?n2  -  8m  — 3  =  0,  {m  =  1  et  bm^  -h ?))»"--{-  ilm  +3  =  0,  I  racine  réelle),  [tour  (AD),  et 
(AC)o,     (BD,,  et  (BC'.  ; 

15m''  -  8m'  -  Wm^  —  1  =  0,  (m  =  I  et  \om^  -^-Im-  -{-  m  t-  I  =  0,  1  racine  réelle),  pour  (BCj, 
et  (AC)3,     (BDj,  et    (AD).; 

ni' -^  A7n^ -h  ihn- -j- Hm -h  \-)  =  0     (0  racine  réelle),     pour     (AC  ,  et  (BC)^. 

♦ •- 
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Groupe  I. 

Malhémaliques. 

PnEMlÈBK    COMPOSITION. 

L  —  1880.  —  SoiL  ((i)  la  courbe  définie,  en  coordonnées  rectangulaires,  par  les  équations 


■i±^.       .  =  .+<•. 


oi'i  t  est  nn  pai-anicti-c  arbitraire 
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t»  Déterminer  un  polynôme  du  seconci  degré  /"(a?,  xj)  (dans  lequel  le  coellicienUie  y-  est  tj  tel  qu'on  ait  une 
identité  de  la  forme 


^V(    ^"^^'    .     ^^<A     =   (<^   +   a<2  +  ^<   -H  y)2. 


On  montrera  qu'une  telle  identité  n'est  possible  que  moyennant  l'existence  d'une  relation  entre  les  cons- 
tantes a,  p,  y.  Cette  relation  se  décompose  en  deux  autres  très  simples. 

2°  Supposant  successivement  vérifiée  chacune  de  ces  deux  relations,  les  coefficients  de  /"(x-,  y)  se  trouvent, 
dans  chaque  cas,  exprimés  au  moyen  de  deux  des  fiaramètres  a,  ji,  y.  Pour  l'une  des  solutions,  le  polynôme 
f{x,  y)  est  le  carré  d'un  polynôme  du  premier  degré  en  x,  y. 

Des  résultats  précédents  on  déduit  immédiatement  la  réponse  aux  questions  suivantes  : 

3°  Écrire  la  condition  que  doivent  vérifier  les  paramètres  tu  t-i.  h  de  trois  points  de  ((i)  |)Our  que  ces  trois 
points  soient  en  ligne  droite. 

4°  Ecrire  la  condition  que  doivent  vérifier  les  paramètres  /i.  <2,  (3  de  trois  points  de  (G)  pour  qu'il  existe 
une  conique  (G)  tangente  à  (G)  en  ces  trois  points. 

i)°  Former  l'équation  générale  des  coniques  (G). 

En  outre  : 

6'i  Trouver,  lorsque  la  conique  (G)  se  décompose  en  deux  droites,  le  lieu  du  point  de  concours  des  deux 
droites. 

7°  Montrer  que  les  tangentes  aux  trois  points  de  contact  de  (G)  et  de  (G)  coupent  encore  la  courbe  (G)  en 
trois  autres  points  situés  sur  une  même  droite  (D). 

8"  Trouver  l'équation  générale  de  la  droite  (D)  en  fonction  des  mêmes  paramètres  que  ceux  qui  détermi- 
nent la  conique  correspondante  (G). 

9°  Déterminer  en  fonction  des  mêmes  paramètres  le  centre  de  gravité  P  du  triangle  formé  par  les  points 
de  contact  de  (G)  et  de  (G). 

10°  Trouver  l'enveloppe  de  la  droite  (D)  lorsque  P  décrit  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

H.  —  1881.  —  Une  surface  (S),  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  est  coupée  par  chaque  plan  parallèle 
au  plan  xOy  suivant  une  courbe  fermée.  E'aire  S  de  cette  courbe  est  une  fonction  déterminée  [^  =  f{^)]  de 
la  cote  :  de  tous  ses  points.  On  suppose  que  la  surface  (2)  est  continue  et  on  suppose  que  la  fonction  f\z) 
admet  des  dérivées  continues  jusqu'au  cinquième  ordre  inclusivement. 

Déterminer  quelle  doit  être  la  forme  la  plus  grm'rale  de  la  fonction  /(;)  pour  que  le  volume  compris  entre 
la  surface  (S)  et  les  plans  de  cotes  zq  et  z  soit  donné,  quels  que  soient  .-0  et     :;  >  ;o,     par  la  formule 

{10  juin,  do  8  h.  à  S  h.) 

Druxième  composition. 

1.  —  1882.  —  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  o.r,  oy,  oz,  et  une  fonction  f(z)  qui  admet  une  déri- 
vée f'{i),  les  équations 

X  =  pxo, 

ru)  =  ' 

oit  t  désigne  le  temps,  définissent  le  mouvement  d'un  point  M  (.r,  y,  z),  si  ou  connaît  la  position  Mo  (xo,  i/o.  ^o) 
de  ce  pointa  l'instant  i  —  0  ;  quand  on  a  (ixé  la  valeur  de  i,  les  mêmes  eqiuitions  (I)  définissent  une  trans- 
formation remplaçant  le  point  Mo  par  le  point  M. 

lo  Montrer  que  les  projections  de  la  vitesse  du  point  M  {x,  y,  z)  sur  les  axes  ox,  oy,  oz  peuvent  s'exprimer 
par  des  fonctions  de  x,  y,  z  qui  ne  contiennent  ni  le  temps  t,  ni  les  coordonnées  initiales  xq,  i/o,  3o- 

2"  A  tous  les  points  d'un  cercle  (Go)  ayant  pour  équations 

{xo  —  oo)-  -\-yl  =  R5,  ;o  =  constante,  (ao,  Ro  constants) 

correspondent,  A  l'instant  /,  d'après  les  équations  (I),  des  points  M  tous  situés  sur  un  cercle  (G)  djnt  le  plan 
est  parallèle  au  plan  xoy.  Galculer,  en  fonction  du  j  de  ce  plan,  le  rayon  H  et  l'abscisse  a  du  centre  du 
cercle  (G). 

3°  Soient  (S)  la  surface  engendrée  par  le  cercle  (Gj  quaiul  t  varie  à  partir  de  0,  (T)  le  solide  limité  par  la 
surface  (S)  et  par  les  plans    c  =  -1,     z  =  z^. 

Vérifier  que  le  volume  V  de  (T)  ne  dépend  que  de  la  différence  des  valeurs  de  t  qui  coirespondent  à  ao 
et  k  zi. 
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Effectuer  jusqu'au  bout  les  calculs  et  construire  la  trajectoire  d'un  point  M  dans  les  deux  cas  suivants 

A2 ...  ...  ,      22  +  /c2  ,.  ... 


Premier  cas  :    f{z)  =  -7^     [k  constant)  ;  deuxième  cas 


fV) 


{k  constant). 


Calculer,  dans  chacun  des  deux  cas  précédents,  les  coordonnées  (^,  0,  l)  du  centre  de  gravité  du  solide  (T) 
supposé  homogène,  en  se  servant  des  formules 


V^  = 


'■a{z)A{z)d: 


et 


vr  = 


'.A{z)dz, 


ty    1  «y    1 

011  A{z}  désigne  l'aire  cl  <•'(;;'  l'abscisse  du  centre  du  cercle  (C)  de  cote  ;;. 


II.   -  1883.  —  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 


ij  =  tg  X  —  X. 


Trouver,  avec  deux  décimales,  la  racine  comprise  entre  i  et  1,1   de  l'équation       igx  —  x  =  —■ 

4 


(13  juin,  de  8  h.   à    midi.) 


Physique. 


:   A          î 

a 

Y 

D 


1884.  I.  —  Un  fil  de  cuivre,  de  3  millimètres  de  diamètre,  est  disposé  en  forme  de  rectangle  ABCD  (AB 

=  10  centimètres,  RG  =  20  centimètres).  Une  partie  de  ce  cadre  est  placée  entre  les  pièces  polaires  d'un  élec- 

Iro-aimant  donnant  un  champ  magnétique  perpendiculaire  au  plan  du  rectangle;  ce  champ 

j ^     magnétique  a  une  intensité  constante  et  égale  à  lOOCO  gauss  dans   la  région  limitée  par  le 

I  i     contour  MNPQ  (qui  peut  représenter  la  projection  des  pièces  polaires  sur  le  plan  de  la  figure), 

et  il  est  nul  en  dehors  de  ce  contour,  de  telle  manière  que  AB  soit  dans  le  champ  magné- 
tique et  CD    en  dehors.  La  résistivité  du  cuivre  est  1,6  x  10-'^  ohms  par  cm. 

1°  Qu'arrive-t-il  au  point  de  vue  électrique,  mécanique  et  calorifique  si  l'on   donne  au 
cadre  un  mouvement  de  translation  parallèle  à  BC,   dans  un  sens  ou  dans  l'autre  ? 

2°  Ce  mouvement  de  translation  élant  supposé  uniforme,  et  la  vitesse  égale  à  2  centi- 
mètres par  seconde,  calculer  rintcnsité  du  courant  qui  passe  dans  le  cadre.  Quelle  force 
faut-il  exercer  sur  le  cadre  pour  produire  ce  mouvement?  Quelle  est,  en  calories,  la  quan- 
tité de  chaleur  dégagée  par  seconde?  On  suppose  que  toute  la  chaleur  ainsi  dégagée  soit 
employée  kéchauffer  le  cuivre;  quelle  sera  l'élévation  de  tcn)pérature  lorsqu'on  aura  pro- 
duit un  déplacement  (le  10  centimètres? 
La  chaleur  spécifique  du  cuivre  est  0,1. 

À"  Le  côté  ne  étant  supposé  vertical,  on  abandonne  le  cadre  à  lui-même  sous  l'action  de  son  poids.  Expli- 
quer ce  qui  se  passe.  Montrer  que  le  mouvement  devient  rapidement  «iniforme,  et  calculer  la  vitesse  ainsi 
atteinte. 

la  densité  du  cuivre  est  9;  l'accélération  des  corps  en  chute  libre  est  r/  =  980  unités  CCS. 
Qu'arriverait-il  si  l'on  modifiait  le  diamètre  du  fil  de  cuivre  sans  changer  les  dimensions  du  rectangle,  ou 
si  le  cadre  était  fait  de  plusieurs  spires  de  fil  isolées  les  unes  des  autres? 

11.  —  Les  notions  de  période,  de  vitesse  et  de  longiieiu'  d'onde  dans  le  cas  des  radiations  lumineuses.  Sans 
entrer  dans  aucun  détail  d'appareil,  indiquer  les  expériences  ou  observations  qui  ont  conduit  à  introduire  ces 
notions  en  optique  et  oui.  permis  de  mesurer  les  quantités  (jne  l'on  est  ainsi  amené  à  définir.  Indiquer  com- 
ment varient  ces  (piantités  lorsqu'on  passe  d'une  radiation  à  une  autre  ;  donner  l'ordre  de  grandeur  de  chacune 
d'elles  dans  les  dilFérenls  cas. 

Indiquer,  en  particuliei-,  quelle  donnée  nunu';rique  sert  à  caradériser  les  diverses  radiations  lumineuses,  et 
montrer  comment,  avec  les  speclroscopes  usuels,  on  peut  obtenir  ces  données  nunuM-iques  pour  les  diverses 

radiations  correspondant  aux  diverses  raies  que  l'on  observe  dans  un  spectre. 

1 16  juin,  de  8  II.  a  2  h.) 

Epure  de  géométrie  descriptite. 

1885.  —  La  ligne  de  terre  étantplacée  suivant  le  petit  axe  de  la  feuille, on  donne  :  i"  un poraholoïde  derf'vo- 
luiion,  dont  l'axf!  Z  est  vertical,  a  pour  éloignement  1 10"""  et  se  projette  à  20  à  droite  du  grand  axe  de  la  feuille,  la 
cote  du  sommet  est  iCO,  celle  du  foyer  144  ;  2»  un  paraboloide  hyperbolique  qui  a  deux  génératrices  de  front  ;  la 
première  I)  est  verticale,  elle  est  située  dans  le  plan  de  profil  de  l'axe  Z,  à  32  en  avant  de  cet  axe  ;  la  seconde  A 
est  à  04  en  arrière  de  Z,  elle  est  inclinée  à  45°  .«ur  le  plan  horizontal  et  on  s'élève  sur  elle  de  gauche  à  droite. 
Les  projections  verticales  lie  ces  deux  génératrices  se  rencontrent  en  un  point  dont  la  cote  est  96.  Enfin,  le 
paraboloïde  a  un  plan  directeur  perpendiculaire  à  la  génératrice  A. 

On  demamie  :  1"  de  construire  l'iulersectiou  des  deux  surfaces;  2»  de  représenter  la  partie  solide  du  para- 
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boloïde  de  révolution  qui  ne  contient  pas  le  sommet,  séparée  par  le  paraboloïde  hyperbolique  et  limitée  au  plan 
horizontal  de  projection;  3°  de  construire  l'ombre  propre  de  ce  solide  et  son  ombre  portée  sur  le  plan  hori- 
zontal. Les  rayons  lumineux  sont  parallèles  à  la  direction  A. 

On  déterminera,  pour  chaque  courbe,  un  point  courant  et  la  tangente  en  ce  point,  ainsi  que  les  points  et 
tangentes  remarquables.  En  particulier,  on  cherchera  les  tangentes  à  l'intersection  aux  points  situés  dans  le 
plan  de  profil  de  l'axe  du  paraboloïde  de  révolution. 

Entourer  l'épure  d'un  cadre  de    280X440.     —  Dessiner  les  résultats  en  noir  (les  lignes  vues  en  trait  plein, 

les  lignes  cachées  en  points  ronds)  et  les  constructions  en  rouge.  Mettre  sur  les  ombres  des  hachures  bleues  ou 

grises,   fines,    espacées  d'environ   l'^-'^S.   Expliquer  très   sommairement   les  constructions    etï'ectuées   et   les 

résultats  obtenus. 

{21  juiilet  1910,  de  8  k.  à  12  k.) 

Groupe  II. 

Mathématiques . 

I.  —  1886.  On  donne  deux  axes  coordonnés  rectangulaires  ox,  oy  et  une  droite  (D)  parallèle  à  l'axe  oy. 

A  chaque  point  M  d'une  courbe  (C),  située  dans  le  plan  des  deux  axes,  on  fait  correspondre  un  point  M',  de 
même  abscisse  que  le  point  M,  par  la  condition  que  la  parallèle  menée  par  l'origine  à  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  (C)  et  la  parallèle  à  l'axe  ox  menée  parle  point  M'  se  rencontrent  sur  la  droite  (D).  Soit  (C)  le  lieu  dé- 
crit par  le  point  M'  quand  le  point  M  décrit  la  courbe  (G).  Soit  M"  le  point  qui  se  déduit  du  point  .M'  comme  le 
point  M'  se  déduit  du  point  M,  en  remplaçant  toutefois  la  courbe  (G)  parla  courbe  (C). 

Déterminer  la  courbe  (G)  : 

1°  De  manière  qu'elle  passe  par  l'origine  et  que  la  longueur  MM'  soit  égale  à  une  ligne  donnée; 

2"  De  manière  qu'elle  passe  par  l'origine,  qu'elle  y  soit  tangente  à  la  bissectrice  de  l'angle  xoy  et  que  la 
longueur  MM"  soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

II.  —  1887.  On  considère  le  mouvement  défini  parles  équations 

a;  =  3(2  cos  t  —  a^  cos  3«,  ;;/  =  3a  sin  t  H-  a^  sin  3<,  z  =z  3a"^  cos  It, 

OÙ  t  désigne  le  temps  et  a  un  paramètre  constant.  Déterminer  la  vitesse  et  l'accélération. 

La  trajectoire  est  une  courbe  fermée  ;  quelle  est  sa  longueur?  Déterminer  a  de  façon  que  cette  longueur 
soit  égale  à  3-.  (On  se  bornera  à  calculer  deux  décimales.) 

III.  —  Évaluer  les  deux  intégrales  définies 


A  = 


j: 


cos  X 


dx. 


B  = 


dx. 


{13  juin,  de  8  h.  à  midi.) 


Physique. 


I.  —  1888.  — Un  appareil,  destiné  à  servir  d'électromètre,  est  constitué  par  deux  plateaux  circulaires,  ver- 
ticaux et  parallèles,  l'un  A  fixe,  l'autre  B  suspendu  par  deux  Mis  égaux  et  parallèles  MN,  M'N'  (voir  la  figure  ci- 
^  jyj'  jointe).  Le  plateau  B  a  un  rayon  de  10  centimètres  ;  A  est  notablement  plus  grand.  Les  fils  de 

suspension  ont  i  mètre  de  long;  l'ensemble  du  système  qu'ils  supportent  pèse  200  grammes.  La 
distance  des  deux  plateaux  est  de  1  centimètre  lorsqu'ils  sont  au  même  potentiel,  B  étant  au 
repos.  L'accélération  des  corps  en  chute  libre  est  g  =  980  unités  G.  G.  S. 

1.  On  établit  entre  les  deux  plateaux  une  différence  de  potentiel  de  V  volts.  Les  deux  pla- 
teaux se  rapprochent  et,  lorsque  l'équilibre  est  établi,  leur  distance  devient  a;.  Trouver  la  rela- 
tion qui  lie  V  et  x.  Représenter  cette  relation  par  une  courbe. 

2.  Quelle  différence  de  potentiel  faut-il  établir  entre  les  deux  plateaux  pour  que  le  déplace- 
ment de  B  atteigne  1  millimètre? 

3.  Montrer  qu'à  chaque  valeur  de  V  correspondent  deux  positions  d'équilibre,  mais  qu'une 
seule  est  stable.  Montrer  que,  si  la  différence  de  potentiel  dépasse  une  certaine  limite,  il  n'y  a 
plus  de  position  d'équilibre  ;    trouver  cette  limite  et  la  position   d'équilibre  correspondante. 

Qu'arrive-t-il  si  la  différence.de  potentiel  dépasse  la  limite  que  l'on  vient  de  trouver? 

4.  Ayant  établi  une  différence  de  potentiel  V  assez  faible  pour  qu'il  y  ait  une  position  d'équilibre  stable, 
définie  par  une  distance  x  des  deux  plateaux,  on  fait  osciller  B,  comme  un  pendule,  de  quantités  infiiiiiuent 
petites  de  part  et  d'autre  de  cette  position.  Calculer  la  période  de  ce  mouvement.  Etudier  comment  elle  varie 
lorsque  l'on  donne  diverses  valeurs  à  V. 


^^^^^^^ 
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On  traitera  cette  quatrième  partie  en  faisant  successivement  les  deux  hypothèses  suivantes  : 
{"La  différence  de  potentiel  V  est  maintenue  invariable  pendant  les  oscillations. 

2o  Ayant  établi  la  différence  de  potentiel  V,  on  laisse  le  plateau  B  prendre  sa  position  d'équilibre,  puis  on 
isole  complètement  les  deux  plateaux,  et,  alors  seulement,  on  fait  osciller  B. 

Nota.  —  On  raisonnera  comme  si  le  champ  électrique  était  uniforme  jusqu'au  bord  de  B. 

D'après  la  construction  de  l'app:treil,  les  fils  de  suspension  ne  peuvent  faire  qu'un  très  petit  angle  avec  la 
verticale.  On  fera  dès  le  début  des  calculs,  les  simplifications  qui  résultent  de  ce  fait. 

II.  —  Théori(>  des  systèn)es  optiques  centrés,  en  supposant  faibles  l'ouverture  des  surfaces  et  l'inclinaison 
des  rayons  par  rapport  à  Taxe. 

Montrer  comment  les  résultats  de  cette  théorie  s'appliquent  à  l'étude  des  divers  instruments  doptique. 

Nota.  —  On  attachera  peu  d'importance  à  l'étude  détaillée  du  système  optique  particulier  connu  sous  le 
nom  de  lentille  épaisse. 

(11  juin,  des  h.  à  2  h.) 
Chimie. 

Propriétés  physiques  et  propriétés  chimiques  du  soufre. 

Sulfures  métalliques. 

(18  juin,  de  8  II.  à  midi.) 
Sciences    naturelles. 

Divers  moyens  d'utilisation  mécanique  de  l'air,  [)Our  le  transport,  chez  les  animaux  et  chez  les  plantes  :  dis- 
sémination par  le  vent:  adaptation  au  saut  plané  et  au  vol. 

(17  jtiin,  des  II.  <'i  midi.) 
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1824.  —  Soit  un  plan  fixe  XOY,  dont  les  arcs  font  l'angle  +-7?  '"i  (Jiii  contient  une  droite  D 
ayant  pour  équation     X  =  a. 

Soit  un  jjlan  mobile  X'O'Y'  dont  les  axes  foui  l'angle et  qui  entraîne  dans  son   mouvement  la 

droite  D'  ayant  potir  équation     X'  =  a. 

Le  plan  X'O'Y'  glisse  sur  le  plan  XOY  de  telU  sorte  que  les  droites  D  et  D'  passent  respectivement 
par  les  points  0'  et  0. 

Etudier  la  courhc  décrite  par  un  point  quelconque  M(X'  =  x^,  Y'  =  y^)  entraîné  dans  le  mouve- 
menl  du  plan  X'O'Y'. 

On  remarquera  que  la  figure  formée  par  les  six  droites  OX,  O'X',  OY,  O'Y',  D,  D'  est  symétrique  par 
rapport  à  la  perpendiculaire  IK  élevée  sur  le  milieu  de  00'.  Le  symétrique  de  M  par  rapport  à  IK  est 
donc  fixe. 

Soit  P  cepoi7it.  On  cherchera  l'équation  de  la  trajectoire  de  M  par  rapport  à  des  axes  Px,  Py,  paral- 
lèles à  OX  et  OY. 

1°  Démontrer  que  la  trajectoire  de  M  est  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  et  pas- 
sant par  les  points  cycliques. 

^"Déterminer  les  points  M  du  plan  X'O'Y'  dont  les  trajectoires  ont  leurs  tangentes  au  point  double: 
a.)  confondues  ;  b)  réelles  et  distinctes  ;  c)  rectangulaires. 

Démontrer  que  la  trajectoire  de  M  est  :  une  cissoide  oblique  lorsque  les  tangentes  au  point  double  sont 
confondues  ;  une  slropkoïde  oblique  lorsqu'elles  son!  reetangulairrs  ;  une  podaire  de  parabole  dans  le  cas 
général  [on  rappelle  (pie  la  podaire  est  le  lieu  des  projections  d'un  point  sur  les  tangentes). 
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3°  Etablir  les  récipror/ues  des  résultais  l"  et  2°. 

Les  résultats  1°,  2",  3°  d-'vront  être  établis  par  l'analyse. 

4°  On  élève  en  0  et  0'  les  perpendiculaires  UI,  01  a.ux  droites  IJ'  et  D.  Chercher  le  lieu  géométrirjue 
du  point  l  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile. 

En  déduire  par  la  géométrie  que  la  trajectoire  de  M  est  une  podaire  d",  parabole. 

5°  Généralisation.  —  Reprendre  l'étude  du  déplacement  du  plan  X'O'Y',  mais  en  remplaçant  les  droites 
D(X  =  a)     et     D'(X'  =  a)     par  une  coiirbe  que/conque  G  et  sa  symétrique  inverse  C 

La  courbe  G  a  pour  équations     X  =  f(u),     Y  =  ?(")i     ^^  courbe  G'  aura  pour  équations 

X' =/-(«'),  Y'  =  9{u'). 

Lorsque     u'  =  u     le  point  {\',  Y')  est  dit  l'homologue  du  point  (X,   Y). 

On  peut  toujours  faire  glisser  le  plan  X'O'Y'  sur  le  plan  fixe  XOY  de  telle  sorte  que  les  courbes  G  et  G' 
passent  respectivement  par  les  points  0'  et  0,  et  qu'en  outre  le  point  0'  considéré  comme  faisant  partie 
de  G  ait  pour  homologue  le  point  0. 

On  demande  d'établir  les  résultats  suivants  : 

a)  Soit  I  l'intersection  des  normales  en  0,  0'  aux  courbes  G'  et  G;  la  perpendiculaire  IK  abaissée  de 
I  sur  00'  est  tangente  en  I  aux  lieux  géométriques  de  ce  point  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile. 

b)  Soit  M  un  point  entraîné  dans  le  mouvement  du  plan  X'O'Y'  ;  la  trajectoire  de  M  est  la  podaire 
d'une  courbe  semblable  à  la  courbe  I. 

6°  Appliquer  les  résultats  5"  au  cas  où  la  courbe  G  est  un  cercle. 

1°  Définitions  et  théorèmes  à  démontrer.  —  Strophoïde  oblique:  Soient  deux  points  N,  P  et  une 
droite  F  passant  par  P.  On  mène  par  le  point  N  une  sécante  mobile  qui  coupe  F  au  point  A  et  l'on  porte 
sur  cette  sécante  AM  =  AMi  =  AP. 

La  courbe  décrite  par  les  points  M  et  M,  est,  par  définition  une  strophoïde  oblique. 

Cissoïde  oblique  :  Soit  une  circonférence  G,  P  un  point  de  cette  circonférence,  E  une  tangente  quel- 
conque. On  mène  par  P  une  séante  variable  PAB  et  l'on  prend     l'M  =  AB. 

La  courbe  ainsi  obtenue  est  la  cissoïde  oblique. 

Démontrer  que  si,  dans  la  définition  de  la  cissoïde  oblique  on  remplace  la  tangente  E  par  un  diamètre 
quelconque  du  cercle  G,  le  lieu  de  M  est  une  strophoïde  oblique. 

Si  l'on  remplace  la  tangente  E  par  une  droite  quelconque,  le  lieu  de  M  est  une  podaire  de  parabole. 

Soient    a,  b    les  coordonnées    du    point  0'    par  rapport    aux    axes   OX,  OY,  et  soit    w    l'angle 

(OX,  O'X').  Les  cosinus  directeurs  de  O'X'  sont  cos  o,  sinw  et  ceux 
de  O'Y',  sin  (u  et  — cos'o.  Par  suite,  les  formules  de  transformation 
de  coordonnées  sont 

X  =  a  -\-\'  cos  fo  H-  Y' sin  w,         y  =  ^  h-  X'  sin  w  —  Y'  cos  w. 
Mais  les  coordonnées  du  point  0   sont  0,   0  dans  le  système 
XOY  et  a,  b  dans  le  système  X'O'Y',  on  a  donc 

0  =  a(i  -f-  cos  co)  H-  b  sin  w,  0  =  ^  -f-  a  sin  w  —  a  cos  w  ; 

et    ces    deux  relations    nous    donnent  la    même    valeur   pour    b, 


b  :=  —  a  cot{ 
X  = 


Les  formules  précédentes  deviennent  donc 


Y  =  —  a  cote: h  X'  s'.i  w  —  Y'  cos  ( 


•X' COS  10  -t- Y'  sinw, 

Y'  =  (/„)     par  rapport  au  système  XOY  sont  alors 

Y  =  —  a  cotg  -3-  -h  Xfl  sin  m  —  jy,,  cos  w. 

D'autre  part,  le  point  P  a  pour  coordonnées  Xq»  ?/o  par  rapport  aux  axes  OX,  OY.  Les   coordonnées 
X,  y  du  point  M  par  rapport  aux  axes  Px,  Py  seront  alors 


Les  coordonnées  du  point  M     (X'  =  x 
X  =  a->r  Xq  cos  w  +  t/g  sin  o) 
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x-h  Xo  —  a  +  Xq  cos  w  h- ?/q  sm  w,  y  -i-y^  =  —  a  cotg  — - -+-  Xq sin  w  —  i/^,  cos  w 

....  OJ 

ou  x  —  a— Xo{i  —  cosm)-\- y^smu),  y  =  — a  cotg—  -j-rg  sin  oj — ,y^f  i  .^-cosojj, 

ou,  en  posant  ^^-^  =  ^> 

"h^x,         'if y,  t\a  -  ^x,)  +  '■Ity,  -^  a 


(1) 


y 


1-+-/"'     1-^/'  i+<' 

a  "ItXç,  "ly,^  t'^{a  —  'ix^)-Jr^l'lf,-\-a 


t  {-^e-  I-h<2  ni  -v-C-) 

Nous  oDtenons  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction  d'un  paramètre.  D'ailleurs, 
l'élimination  de  t  entre  ces  deux  équations  est  fort  simple,  car  en  les  divisant  membre   à  membre  on  a 

X  X 

—  =  —  t,     ou     /  =  —  —  •     Remplaçons  t  par  cette  valeur  dans  la  première  équation,  nous  obtenons 
l'équation  du  lieu 

(2)  (a;2  +  y^)x  —  x^ia  —  ^x^)  +  ^y^^y  —  ay'^  =  0. 

1.  On  voit  immédiatement  que  ce  lieu  est  une  cubique  circulaire  qui  a  un  point  double  à  l'origine. 

2.  L'équation  de  l'ensemble  des  tangentes  à  l'origine  est 

(3)  a?/2  —  'iy^xy  H-  x^{a  —  -2x^)  =  0. 

a)  Pour  que  ces  tangentes  soient  confondues,  il   faut   qu'on  ait     yl  —  a{a  —  ^j:,,)  =  0,     c'est-à-dire 
que  le  point  M  soit  situé  sur  la  parabole  (tt)  qui  a  pour  équation  par  rapport  aux  axes  O'X',  O'V 
Y'2  +  2aX'  —a'-  =  0  ou  X'^  +  Y'^  =  {X' —  a)\ 

Cette  parabole  a  pour  foyer  le  point  0'  et  pour  directrice  la  droite  D'. 

Si  le  point  M  est  sur  cette  parabole,  la  trajectoire  est  ime  cissoïde,  car  on  démontre  dans  tous  les 
cours  que  toute  cubique  circulaire  qui  a  un  point  de  rebroussement  est  une  cissoïde. 

(j)  Les  tangentes  seront  réelles  et  distinctes  si  l'on  a  yl  —  a{a  —  2j?(,)  ]>  0,  c'est-à-dire  si  le  point 
M  est  à  l'extérieur  de  la  parabole  (ir). 

c)  Les  tangentes  seront  rectangulaires  si  dans  l'équation  (3)  la  somme  des  coefficients  de  x-  et  de  y^ 
est  nulle  ;  on  a  ainsi     Xq  —  a  =  0,     et  cette  condition  est  remplie  si  le  point  M  est  sur  la  droite  D'. 

Dans  ce  cas  la  trajectoire  du  point  M  est  une  strophoide,  car  on  sait  que  toute  cubique  circulaire 
qui  a  un  point  double  à  tangentes  rectangulaires  est  une  cissoïde. 

On  démontre  également  que  toute  cubique  circulaire  est  une  podaire  de  parabole. 

On  peut  d'ailleurs  dans  le  cas  actuel  obtenir  aisément  la  parabole  dont  la  trajectoire  du  point  M  est 
la  podaire. 

Soit  (a,  p)  un  point  M  de  cette  trajectoire.  La  perpendiculaire  MP  menée  par  le  point  xM  à  la 
droite  qui  joint  l'origine  P  au  [)oint  M  a  pour  équation  a(aî  —  a)  4- P(y  —  P)  =  0;  nous  allons  cher- 
cher l'enveloppe  de  celte  droite. 

Pour  cela  nous  remplaçons  a  et  ^  par  les  valeurs  (i) 

t'(a  -  "-IxJ  -f-  2/i/,  -+-  a  ^  t\a  —  ^x^)  -+-  ^/J/o  -+-  a 


i-^l-  '  l{i  -h  f) 

et,  en  divisant  l'éiiualion  obtenue  par    i'^{a — ^aj^) -t- 2/î/o  +  o,     nous   obtenons   pour  équation  de  la 
droite  MT  t-x  —  ty  —  l-{a  —  iX)  -    2/j/o  —  «  =  0 

ou  i'i[x-\-'ix,,—  a)—t{y+'-ly^)  —  a  =  0. 

Pour  avoir  l'enveloppe  de  cette  droite,  nous  écrivons  que  cette  équation  a  une  racine  double  en  /,  ce 
qui  donne  {y  -1-  ^i/„)2  _^  ^^(j,  _^  .j^,^  _  ^^^  _  q^ 

et  cette  é(|ualion  représente  bien  une  parabole. 

3.   Toute  cubique  circulaire  ayant  un  point  double  à  l'origine  P  et  son  asymptote    parallèle   à    Pj/ 
peut  être  engendrée  comme  il  a  été  dit  dans  la  première  partie. 


ÉCOLE  DES  MINES  DE  SAINT-KTIENNE 


597 


En  eiïet,  l'équation  de  cette  cubique  est  de  la  forme 
(3)  a^(a?'2  ^  y'-)  +  ax""  +  2p.rv  +  yj/-  =  0  ; 

on  peut  déterminer  a,  x^.  y^  de  façon  que  les  équations  (2j  et  (3)  représentent  la  même  courbe.  Il  suffit 

ce "/ 

de  prendre     ±Xq  —  a  =  a,     j/o  ~=  ?-     —  a  —  y,     ou     a  =  —  •{,     xo  =  — ^ — -  >     y„  =  ^. 
On  établit  aussi  aisément  les  réciproques  de  la  deuxième  partie. 
4.  Comme     01  =  O'I,     le  lieu  du  point  I  dans  le  plan  fixe  est  la  parabole  (-,)  qui  a  pour  foyer   le 


point  0  et  pour  directrice  D  ;  tandis  que  le  lieu  du  point  I  dans  le  plan  mobile  est  la  parabole  (-)  qui 
a  pour  foyer  le  point  0'  et  pour  directrice  la  droite  D'. 

La  droite  IK,  étant  la  bissectrice  de  l'angle  010',  est  tangente  à  ces  deux  paraboles  au  point  \. 
Le  milieu  H    de  PM  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  P  sur  IK;  donc  le  lieu  du 
point  H  estlapodaire  (y)  du  point  P  par  rapport  à  la  parabole  (-,),  et  le  lieu  du  point  M  est  la  courbe 
homothétique  de  (y)  par  rapport  au  centre  d'homothétie  P,  le  rapport  d'homothétie  étant  égal  à  2. 

5.  a)  Le  point  0'  du  plan  mobile  se  déplaçant  sur  la  courbe  G  du  plan  fixe,  la  normale  en  0'  à  la 
courbe  C  passe  par  le  centre  instantané  de  rotation.  D'autre  part,  la  courbe  C  du  plan  mobile  passant 
constamment  par  le  point  0  du  plan  fixe,  la  normale  en  0  à  la  courbe  C  passe  aussi  par  le  centre 
instantané  de  rotation.  Il  en  résulte  que  le  point  1  est  le  centre  instantané  de  rotation. 

Donc  les  lieux  géométriques  du  point  I  dans  le  plan  fixe  et  dans  le  plan  mobile  sont   des  courbes 

tangentes  au  point  I.  Ces  courbes  sont  d'ailleurs  symétriques  à  chaque 
instant  par  rapport  à  la  droite  IK  ;  on  en  conclut  que  la  droite  IK  est 
tangente  à  ces  courbes  au  point  1. 

b)  Le  point  P,  symétrique  de  M  par  rapport  à  IK,  est  un  point 
fixe.  Le  point  H,  milieu  de  PM,  décrit  la  podaire  de  la  courbe  I  par 
rapport  au  point  P,  et  le  point  M  décrit  une  courbe  homothétique  de 
cette  podaire. 

6.  Supposons  que  la  courbe  C  soit  un  cercle  de  centre  w.  Soit  0' 
un  point  quelconque  de  ce  cercle  ;  pour  obtenir  le  point    l    correspon- 
dant il  suffit  de  prendre  le  point  commun  à  la  normale  wO'  au  cercle  et  à  la  perpendiculaire  à  00'  en 

son  milieu. 

On  en  conclut  immédiatement  que  le  lieu  du  point  I  est  une  coni- 
que qui  a  pour  foyers  les  points  w  et  0  et  dont  le  cercle  donné  est  le 
cercle  directeur. 

Cette  conique  est  une  ellipse  si  le  point  0  est  à  l'intérieur  du  cer- 
cle  et  une  hyperbole  si  le  point  0  est  à  l'extérieur. 

Si  le  point  0  est  sur  le  cercle,  la  perpendiculaire  au  milieu  de  00' 
coupe  la  normale  au  point  O'w.  Dans  ce  cas  le  point  I  est  fixe  et  coïn- 
cide avec  w;  le  mouvement  du  plan  mobile  est  une  rotation  autour  du  point  w. 

7.  Soient  un  cercle  C.  un  point  P  sur  ce  cercle  et  une  droite    A.    Par  le  point   P   on   mène  une 

sécante  quelconque  rencontrant  le  cercle  au  point  A  et  la  droite  A  au 
point  B  ;  puis,  sur  celte  sécante  on  prend  un  point  M  tel  que 
PM  ==  AB-  Nous  allons  montrer  que  le  lieu  du  point  M  est  une  cubi- 
que circulaire,  admettant  un  point  double  au  point  P,  les  tangentes  en 
ce  point  étant  les  droites  qui  joignent  le  point  P  aux  points  de  rencon- 
tre du  cercle  et  de  la  droite  A. 

Prenons  le  point  P  comme  origine  de  deux  axes  rectangulaires 
Px,  Py  dont  le  premier  est  perpendiculaire  à  A,  et  soient 
a;.2 -|-t/2_2(aa; -H  (!»!/)  =  0,  x  —  d  =  0 

les  équations  du  cercle  et  de  la  droite. 
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2(a  -h  bt\ 
Désignons  par    y  —  tx  =  0    l'équation  de  la  sécante  PaB  ;  Tabscisse  du  point  A  est     — ^ 


2{a  -+-  bt) 
et  celle  du  point  M  est    x  =  a ■■ — ■  • 

y 

Nous  aurons  le  lieu  du  point  M  en  remplaçant  dans  cette  équation    t   par     -^;     nous  obtenons 

ainsi     [x  -  rf)(a;2  +  if-)  -\-  9x{ax  -^  hy)  =  0,     ou     x(x^  -h  y^)  —  d(x^  -+■  y^)  -+-  'ixiax  +  by)  =  0. 

C'est  bien  l'équation  d'une  cubique  circulaire  ayant  un  point  double  à  l'origine,  les  tangentes  en  ce 
point  étant  données  par  réqualion    —  d{x^  -\-  y^)  -+-  ïx(ax  -h  by)  =  0. 

On  reconnaît  sans  difficulté  les  droites  joignant  le  point  P  aux  points  de  rencontre  du  cercle  donné 
et  de  la  droite  A. 

Si  A  est  tangente  au  cercle,  ces  tangentes  sont  confondues,  la  courbe  est  une  cissoïde  ;  si  A  passe 
par  le  centre  du  cercle,  les  tangentes  sont  perpendiculaires,  la  courbe  est  une  strophoïde.  Dans  le  cas 
général,  la  courbe  est  une  podaire  de  parabole. 

André  COURTOIS,  lycée  de  Douai. 

Bonnes  solutions  par  MM.  G.  Lach,  à  Denain;J.  Gérix,  école  des  Anglais,  à  Lyon. 


1825.  —  L'équation     tg  0  +  2G  =  0     a  une  racine  voisine  de  ■—^    soit     — — \-  Q. 

Calculer,  avec  l'approximation  que  comportent  tes  tables  employées,  la  valeur  en  grades  et  fraction  déci- 
male de  grade  de  l'angle  mesuré  par  l'arc  q,  du  cercle  de  rayon  un. 
L'on  emploiera  la  méthode  de  résolution  suivante  : 

L'équation  donnée  peut  s'écrire     logcotg  Q  =  log  r  -+-  log  (  1  H — — — -  j  ',  étant  petit,   l'équa- 

tion    log  cotg  Qi  =  log  n     donne  une  valeur  approchée  oi  de  q. 

Une  valeur  plus  approchée  02  est  donnée  par     log  cotg  O2  =  log  tt  +  log  I  1  -h  j^  \  • 

Enfin,  deQ^,  l'on  peut  déduire  une  valeur  encore  plus  approchée  Û3,  par  le  même  procédé 

Si  l'on  calcule  la  valeur  f\Q^)  de  l'expression     log  cotg  Q3  —  log  z  (  i  -+-  -j^  j?    la  valeur  cherchée 

Q  sera  obtenue  par  la  résolution  de  l'équation      —^ — r-^  =  K,     où  la  constante  K  a  une  valeur  que  l'on 
calculera  à  l'aide  des  labiés. 

On  calcule  aisément     logTi  =  0,49715,     et  de  la  relation     log  cotg  fl)  =  logir  =(), 49715 
on  déduit    l>,  =  19,6187,     en  prenant  le  grade  comme  unité. 

On  a  ensuite  1  +  -^  =  1,196187,  log  fl  +  -^\  =  0,07780, 

100  \  100  / 

puis  log  cotg  «2  =  log  TiH-  log  (  1  -f-  -jr~  \  =  0,57495,     et     Q^  =  16,5570. 

De  même  l  +  -||i-  =  1,16557,  log  (  H-  -^-  \  =  0,00654, 

log  cotg  Q;,  =  log  TT-Mog  (l  -h  -^\  =  0,56369,  et  Q3  =  16,9718. 

Calcnlons  maintenant /"(O;,).  Nous  avons 
f{Q,)  =  log  cotg  Q,  -  log  7:  -  log  A  +  -^\ ,       f[Qz)  =  0,56369  —  0,49715  —  0,06808  =  —  0,00154. 
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Si  nous  appliquons  maintenant  la  formule  d'approximation  de  .Newton,  nous  avons 

Q  —  Q-,  = —, 

ce  qui  montre  que  la  constante  K  de  l'énoncé  est  égale  à  — 


d                                   \o^  e  1 

La  dérivée  de  f{Q^)  par  rapport  à  Q-,  est    /'(^j)  =  ^  log  cotgQ.,  — ^^-     -— • 

'  -^  -m 

Soit  X  la  valeur  de  1^3  en  radians  ;  on  a  —  =  — —  >     ou    x  —    ^  .  >     et     log  cotg  Q.,  =  log  cotg  x. 

-,   .  d  d  dx  d     ,  ^       - 

Maintenant    -^  (log  cotg  Q,)  =  —  (log  cotg  a;).  —  =  —  (log  cotg  x).  -^^  • 

d  log  e    /  1       \  2  loge 

Or  — —  (log  cotgx')  = 


dx  cotgx  \       sin^  x  /  sin  2x 

^°"^'  1^  ^'^^  ^«^^  ^3)  =  -  ,00  sin  2  Q3  ' 

et  par  suite,  /'(O3)  =  -  log  e  [qôôTI^  +  lôôTT^]  ' 

On  obtient  aisément     2Û3  =  33,9436,  log  sin  2  Q-,  =T,70610, 

^°^    100  8^2^3   =^  ^°°  lÏÏÔ"  "  ^°^  ''"^  -""^  ^  ^"^^^'^  ^  ^'^^^^^  ^  ^'^^^^^' 

d'où  l'on  déduit  .^,     !"    , —  =  0,06181. 

100  sm  2  Q3 

D'autre  part  log  (100  -+-  O3)  =  2,06808,         log  -r-— =  3,93192,       et     — —  =  0,00855. 

^  ^  "■  ij         ■)  >  D    100  4- O3  lOO-hiiij 

On  a  enfin     log  e  =  0,43429,    et  par  suite 

/•'(<.,)  =  —  0,43429  [0,06181  +  0,00855]  =  —  0,43429  x  0,07036. 

fV-h)  0,00154 


On  a  alors  o  —  Q.,  =  — 


f\ihj  0,43429X0,07036 

0,00154 


"  =  "^'»"«-    n.43K9xO,0703« 
log  0,00154  =  3,18752 

—  log  0,43429  =  0,36222 

—  log  0,07036  =  1,15267 

<J, 00154       —  „^^. 

d  où  log- ■ =  2  70241 

=>  0,43429X0,07036    ^'^"-^^ 

0,00154 

''  0,43429X0,07036    =  Q-^^^'" 

On  a  donc  Q  =■  16,9718  —  0,0504  =  16,9214. 
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1769.  — Le  cadî^e  d'une  boussole  d'inclinaison  étant  dans  le  méridien  magnétique,   on  j^iesure  l'incli- 
naison 1,  pour  laquelle  on  trouve     sin  I  =  — .     On  fait  osciller  l'aiguille  ;  on  trouve  10  oscillations  par  mi- 
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QUESTION  PROPOSÉE 


nute.  On  fait  tourner  le  cadre  d'un  angle  a  tel  que  l'on  ait     sin  a 
naison  apparente  et  le  nouveau  nombre  d' oscillations  par  minute. 


On  demande  la  nouvelle  incli- 


Par  0,  pôle  nord  de  l'aiguille,  menons  un  plan  horizontal.  Soit  OM  la  trace  du  méridien  magné. 

tique  et  Ox  la  trace  du  second  plan  vertical   faisant  un  angle  a  avec  le 
~5E    premier.  Prenons  pour  axe  0:;  la  verticale  descendante. 

Dans  le  méridien  magnétique,  l'aiguille  prend  la  direction  OT  du 
champ  terrestre  dont  les  composantes  horizontale  et  verticale  sont  OH 
et  OZ.  Quand  on  a  fait  tourner  le  cadre  d'un  angle  a,  la  composante 
OZ  continue  d'agir  sur  l'aiguille,  mais  la  force  horizontale  efficace  se 
réduit  à  la  projection  OX  de  OH  sur  Ox,  et  l'aiguille  prend  la  direction 
de  OF,  résultante  de  OX  et  de  OZ. 

Désignons  par  w  l'inclinaison  apparente  dans  leplana?Os.  On  a 

Z  n  Z 

tg  oj  =  -^,  X  =  H  cos  a,  n 


Donc 


X 

tgl 

cos  a 


tsrl 


_3_ 

7^ 


ou 


sm  w  =  — 

4 


La  nouvelle  inclinaison  est  précisément  égale  à  l'angle  dont  on  a  tourné  le  cadre  de  la  boussole. 

Soient  t  et  t' les  durées  d'oscillation  dans  les  deux  cas,  /.•  le  moment  d'inertie  de  l'aiguille  par  rap- 
port à  l'axe  de  suspension,  M  le  moment  magnétique.  Nous    avons 

V       MV 


t 


V— 

V      MT 


et      t' 


Or 


T  = 


MT  ^    MF 

X  „  X 


et    F  = 


cos  a  cos  I  cos  w 

Si  n  et  n'  désignent  les  nombres  d'oscillations  par  minute, 


d'où 
d'où 

/        ^     F 
T             cos  0) 

5 

F         cos  a  cos  1 

4 

v/|' 


d'où  n'  =  sjm  =  8,95. 

J.  COULANGE  et .).  VÉROTS,  école  des  Anglais  à  Lyon. 


Solutions  en  partie  exactes  de  MM.  II.  Buttet,  à  Lyon,  et  J.  Bing,  à  Toul. 


QUESTION  PROPOSÉE 


1889.  —  On  donne  deux  cciclcs  concentriques  ((;)  et  (Ci);  par  un  point  fixe,  P,  on  mène  une  sécante 
variable,  qui  rencontre  (Ci)  en  A  et  H,  et  par  A,  H,  on  mène  les  tangentes  au  cercle  (C).  l.iou  de  leurs  points 
de  rencontre. 

Problème  corrélatif. 

\\.  Sasportks, 


BAB-LX-DCC.    —   IMP.    COMTH-JACQUBT. 
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SUR  LE  RAYON  DE  COURBURE  DES  COURBES  PLANES 

par  M.   Louis    Sire,   boursier   d'agrégation  à   la  Faculté    des   sciences  de   Lvon. 


Introduction.  —  Je  reviens  sur  les  formules  que  j'ai  établies  dans  la  Revue  (avril,  mai,  juin  1009)  : 
^        1=0;  F,  :  -^  +  -?-  —  1  =  0  ;  F,,  :  RR,.  =  4p'^,. 


^-t- 


4p  K,  R 

M.d'Ocagne  a  fait  remarquer  {Revue,  juillet  1909)  qu'elles  ne  sont  pas  nouvelles;  qu'il  veuille  bien  m'excu- 
ser  si  je  n'ai  pas  signalé  les  travaux  antérieurs,  je  les  ignorais  complètement. 

D'ailleurs  les  démonstrations  que  j'ai  données  de  ces  formules  sont  nouvelles,  j'ai  étendu  la  formule  Fs 
aux  quasi-podaires,  j'ai  calculé  le  rayon  de  courbure  en  un  point  de  la  podaire  d'ordre  h  et  j'en  ai  déduit  que  : 
la  podaire  d'ordre  infini  d'une  courbe  plane  quelconque  est  une  spirale  logarithmique. 

Dans  ce  nouveau  travail,  je  donne  une  démonstration  directe  de  la  formule  Fr,  fondée  sur  la  même 
remarque  que  celle  de  M.  d'Ocagne  {Annales  de  l'Ecole  normale  supérieure,  1887)  et  qui  me  permet  d'établir  la 
relation  q  =  w,  dontjemesers  plus  loin.  Ensuite,  j'applique  les  formules  aux  systèmes  de  deux  et  trois 
courbes  tangentes,  ce  qui  me  conduit  à  de  nouvelles  relations  et  j'indique  quelques  propriétés  des  courbes  bien 
connues    p"=:a"cosnco,    que  je  généralise. 

Démonstration  directe  de  la  formule  Fu.  —  Soient  M,  M'  deux  points  infiniment  voisins  de  la 
courbe  plane  (C)  ;  T,  T'  les  points  correspondants  de  sa  polaire  réciproque  par  rapport  au 
cercle  de  centre  0  et  de  rayon  1.  Les  tangentes  en  T,  ï'  sont  perpendiculaires  aux  droites 
ÛM,  ÛM'  aux  points  I,  I'. 

Posons      MOM'  =  w,     TOT'  =  m',      TSF  =  12,      nous    avons     o  =  w,      par    suite 
TT'  ..         TT'         sinw'        MM' 


R,.  —  lim 

1 
c'est-à-dire     R,  =::  2p,-.  -rr-  .  ' 


sin  u) 

p    ou 


RR,. 


sin  lo' 

:  4pp,.. 


MM' 


sin  (ju 


Nouvelles  démonstrations  des  formules  Fs,  F,,  Fr.  —  Je  vais  établir  ces  for- 
mules en  parlant  de  l'expression  bien  connue  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une 

dr 
courbe  plane    R  =  r-j— . 
^  dp 

Formule  Fs.   —  Démontrons  la  formule   Fs    dans  le  cas  de  la  transformation   par 
quasi-podaire  relative  a  l'angle  V. 

Soient  M  un  point  delà  courbe  plane  (C),  P  le  point  correspondant  de  sa  quasi-podaire  relative  à  l'angle  V. 

La  tangente  en  P  est  tangente  au  cercle  OMP  de  centre  m. 

Posons     OM  =  r,     OS  =  p,    MOP  =  6,     OP  =  ri,     OR  =  p,. 
OS  et  OR  étant  les  perpendiculaires,  issues  de  0,  aux  droites    MP   et    PR, 
nous  aurons  ainsi,  pour  les  rayons  de  courbure  aux  points  M  et  P, 

dr  „  dri 

— — ,  R^,  =  ri  — —  . 

dp  dpi 

Or,     p  =  rsin(0  +  V).     pi  =  n  sin  (0  +  V),      p  =  ri  sin  V,     de  sorte  que 

p^  =  rpi  sin  V.     En  différentiant,  il  vient    2pdp  —  sin  \{rdpi  +pidr),  c'est-k- 

dpi  jdr^\      ^  r  1      ,     sin  (6-f-V) 

'^"'    dp 


dire     2p  =  sin  V 
D'autre  part    r  =  2p  sin  (0  +  V), 


R  =  r  ^-,  R,, 


■Pi 


sin  V     dri 

r  =  2p,,  sin  V,     de  là,  la  formule  Fs 


sin  V       R;, 
R 


R. 


n. 


4p 


G02 
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Formule  F;.  — Nous  avons,  dans  ce  cas, 


R  =  r 


R,  =  r-, 


dpi 


dr 
di  ' 

Or     rri  =  1,     d'où     rdr;  -h  ridr  =  0. 

D'autre  part    p  =  r  ces  0,    pi  =  r,  cos  6,     par  suite    pr, — rpi  =  0     et,  en  difîéren- 

df)  d.fji  dr 


liant    pdri-\-ridp  —  rdpi  —  pidr:=.Q,     ce  qui   s'écrit     p  +  r 
ou  encore,  en  tenant  compte  des  relations  précédentes, 


dr; 


dr; 


■  —  Pi 


dr; 


=  0, 


2cosO---^.^0, 


finalement 


i- 

1;-- 

=  0. 

dr 
dp 

R,  = 

--  ri 

dVi 

dpi  ' 

nous  avons    pri  = 

rpi  =i, 

pdri  + 

rxdi 

=  0, 

rdpi 

-hpidr  = 

0, 

dr 

dp 

= 

r^r\   _ 
ppi 

rri 

r 

ri 

'  dpi 

cos'^  0 

~   cos  0 

cos  0    ~ 

Formule  Fk.  —  Sachant  que    R 

d'où 

de  là  RR,-  =  rrt 

api     ap  ppi  COS'  0 

La  formule  Fs  déduite  de  la  formule  de  Savary.  —  Dans  le  cas  de  la  transformation  par 
podaire,  la  formule  Fs  se  déduit  aisément  de  la  formule  de  Savary.  Considérons,  en  effet, 
deux  courbes  tangentes  en  un  point  et  symétriques  par  rapport  à  cette  tangente.  Si  on  fait 
rouler  sans  glisser  l'une  d'elles  (C)  sur  l'autre  (C),  à  chaque  instant  les  deux  courbes  seront 
symétriques  par  rapport  à  la  tangente  commune  (A)  et  tout  point  M'  lié  à  (C)  s'^ra  le 
symétrique  d'un  point  fixe  0  par  rapport  à  (A)  ;  autrement  dit  le  lieu  de  .M'  est  homothé- 
tique  dans  le  rapport  2  de  la  podaire  de  la  courbe  (C)  par  rapport  au  point  0. 
Soit  C  le  centre  de  courbure  du  lieu  de  M'  en  ce  point  M'.  Posons    MO  —  MM'  =  r,     MC  =  p. 

La  formule  de  Savary  nous  donne 

1  _  _1_  _        1  ±  _  J L 

k  ~ 
R„,  —  —  ]\f  =  —\\, 


0         r         A  si  n  6 
Or,  dans  le  cas  considéré, 
de  courbure  de  (C)  au  point  M;  de  là 

1         { 


iv       R". 

R  désignant   le  rayoa 


c'est-à-dire 


P  _ 


R  sin  0 
—  2R„ 


d'autre  part    r  =  2p^ 


ro  R  sin  0 

r  =  2p  sin  0,     d'où  la  formule  Fs . 


r  (r  —  2R;,)  R  sin  0 


Relations  entre  les  rayons  de  courbure  des  développées  successives  d'une  courbe,  de  ses 

podaires,  de  son  inverse  et  de  sa  polaire  réciproque.  —  Désignons  par  dx,  (/a,,,  rfa  ,  d-i,  les  angles  de 
contingence  en  un  point  d'une  couri)e  et  aux  points  correspondants  de  sa  podaire,  de  son  inverse  et  de  sa 
polaire  réciproque  par  rapporta  un  point  0;  soit  w  l'angle  formé  par  les  rayons  (jui  joignent  le  point  0  à 
deux  points  infiniment  voisins  de  la  courbe  plane  (C).  Lorsque  j'ai  démontré  les  formules  Fs,  F,,  Fr  (voir  la 
première  méthode),  j'ai  établi,  aux  notations  près,  les  formules  suivantes  : 

doLp  z=:  2d<x  —  w,  d(x;  :=  2w  —  rfa,  dx,  =  w  ; 

de  là,  les  deux  relations  entre  les  angles  de  contingence  : 

doij,  -+-  doi;  =  rfa  -I-  doLr,  doij,  —  rfa;  ==  3(rfa  —  dx,). 


Or, 


dcL 


R„  = 


dSj, 

dix,, 


R,  = 


ds; 
dtX; 


R,.  = 


dSr 

do.,- 


d'où  les  deux  relations  entre  les  éléments  d'arcs  et  les  ravons  de  courbure 


dsj^ 
H,. 


dS; 


ds 

TT 

ds 


dSr 

IL 

dSr 


,,«  ds.,        ds;  I  as        as,.  \ 

^^^  -ni--\\-  =  ^\-n  — il)- 

Supposons  que  le  point  considéré  M  de  la  courbe  plane  (C)  soit  tel  que  la  parabole  de  foyer  0  et  tangente 
on  M  à  (C)  ait  un  contact  du  second  ordre   avec  (G);  le  point  correspondant  de  sa  podaire  est  un   point 
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6o;i 


ils 


d'inflexion  :    R^  =  oo .     Les  deux  formules  précédentes  se  simplifient  et  donnent    — - 


clSi 

~R7 


1    ''^'- 
~2  TîT" 

ds      a      ^^''  2       ^^P 

Calculons  l'angle  de  contingence  da.j„u  en  un  point  de  la  podaire  d'ordre  /*  d'une  courbe  plane  (C).  Pour  la 
podaire  d'ordre  1,  nous  avons    (/ap,i  =  Ida.  —  w  ;     pour  la  podaire  d'ordre  2,     rfa^,2  =  2rfa,,,,  —  d%. 


de  même  si    R,=:oo,    on  a 


D'une  manière  générale,  pour  la  podaire  d'ordre  k, 

dap,k  =  2doLp,k- 


da 


p,/.-2  , 


nous  obtenons  ainsi  une  relation  de  récurrence  pour  déterminer  l'angle  de  contingence  doLp,,,.  Ecrivons  cette 
relation  sous  la  forme    da^.k  —  dap,k-i  =  dap,k-i  —  da.j„k--i,    et  posons    dcLp,/,  —  da^,4_i  :=  d^/„  ;  nous  aurons 

d[i/,   =    rfpA_  1    =    ■■■    =  d^i   =   doi  —  doLr, 

de  là 

dxj,,k  —  d:ii.,k_i  =  dcL  —  dcL,.,  daj„,~doLj„i  =  doL  —  dci,.; 

en  ajoutant  membre  à  membre,  il  vient    d'y.p,k  —  d(x,,,i  =  {k  —  i){da  —  dtxr),    d'où    c?a^„/,  =  (^k-h{)dx—  kdoir- 

dsp,k 


d'i.p,k  = 


R;'»/v 


|i^=(.  +  l)^_A-|l. 


Or, 
de  sorte  que 

(2) 

Les  calculs  précédents  sont  relatifs  à  la  podaire  d'ordre  k,    k  étant  un  entier  positif;   si  k  est  négatif  les  for- 
mules subsistent  également. 

Introduisons  les  rayons  de  courbure  des  développées  successives  des  courbes  considérées.  Si  si,  $2,  . ..,  s„ 
désignent  les  arcs  des  développées  successives  de  la  courbe  (C),  dai,  da.,  ....  dcx„  les  angles  de  contingence. 
Ri,  Ro,  ....  Rn  les  rayons  de  courbure  aux  points  correspondants,  nous  avons 

dsi  =  rfR,  ds-i  =  dî\i,  . . . ,  dSn  =  dRn-l, 

da.  -=:  d(Xi  =z  ■■■  ■=z  da„, 

dR   _  RdR  n    —  ^  -  _^"=L  _   R^R«-< 

doi 


ds 


ds 
dR 


n      "^«      dR/i_l      

da.n  doi      ~ 


ds 


nous  en  tirons  les  formules  connues    -rr-  =    ,. 

H  ni 


dRi 
R2 


dn„_ 
R« 


Nous  avons  des  formules  analogues  pour  la  podaire  d'ordre  k,  l'inverse  et  la  polaire  réciproque: 

dsp,ii   dï{p,k    dY{j,,k,i   dï{p,k,„_i 

R;>)/.  R;),A,1  R;j)A>2  Rp,k,n 

ds;   _   dfii   _  dR;,i   _        _    dR,„j_i 

Ri  R/,1  R(,2  R/,n 

dSr    _     dRr     _  _     dR,.,„_i 

Rr         R,,i  R/,?( 

fip,k,h,  Ri,/i.  Rc,/(  désignant  les  rayons  de  courbure  de  la  Aième  développée  de  la  podaire  d'ordre  k,  de  l'inverse 
et  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  (C).  En  portant  ces  valeurs  dans  les  relations  (1),  (2),  nous  obtenons 
les  formules 

»  dUp  uh  dR;,/,    __    dï\k  dl\r.h 

R/-,I,/(  +  l  Rî./i+l  Rh  +  l  Rr,ft  +  1 

df{p,i.n         dRi,k    _  ^(  dY\k         dR,./, 
Rp.!./i+i         R;,//+i  \  R 


dl\p,k,h 

R/')A-i/(  +  l 


(A  +  1) 


dEh 


A  +  l  R/',/(  +  l 

dlUh 


k 


/t+i 


R,-,/,+i 


Relation  entre  les  rayons  de  courbure    R,  R^,,  R,,  R , 

r  r  1 

p.  = 


2cosO  "'~  2 

Avec  ces  valeurs,  les  formules  Fs,  F,,  Fr  deviennent 

r        1         cos  0 
T  *  R^  ~' 
i  _£ 

2rcos6  ■   R 


2r  cos2  0 


Posons    OM  =:  r,    nous  avons 

1 

p,-  = 


2r  cos  0 


2r 


.  R  -  1  =0, 


+ 


RR, 


2  cos  6"  ■   R        '        ^' 
1 


cos^  6 
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La  forimile  Fr  est  aiasi  mise  sous  sa  première  forme  trouvée  par  Mannheim. 
Eliminons  r  et  0  entre  les  trois  équations  précédentes  ;  nous  obtenons  li  relation 

R^ R/3  [r  3-r,4  _ R,.rJ  _ 4R,R;.[R/,R,. ^  —  R  3'][r  â^  R,-  —  R,  '^']  =  0  ; 

1  2 

en  un  point  d'inflexion  de  lapodaire    (R;,  =  oo),    cette  formule  devient     3R,R  ^  —  4R,-  ^   =  o; 

en  un  point  d'inllexion  de  l'inverse    (R;  =  x  ),    3Ry,R,-  ^  —  4R~'   =  0. 

Ces  deux  dernières  équations  sont  équivalentes. 

Application  aux  coniques.  —  Supposons  que  la  courbe  (C)  soit  une  conique  de  foyer 
0;  sa  podaire  (Pj  est  un  cercle,  son  inverse  (I)  est  un  limaçon  de  Pascal  de  point  dou- 
ble 0  ;  sa  polaire  réciproque  (T)  est  un  cercle.  Le  rayon  a  du  cercle  (P)  est  d'ailleurs 
égal  au  demi-grand  axe  de  la  conique  et  le  cercle  (T)  admettant  pour  podaire  par  rap- 
porta 0  le  limaçon  (I),  son  rayon  b  est  égal  à  la  constante  du  limaçon  (nous  appelons 
constante  d'un  limaçon  la  longueur  constante  que  l'on  porte  sur  chaque  rayon  vecteur 
de  son  cercle  générateur).  II  en  résulte  que  si  Ri  désigne  le  rayon  de  courbure  en  un 
point  d'une  conique  de  foyer  0  et  de  demi-grand  axe  a,  Ro  le  rayon  de  courbure  au 
point  correspondant  du  limaçon  inverse  par  rapport  à  0  et  de  constante  b,  nous  avons 
la  relation 

J._Lr_LJ  ]2  rj_  _2_nr       -*  -Ll 

Z*  3  Rj  3  [Ri  ;i  ft  3  —aRaJ  —  iaW-^ab  3  —  Rj  3'J[Ri'3  r^  —  ^  3  J  —q. 

Si  la  conique  considérée  est  une  parabole  (a  =  oo),  sa  podaire  par  rapport  à  0  est  une  cardioïde,  et  la 
relation  précédente  devient    RiR|  =  cie. 

Le  produit  du  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  parabole  par  le  cube  du  rayon  de  courbure  au  point  corres- 
pondant de  la  cardioïde  inverse  par  rapport  à  son  foyer  est  constant. 

Or,  si  p  désigne  le  paramètre  de  la  parabole,  N  la  longueur  de  la  normale,  nous  savons  que 


R    -   ^' 
ni  —  — 5"  5 


de  là 


INRo  =  c'% 


donc  : 

Le  rayon  de  courbure  en  un  point  d'une  cardioïde  est  inversement  proportionnel  à  la  normale  de  la  parabole 
inverse  par  rapport  à  son  point  de  rebroussement. 

Relations  entre  les  rayons  de  courbure  des  podaires  successives  d'une  courbe.  —  Considérons 
la  podaire  d'ordre  h  d'une  courbe  (Cj  par  rapport  à  un  point  0  ;  j'ai  établi  la  relation 
(Revue,  mai  1909)  : 

2(A  -  2) 


or 


2  —  h{l  —  2)  ' 

Rm  ,_  R 

de  sorte  que  la  formule  précédente  devient 

4/iop^,,,,  -  2p(/i-h  l)R^„ft  —  2R(/i  —  i)p,„h  -+-  /iRR/,,/,  =  0  ; 
d'autre  part        py,,i  =  p  cos  0,  p,,,^  =  p  eos^  6,    ...     p^,,/.  =  p  cos''  0  ; 

par  suite,  pour  les  podaires  d'ordre  h,  h,  l,  nous  avons  les  relations 

(  4//p'  cos''  0  —  2p(/t  4-  i)R;.,/,  —  2R(/i  —  Ijp  cos''  0  +  /tRR/,,/,  =  0. 
(a)  )  4/îp-  cos''  0  —  2p(;i  -I-  l)R;„/>  —  2R(A  —  l)p  cos'''  0  -i-  ARR^,,,,  =  0. 
(  4ip2cos'  0  -2p(/  -h  i)R/„/  -2R(i—  Dp  cos'  0  +  /RR,„/  =  0. 
L'élimination  de  p,  cos  0  entre  les  trois  équations  précédentes  nous  conduit  à  une  relation  outre  lesrayou- 
de  courbure  H,  ï\p,u,  l\p,k,  R;»,'  î  no"s  ne  ferons  celte  élimination  que  dans  quelques  cas  particuliers  : 
1"  Lepoint  M  de  la  courbe  C  est  un  point  de  rebroussement.  Les  formules  (a)  deviennent  dans  ce  cas 
2/tp  cos'' 0  —  (A  +  l)Rp,/,  -  0,  2/tpcos^O  — (A-hDR/,,/.  =  <^.  2ip  ces' 6  —  (;-|-l)R;,w  =  0; 

l'élimination  de  p,  cos  0  entre  ces  trois  dernières  équations  nous  conduit  à  la  relation 


/A     ^'+'    ^i:2!l\   '"'   -  (L     ^-^^      R;.W.\ 


(a) 

de  là. 

Les  rayons  de  courbure  aux  points  correspondants  des  podaires  d'ordre  h,  h,  l  d'un  point  de -rebroussement 
d'une  courbe  satisfont  à  la  relation  (a). 

Si  la  courbe  (C)  se  réduit  à  un  point,  la  relation  (a)  sera  vériliee  pour  tous  les  points  homologues  de  ses 
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podaires  d'ordre  h,  h,  l  ;  il  en  sera  de  même  si  la  courbe  (C)  est  réductible  k  un  point  ;  nous  reviendrons  sur 
ces  courbes  plus  loin. 

D'autre  part,  au  point   M   nous  avons    A  =  0  ;    par  suite.     \'',  =  — '^-^     on  encore    H,w,  =  — — —  o,  / 

/t  -H  1  /t  -f-  1    •  ''' 

formule  qui  donne  le  rayon  de  courbure  au  point  correspondant  de  la  podaire  d'ordre  h  d'un  point  de  rebrous- 
sement  de  la  courbe  (C). 

Si    h  =z  —  d,    nous  avons    R;„-i  =  oo  ,    c'est-à-dire  : 

La  podaire  d'un  point  d'inflexion  est  un  point  de  rebroussement. 

La  formule  Fs  donne  immédiatement  ce  résultat.  Nous  en  déduisons  : 

Les  rayons  de  courbure  aux  points  correspondants  des  podaires  d'ordre  /«H-l,  A -i-  I ,  l -\- i  d'un  point 
d'inflexion  d'une  courbe  satisfont  à  la  relation  [a). 

D'ailleurs,  en  un  point  d'inflexion,  nous  avons    A  =  oo  ;    par  suite 

h        %h  —  i)  ^  2(/i— 1) 

^'f,  —  -^ — '-  ou  encore  R^,,/,  =  —^ — -  p,,,/,. 

2°  Le  point  M  est  le  pied  cVunr  normale  issue  de  0  à  (G).  —  Dans  ce  cas,  nous  avons  0  =  0,  de  sorte  que 
les  deux  premières  équations  (a)  deviennent 

ihp-^  -  2[{h  -+-  1)H,./,  -h{h-i  )R]p  +  ARRp,/,  =  0,  4Ap2  -  2[(ft  +  1)R^,,,  ^  (k  —  l)R]p  -h  ARRp./.  =  0  ; 

nous  en  déduisons 

9q  ^  MR(Rp,,-  R,„,) 

formule  qui  donne  la  dislance  OM  d'un  point  à  une  courbe  en  fonction  rationnelle  du  rayon  de  courbure  de 
la  courbe  en  JM  et  des  rayons  de  courbure  au  point  M  de  ses  podaires  d'ordre  h,  k. 

Supposons  en  outre  que  le  point  M  soit  un  point  de  rebroussement;  les  deux  relations  précédentes 
deviennent 

2hp  —  {h  -h  1)R,„/,  =  0,  ?Ap  -{k  +  1)R;,,,,  =  0, 

et  donnent  ~'~  =  .   . 

R,,./,  h  +  i       h-\-\ 

Considérons  dans  ces  conditions  trois  podaires  d'ordre  h,  k,  l  ;    on  vérifie  facilement  que  si  ces  nombres 

sont  harmoniques  on  a  la  relation 

2     _      1  1 

R;!,/  Rp)/i  Rji,/.- 

c'est-à-dire  que  les  centres  de  courbure  correspondants  forment  une  division  harmonique  avec  le  point  M. 

{A  suivre.) 
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1823.  —  On  considfive  une  courbe  (S)  et  le  cercle  (r)  décrit  sur  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  en 
M,  comme  diamètre. 

i°  Déterminer  les  courbes  (S)  pour  lesquelles  le  cercle  (V)  est  tangent  à  Ox.  Construire  celle  de  ces 
courbes  qui  passe  à  l'origine. 

2°  Trouver  pour  cette  courbe  le  lieu  CL)  du  centre  I  de  (r). 

3°  Soit  P  la  projection  de  l  sur  Ox  ;  montrer  que  l'on  a     arc  OM  =  20P. 

4°  Montrer  que  les  tangentes  en  M  à  (S)  et  en    1   à  (Z)  se  coupent  sur  Ox. 

1°  Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  M,    a    l'angle  polaire   de   la  demi  tangente   positive  à  la 
courbe  (S),  R  la  mesure  algébrique  du  rayon  de  courbuie  sur  la  demi-droite  dangle  polaire    a  ^~' 
Pour  que  le  cercle  (r)  soit  tangent  à  Ox,  il  faut  et  snilit  que  l'ordonnée  de  son  centre  soit  égale  à 

R 

±  —  •     D  où  1  équation 

R  R 

y-h-^cosa  =  ±-^. 
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Nous  pouvons  nous  borner  à  prendre  le  signe  -h  au  second  membre,  car  si  nous  faisons  tourner 
(S)  de  180°  autour  de  l'origine,  sans  changer  le  sens  des  arcs  croissants,  le  premier  membre  change 
visiblement  de  signe,  le  second  restant  invariable. 

Prenons  donc 


(i; 


?/  =   Y(l-COSa) 


Rsin^—. 


Nous  avons  d'autre  part  la  relation  bien  connue 


Eliminons  R, 

Intégrons, 

Puis 

D'où 


dy 

y 


dy 
cosj^ 

a 

sin^- 


Rsina  =  2Rsin  -^r  cos  —  • 


dr. 


Gsin* 


dx  =  dy  cotg  a  =  G  sin^  —  COS  arfa  =  -—  (1  —  cos  ^)  COS  arfa. 


—  sin  a P'4- 

s>  4 


(G  =  C') 


{x,  =  O') 


Les  deux  constantes  G  et  x^  ne  font,  en  variant,  que  remplacer  une  courbe  particulière  par  celles 
qu'on  en  déduit  par  translation  parallèle  à  Ox  et  par  homothélie  par  rapport  à  l'origine,  ce  qui  était 
d'ailleurs  évident  a  priori.  Nous  pouvons  donc  nous  borner  à  considérer  la  courbe  obtenue  pour  Xg  =  0 
et     C  =  1.     Construisons  cette  courbe.    Nous  avons 

sin  2a  .   ,    a 

y  =  sin^— • 


sm  a 


X 

4 


8 


Si  l'on  change  a  en     ^  -+-  2A-Tt,     la  courbe  subit  la  translation 


k- 


suivant  Ox.  Si  l'on  change 


a  en    — a,     elle  subit  une  symétrie  par  rapport  à  Oy.  On  peut  donc  se  borner  à  faire  varier  a  de   0   à 


TT.  Nous  avons  d'autre  part 
D'où  le  tableau  suivant 


dx 


=  sm-' 


cos  a. 


dy_ 


—  c) 


2  sm'  —  cos  —  • 


a 

0 

1 

ir 

dx 
rfa 

0 

4- 

0 

— 

0 

X 

0 

cr. 

1 

1 

(*- 

l) 

décr. 

~T 

dy 

+ 

-+- 

y 

0 

cr. 

1 

4 

cr. 

1 

Si  l'on  se  rap[)elle  enliu  la  signification  géométrique  de    ^,    on  construit  sans  peine  la  courbe,  qui  a 
la  foi-me  ci-dessus.  Resterait  à  compléter  par  symétrie  et  translation. 


2"  Nous  avons,  d'après  l'équation  (1),     R  =  sin-  — • 
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Les  coordonnées  X,  Y  du  point  I  sont  donc 

(2)  \  =  a;— —  sina  =  —  —  (a-  sina),  \  =^  _  =.  -_^l_cosaj. 

On  reconnaît  les  équations  d'une  cycloïde,  dont  nous  figurons  en  pointillé  la  partie  qui   correspond 

à  l'arc  (S)  que  nous  avons  tracé. 

ds        ^         .   c    a                ,,   .                      «  —  sin  7. 
3°  Nous  avons  -r-  =  R  =  sin-  —,  d  ou  .v  = =  _  2\. 


G.    q.    ï.    (I. 


Sin*  — 

9 


4°  La  taneente  en  M  à  (S")  a  pour  équation       =  ; ,      où    ;    et  r,    sont  les  coor- 

cos  a  sin  a 


données  courantes . 

Pour     r,  =  0,     on  a 

La  tangente  en  I  à  (S)  a  pour  équation 


sin''  —  cos  a 


sin  a 


^-x         ^-T^'^'Y 


a  a 

—  sin  —  cos  — - 

2  2 


,     sin'  —  sin  a  sin^  —  .     sin^  — 

12  2  12 

Pour    Tj  =  0,     on  a  î,  =  X  h-  -: —   =  x 


2  a  2  2 

cos  — -  cos 


en  tenant  compte  de  (2). 

Ecrivons  que     çq  =  Çi  ;     nous  avons,   en  divisant  par 


sin''  — - 

9: 


sinoc 


a                  sin^  a  a  a 

—  cos  a  sin*  —   = h  sin^  —  ou  2  sin^  "^ (^  +  cos  a)  =  sin'-  a, 

Â  Je  ^  J» 

ce  qui  est  évident. 

Remarque.  —  On  pourrait  donner  des  démonstrations  géométriques  plus  ou  moins  simples  des  trois 
dernières  parties.  Nous  nous  bornerons  simplement  à  faire  remarquer  que  la  dernière  est  évidente,  si 
l'on  se  rappelle  que  la  corde  de  contact  dun  cercle  variable  avec  son  enveloppe  est  constamment  per- 
pendiculaire à  la  tangente  au  lieu  du  centre  de  ce  cercle. 

J.  HAAG. 

Bonnes  solutions  :  MM.  .T.  Delens,  à  Rouen  ;  G.    Foucry,  à  Roanne  ;    André  Pavillon  ;  Lieutaud  ;    Névéjans;  A.   (".ourtois  ; 
Letac,  à  Poitiers  ;  A.  Rousseau  ;  L.  Simon,  à  Montbéliard. 


1828.  —  On  considère  trois  coniques  G,  G'  et  C"  ayant  deux  tangentes  communes  a  et  b  el  on  demande  : 

i'^  L'enveloppe  des  droites  A  telles  que  leurs  pôles  par  rapport  à  C,  G',G"  soient  en  ligne  droite.  Soit  A, 
cette  droite. 

2°  On  demande  aussi  l'enveloppe  des  droites  A,,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  A  avec  Ai. 

3"  On  demande  en  outie  l'enveloppe  de  l'enveloppe  de  A  et  du  lieu  du  point  de  rencontre  de  A  et  Aj 
quand  C  et  C'  restant  fixes,   G"  varie. 

Ce  problème  n'est  pas  autre  cbose  que  le  transformé  d'une  série  de  problèmes  tous  très  connus. 
Transformons  d'abord  le  problème  actuel  par  polaires  réciproques  :  les  coniques  G,  G'  et  G"  devien- 
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dront  trois  autres  coniques  passant  par  deux  points  fixes  A  et  B,  et  une  transformation  homographique 
ultérieure  permettra  de  rejeter  les  points  A  et  B,  à  l'infini,  aux  points  cycliques.  Nous  aurons  alors 
trois  cercles  C.  G',  G",  et  un  point  A  dont  les  trois  polaires  devront  passer  par  le  même  point  Ai.  Nous 
savons  que  le  lieu  de  A  est  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  donnés  et  que  le  lieu  de  Ai  est  le  même 
cercle,  A,  étant  à  chaque  instant  diamétralement  opposé  au  point  A. 

Le  point  de  rencontre  des  deux  droites  A  et  Aj  est  devenu  ici  la  ligne  de  jonction  de  A,  A,  ;  c'est 
un  diamètre  du  cercle  orthogonal  ;  cette  droite  enveloppe  donc  un  point,  le  centre  du  cercle 
orthogonal. 

Dans  le  problème  actuel,  la  droite  A  enveloppe  une  conique  tangente  aux  deux  droites  aeib,  la 
droite  A,  enveloppe  la  même  conique,  et  le  point  de  rencontre  de  A,  A,  décrit  une  droite,  qui  est  la 
polaire  du  point  de  rencontre  de  a  et  6  par  rapport  à  cette  conique. 

Quand  le  cercle  G"  varie,  le  cercle  orthogonal  aux  trois  cercles  passe  par  deux  points  fixes  situés 
sur  la  ligne  des  centres  des  cercles  C  et  G'  et  harmoniques  par  rapport  à  ces  deux  cercles.  L'enveloppe 
de  la  conique  enveloppe  de  A  est  donc  un  couple  de  droites  qui  passent  par  l'intersection  des  cordes 
de  contact  des  coniques  G  et  G'  avec  les  droites  a,  b,  et  qui  sont  conjuguées  par  rapport  aux  deux 
coniques  ;  il  y  a  en  plus  les  deux  droites  a  et  b. 

Le  lieu  du  centre  du  cercle  orthogonal  est  une  droite.  L'enveloppe  de  la  droite,  lieu  du  point  de 
rencontre  de  A,  A,,  est  un  point. 

Pour  traiter  la  question  par  le  calcul  et  directement,  nous  pouvons  prendre  pour  axes  les  deux  tan- 
gentes communes  et  écrire  les  équations  tangentielles  des  trois  coniques  ainsi  : 

abuv  4-  (twv  -h  bvtr  -h  cw^  =  0,        a'b'uv  -+-  a'uic  -t-  h'viv  -4-  c'/v^  =  0,       n"b"uv  -h  a"uw  -\-  b"vw  -\-  c'w-  =  0. 

Go  sont  bien  là  trois  coniques  tangentes  aux  axes  de  coordonnées  en  des  points  .\(x  =  a,  y  =  0), 
H(.x  =  0,  y  =  h)...  etc.  En  outre,  nous  nous  appuierons  sur  les  propriétés  générales  du  jacobien 
de  trois  formes  homogènes  à  trois  variables  et  du  même  degré,  et  nous  appliquerons  les  résultats  au  cas 
actuel. 

Nous  savons  que  le  jacobien  de  ces  trois  formes  admet  pour  solution  double  toute  solution  com- 
mune aux  trois  formes.  Ge  théorème  est  d'ailleurs  vrai  pour  un  système  de  n  formes  homogènes  à  n 
variables  et  du  même  degré. 

Soient  alors  f{u,  v,  w)  =  0,  g{u,  v,  w)  =  0,  h(u,  v,  w)  =  0  trois  coniques  quelconques  données 
par  leurs  équations  tangentielles,  et  considérons  une  droite  A{ii,  v,  ir)  dont  les  trois  pôles  soient  en 
ligne  droite.  Gomme  le  pôle  de  A  par  rapport  à  la  conique  /"(»,  v,  w)  =  0  a  pour  coordonnées  homo- 
gènes /'„,  /"',,,  /'„)  ceci  voudra  dire  que  nous  avons  la  relation 

r»      /■'■     /■'.. 

g\,      g',,      g',..      =  0. 

h\,      h',.      h'„. 

L'enveloppe  des  droites  A  est  donc  une  courbe  de  troisième  classe. 

Or,  dans  le  cas  actuel,  les  trois  formes  f,  g,  h  ont  deux  solutions  communes  ;  donc  l'équation  pré- 
cédente admet  ces  deux  solutions  comme  solutions  doubles,  et  la  courbe  de  troisième  classe  se  décom- 
pose en  un  point  et  une  conique.  Le  point  est  le  point  de  rencontre  des  deux  tangentes  doubles,  c'est-à- 
dire  ici  l'origine  ;  et  les  deux  tangentes  doubles  sont  les  axes.  La  conique,  véritable  enveloppe  de  la 
droite  A,  est  donc  tangente  aux  deux  tangentes  communes. 

Les  deux  droites  A  et  A,  sont  conjuguées  par  rapport  aux  trois  coniques  et  par  rapport  à  toutes  les 
coniques  du  réseau.  Les  pôles  de  A,  sont  donc  aussi  en  W^ue  droite  sur  la  droite  A  et  cette  nouvelle 
droite.  A,,  enveloppe  la  môme  conique  que  A,  laconique  r. 

Les  calculs  se  feront  sans  dillicullé,  enappli(piant  ce  que  nous  avons  dit  aux  écjualions  choisies  :  le 
jacobien  est  ici 
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» 


abo  -+-  aiv  abu  -+-  bw 

a'b'v  -h  a'iv  a'b'u  +  b'rv 

a"b"o  -\-  al'iv  a"b"u  -\-  b"w 

et  il  est  visible  que  le  terme  indépendant  de  w, 


au  -\-  hv- 

a'u  -+-  b'v 
a"u  4-  b"v 


2c' w 
2c" /r 


abo 
a'b'u 
a"b"o 


abu 
a'b'u 
a"b"u 


au 
a'u  - 
a"u 


est  nul. 

Le  terme  en  u  v  tv  est 

abv  bw 

a'b'v  b'w 

a"b"v  b"w 

il  est  donc  égal  à  2Auu?r,  en  posant 

ab 


au 
a'u 
a"u 


-1- 


aw 
a'w 
a"w 


-  bv 
b'v 
■b"v 


abu 
a'b'u 

a"b"u 


A  = 


a!b' 

a"b" 


b 

b' 

b" 


a 
a' 

a" 


b 
b' 

b" 


Le  terme  en  uw-  est 

aw  abu 

a'w  a'b'u 

a"w  a"b"u 

il  est  égal  à  2Buw^,  en  posant 


a 

a' 
a" 


ab 

a'b' 
a"b" 


Le  terme  en  oio'^  est  de  même  2Cvw'-,  en  posant 

c 
C  =  - 


c 
c" 

Enfin  le  terme  en  w^  est  2D(f^  en  posant 

a 

D  =     a' 

a" 


b 
b' 
b" 

b 
b' 

b" 


ab 
a'b' 
a"b" 

c 
c' 


=  0, 


bv 
b'v 
b"v  , 

ab 
a'b' 
a"b" 


2cw 

aiv 

bw 

au 

2c'w 

-f- 

a'ir 

b'w 

a'u 

2c"w 

a"  IV 

b"w 

a"u 

Quant  aux  ternies  en  u^w  et  v-w,  il  est  facile  de  vérifier  qu'ils  sont  tous  deux  nuls.  Donc  laconique 

r  a  pour  équation  tangentielle 

Auv  -+-  Buw  -+-  Cvw  -h  \)w-  =  0, 

ce  qui  justifie  les  résultats  annoncés. 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  à  avec  A,,  il  faut  trouver  le  lieu  des  points  d'oîi  l'on 
peut  mener  deux  droites  conjuguées  aux  trois  coniques.  Or,  si  les  droites  A  et  A,  sont  conjuguées  par 
rapport  aux  trois  coniques,  elles  le  sont  par  rapport  à  toutes  les  coniqu(3S  du  réseau  A/  -f-  (Jiy  +  v/t  =  U, 
et  on  peut  remplacer  les  trois  coniques  de  base  du  réseau  par  trois  autres  qui  ne  font  pas  partie  d'un 
même  faisceau  linéaire  :  il  suffit  pour  cela  d'annuler  les  deux  premiers  termes,    le   premier  et   le  troi- 
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sième  ;  puis  les  deux  derniers.  On  obtient  ainsi  les  trois  couples  de  points 

w(biv  -+-  CiU  )  =  0,  w(OoU  -+-  c.w)  =  0,  u{(ijv  ~\-  bsiv)  =  0. 

Dans  les  deux  premiers  couples,  il  y  a  l'origine  ;  si  donc  on  appelle  |jl  le  point  du  lieu,  les  deux 
premiers  couples  de  tangentes  renferment  la  droite  ojji,  et  les  trois  couples  ne  peuvent  faire  partie  d'une 
même  involution  que  si  les  deux  premiers  coïncident,  c'est-à-dire  si  le  point  [i  est  sur  la  droite  qui 
joint  les  deux  points     ôju  -+-  Ciiv  — -  0,     a^u  -+-  cw  =  0.     Le  lieu  du  point  [jl  est  donc  la  droite 

Calculons  bi,  Cj,  a^  et  c,.  Pour  avoir  bi  et  c,,  il  faut  déterminer  l,  [i  et  v  parles  équations 
abl  -h  a'b'ix  -h  a"6"v  =  0,  al  -+-  a'|JL-t-  a"v  =  0, 

et  porter  ces  valeurs  dans     bl  -h  b'iJ.  -h  6"v    et    cl  -h  c'^-{-  c"v. 

On  trouve  ainsi  les  déterminants    — A    et     —  B  ;     par  suite,  on  peut  prendre     ^,  =  A,     Cj  =  B 
Pour  avoir  a^  et  c^,  il  faut  déterminer  X,  [jl  et  v  par     abl -\- a! b' \x -^  a" ti\  =  0,     bl-h  b'[x-^-b"'t  =  0, 

et  porter  ces  valeurs  dans    al  -+-  aV  -+-  «-"^     6t    cX  -h  c'[>.  -+-  c"v. 

On  trouve  ainsi  les  déterminants    A  et  C  ;   on  peut  donc  prendre    aj  =  A,    Cj  =  G     et  la  droite 

lieu  du  point  [i  a  pour  équation 


Cx 
A 


A 


elle  coupe  les  axes  aux  points  d'abscisse -^  et  d'ordonnée -—•     Ce  sont  les   points  de  contact  de  la 

conique  r  avec  les  axes,  c'est-à-dire  avec  les  droites  a  et   b.  Le  lieu  du  point  [x  est  donc  la  polaire  du 
point  0  par  rapport  à  la  conique  r. 

Pour  apercevoir  l'enveloppe  de  la  conique  r,  remarquons  que   l'équation  de   cette  conique  peut 
s'écrire 


=  0, 


et  cherchons  à  déterminer  le  rapport  des  deux  nombres  a  et  a'  de  façon  que 

—  iv^  VU'  uw  —  uv 


ab 

a 

b 

c 

n'b' 

a' 

b' 

c' 

a"b" 

a" 

b" 

c" 

—  w- 

vw 

uw 

—  uv 

oifib  -+-  a'a'b'  txa  -t-  a'a'  a6  h-  a'b'  ac  -+-  a'c' 

pour  certaines  valeurs  de  u,  v,  iv.  11  nous  suflit  d'exprimer  que     ( —  uv){ —  w^)  =  uvw'^, 
c'est-à-dire  que  (aab  -+-  'x'a'b'}{oLC  -+-  a'c')  =  (aa  -+-  a'a')(a/y  -+-  a.'b'). 

Ceciestuneéquationdusecond  degré  en    — ;-,    qui  donne  deux  valeurs  pour  ce  rapport  ;  par  suite,  il 

a 

y  a  deux  droites  telles  que 


Oib  -\-  OL'b' 


aa  ■+-  a  a 


(xab 


'a'b' 


qui  sont  tangentes  à  la  conique  r. 

Ces  deux  droites  sont  indépendantes  de  la  troisième  conique  G",  et  la  conique  r  est  tangente  à 
quatre  droites  fixes,  quand  C"  varie  comme  il  est  indiqué.  Les  deux  dernières  droites  que  nous  venons 
de  trouver  passent  par  le  point  de  rencontre  des  deux  droites 

bx  -h  ay  —  ab  =  0,  b'x  -h  a'[i  —  a'b'  =  0, 

c'est-à-dire  par  le  i)oint  de  rencontre  des  deux  cordes  de  contact  des  coniques  C  et  C  avec  les  droites  a,  b. 

La  droite,  lieu  du  point  \x^     Cx  -f-  Bt/  —  A  =  0,     peut  se  représenter  par 
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ab 

a 

b 

c 

a'b' 

a' 

b' 

c' 

a"b" 

a" 

h" 

c 

=  0. 


0  X  y  l 

En  choisissant  deux  nombres  a  et  a'  tels  que    aab  +  %'a'b'  =  0,     nous  voyons  que  cette  droite 
passe  au  point 

X  y  1 

xa  -+-  l'a'  ab  -+■  a'b'  ac  -t-  a'c' 

Ce  point  est  indépendant  de  la  conique  C"  ;  donc  la  droite  lieu  de  jjl  enveloppe  un  point  fixe  quand 
C"  varie  de  la  façon  indiquée. 

Bonnes  solutions  par  MM.  C.  Blahez  ;  G.  Bouligand  ;  Névbjans;  Ed.  RiiME. 


1829. —  Une  droite  mobile  MM'  s'appuie,   en    M    et  en   M',    sur  deux  droites  fixes,  D  et  D',  et  reste 
perpendiculaire  à  la  droite  D.  Montrer,  qu'en  désignant  par  V  l'angle  des  deux  plans  DMM'  et  D'iM'M,  on  a 

MM'  tg  V  =  cte. 

Soient  AA'  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites,  d  et  d'  les  parallèles  à  D  et  D'  menées 

parle  milieu  0  de  AA'.  Prenons  Os  suivant  AA',  Ox  et  Oy  suivant 
les  bissectrices  de  l'angle  dOd' .  Soient  a  et  —a  les  angles  po- 
laires des  droites  d  et  d',  supposées  orientées,  /i  et  —h  les 
cotes  des  points  A  et  A'.  Si  l'on  pose 

ÂM  =  p,  Â¥'  =  p', 

on  a,  en  projetant  sur  xOy, 

(1)  ?  =  ?'  COS  2a. 

Puis 

(2)  /2  =  MM''  =  W  H-  mm''  =  ih-  -h  ?"  sin^  -2a. 

Il  s'agit  maintenant  de  calculer  tg  V. 
Calculons  d'abord  les  cosinus  directeurs    (a,  b,  c)   de  la  normale  au  plan  DMM'.  Pour  cela,  écri- 
vons que  celte  normale  est  perpendiculaire  à  D  et  à  AM'  : 

a  COS  a  -h  6  sin  a  =  0,  ap'  cos  x  —  bp'  sin  a  —  2c/i  =  0, 

Xo'     . 


d'où 


a  =  —  X  sin  a,  6  =  X  cos  a, 


h 


sm  a  cos  a, 


avec 


(3) 


[' 


X-  I  1  H-  -j^   sin^  a  cos'-  a  I  =  1, 


V 


Par  symétrie,  on  a  les  cosinus  directeurs  (a',  b',  c')  de  la  normale  au  plan  D'M'M 

X'p 


a'  =  X'  sin  a,  b'  =  X'  cos  a 

avec  (4)  X'-  |  1  -i-  f^  sin^  a  cos^  a  I  =  1 

On  a  maintenant  cos 


c'  = r^  sin  a  cos  a, 

h 


'-  j  1  -i-  —  Sin^  a  COS^  a  1  = 
V  =  XX'     cos  2a  -+-  -^  sin'^  a  COS^  a  1, 


ou 


cos  V  =  — -  cos  2a, 


en  tenant  compte  de  (i)  et  (3). 
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On  tire  de  là 


Or 


ts^  V 


^  ^  2  0 

-—    COS-  za 


-— — —  cos^  2a  =  sin-  2a,         en  tenant  compte  de  (3),  (4)  et  (1), 

A  )> 

Donc  tg2  V  =  X2  tg^  2a. 

Mais,  l'équation  (2)  peut  s'écrire 

,    r        g'2    .  -1        4A2 

/2  =  4/i2     I  -^  V  5>n2  a  cos2  a     =  -T^» 

donc  /2  tg2  V  =  ih-  12-  2a  =  O^. 


J.  HAAG. 

Bonnes  solutions  :  ^\M.  Blarkz  ;  Asinfiu),  à  Ruines  ;  M.    Pei  lissonmkr  ;  L.  Ciiattelon,  à  Nancy;   Giracdot;  Névéjans:  A. 
RoossEAU  ;  A.  Coquillaï  ;  Vivier,  Ijcée  de  Poitiers  ;  J.  Prauo,  à  Nantes  ;  G.  Lacii,  à  Denain  ;  A.  Haegelen,  à  Dijon. 


1834.  —  Soient  A  le  pied  d'une  normale  à  une  hyperbole  équilalère,  M  et  N  les  points  où  elle  ren- 
contre l'axe  transverse  et  l'axe  non  transverse  et  Q  le  milieu  du  segment  quelle  intercepte  dans  riiyperbole. 
Dans  le  sens  AM  et  à  partir  du  point  M  on  prend     MP  =  QN.     Lieu  du  point  P. 

Soient     x^  —  y-  —  a^     l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  ses  axes  et  x,  y  les  coordonnées  d'un 

point  A  de  cette  courbe. 

L  "équation  de   la  normale  à  l'hyperbole  au  point  A  est 

X X         Y  —  y         N 

=  —  =  — 1     N  désignant  le  segment  de  normale 

X  —y  p 

compris  entre  le  point  A  et  le  point  courant  de  la  normale 
et  p  la  longueur  OA  ;  le  sens  positif  choisi  sur  la  normale  est 
d'ailleurs  le  sens  de  la  concavité,  le  sens  AM. 

Pour  avoir  AM,  nous  posons  Y  =  0,  et  nous  avons 
N  =  AM  —  p  ;  de  même,  nous  aurons  AN  en  faisant 
X  =  0,  et  nous  obtenons  ainsi  N  =  AM  =  —  p.  Le  point  A 
est  donc  bien  le  milieu  du  segment  MN,  et,  comme     MP  =  QN, 

BA 

ce  sera  aussi  le  milieu  du  segment  QP;par  conséquent    AP  =  QA  =  — ;j- • 

Nous  aurons  le  segment  AB  en  prenant  le  second  point  de  rencontre  de  la  normale  avec  l'hyperbole; 
nous  avons  ainsi  successivement 


xl  1  4- 


et 


xH  l 


\       p  / 


celte  dernière  équation  s'écrit 


N-  2N 

p^  p 


-+-  j/2)  _|_  X-  —  y-  —  a-  =  0; 


or 


zp" 
celte  équation  donne  donc     N= — 


x^  —  y    =  fl 


p  =  ^x'-{-y\ 


11  résulte  de  laque     AQ  =  — —      et      AP  =  -^^  ;     les  coordonnées  du  point  P  sont  donc 


PHYSIQUE  013 


Remplaçons-y  p-  par    x- -h  vy-     et  a-  par     x-  —  xj-,     nous  aurons    X  = — p;  \  = ^• 

Il  est  facile  de  vérilier  que  ce  point  est  le  point  de  contact  de  la  normale  à  l'hyperbole  avec  >on 
enveloppe,  c'est-à-dire  le  centre  de  courbure  de  cette  hyperbole.  Le  lieu  du  point  F  est  la  développée 
de  l'hyperbole, 

2  'J  1 

Cette  équation  s'oblient  immédiatement  en  éliminant     s  et  y  entre 

a;'  =  — -—5  ?/^  =  —  ■ et  x-  —  ir  =  a-. 

Bonnes  solutions  :  MiVl.  Néveja.ns;  GuiM.EnME  ;  G.  Lach;  Blarez,  (''cole  Ste-GoneAiève  ;  A.  (".ourtois,  ;'i  Don.'ii  :  Socbaigné  : 
Ch.  Vivier,  à  Poitiers;  A.  Rousskau  ;  Louis  Bel,  à  Alger  ;  L.  Simon,  à  Fourmies;  .1.  Rodde,  à  Lyon;  A.  Négbe,  à  Bordeaux: 
J.  Gérin,  à  Lyon. 

♦ 

GÉOMÉTRIE 


1835.  —  On  considère  une  surface  (S),  un  point  variable  A  sur  colle  surface  el  une  sphère  (S). 
Soient  A  la  normale  au  point  A  à  la  surface  (S),  A'  sa  conjuguée  par  rapport  à  la  sphère  et  A'  l'inverse 
de  A  par  rapport  à  celte  sphère. 

Trouver  l'enveloppe  du  plan  détermine'  par  A'  et  par  le  point  A'. 

La  droite  A',  polaire  de  a  par  rapport  à  la  sphère,  est  dans  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapport 
à  la  sphère.  Le  point  A',  inverse  de  A  par  rapport  à  la  sphère,  est  aussi  dans  le  plan  polaire  du  point  A 
par  rapport  à  la  sphère.  Le  plan  (A',  A')  est  donc  le  plan  polaire  du  point  A  par  rapporta  la  sphère  et 
il  enveloppe  la  surface  (s'),  polaire  réciproque  de  (ï)  par  rapport  à  la  sphère. 

Si  on  appelle  Ai  le  pôle  du  plan  tangent  en  A^  il  est  facile  de  voir  que  OAi  est  perpendiculaire  au 
plan  (0,  A'),  et  ceci  nous  donne  une  déOnition  très  simple  de  la  congruence  des  droites  a',  en  partant 
de  la  surface  (s')  :  à  chaque  point  de  la  surface  (S')  correspond  une  droite  A',  qui  est  dans  le  plan  lan- 
gent en  ce  point  et  dans  un  plan  perpendiculaire  au  rayon  qui  joint  l'origine  au  point  de  (!'). 
Bonnes  solutions  ;  MM.  Névéjans  :  Louis  Bel,  à  Alger  ;  A.  Courtois,  à  Douai  ;  U.  Poulain,  à  Lourches. 

♦ 

PHYSIQUE 


1772.  —  Dans  un  milieu  oi(  un  mouvement  vibratoire  se  propage  avec  une  vitesse  V,  la  source  origine 
de  ce  mouvement  se  déplace  avec  une  vitesse  v  el  l'observateur  se  déplace  en  sens  inverse  avec  une  vitesse  v'. 
Quel  sera  le  mouvement  perçu  par  l'observateur  ? 

Application  acoustique.  —  Avec  quelle  vitesse  une  locomotive  doit-elle  s'approcher  d'un  observateur 
fixe  pour  que  lu  note  de  son  sifflet  paraisse  élevée  d'un  demi-ton  tempéré,  c'est-à-dire  d'un  intervalle  égal  à 
1,06  environ  ? 

Application  optique.  —  Quelle  doit  être  la  vitesse  radiale  relative  d'une  étoile  pour  que  la  raie  D  de 

son  spectre  paraisse  déplacée  de    —     de  l'intervalle  qui  sépare  les  deux  éléments  de  celte  raie,  dont  les  lon- 
gueurs d'onde  so7it  respectivement  0'^,5896  et  O'^,o890  ? 

Soient  N  la  fréquence  vraie  et  ÎV'  la  fréquence  peryue  par  l'observateur. 

En  une  seconde,  la  source  exécute  N  vibrations.  La  première  de  ces  vibrations  s'est,  au  bout  d'une 
seconde,  propagée  du  côté  de  l'observateur  à  une  distance  V,  mais,  en  môme  temps,   la   source  s'est 
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déplacée,  dans  le  même  sens  par  exemple,  d'une  quantité  v.   Les  N  vibrations  sont  donc   propagées 

Y  —  V 
sur  une  longueur  V  —  u  et  chacune  d  elles  affecte  une  longueur      — - —  • 

D'autre  part,  l'observateur,  en  une  seconde,  se  déplace  vers  la  source  d'une  quantité  u'.  Il  perçoit 
donc,  pendant  cette  seconde  ;  1°  les  vibrations  qui,  à  un  instant  donné,  sont,  en  quelque  sorte,  éche- 
lonnées sur  cette  longueur  v'  ;  2°  les  vibrations  qui,  en  une  seconde,  passent  en  un  point  fixe  et   qui, 

par  conséquent,  sont  distribuées,  à  un  instant  donné,  sur  une  longueur  V  ;  soit,  en  tout,  les  vibrations 

Y  —  V 
échelonnées  sur  la  longueur    V -F  u'.     Chacune  d'elles  occupant  la  longueur      — - — ,     leur  nombre  N 

N'         V  4-  u' 
est  tel  que  l'on  ait 


N         Y  —  v 

On  remarquera  la  dissymétrie  de  celte  formule  en  ce  qui  concerne  les  mouvements  de  la  source  et 
de  l'observateur  ;  autrement  dit,  la  modification  apparente  du  mouvement  vibratoire  ne  dépend  pas 
uniquement  de  la  vitesse  relative  des  deux  mobiles. 

Application  acoustique.  —  On  suppose     u'  =  0,    V  =  340    et    —  =  1,06. 

La  formule  donne     v  = — 7^ —  =  19,2    en  mètres  par  seconde,  ce  qui  représente  une  vitesse 

d'environ  69  kilomètres  à  l'heure. 

Application  optique.  —  Les  longueurs  d'onde  apparentes  sont  inversement  proportionnelles  aux 

X  V  -h  u' 

fréquences  ;  la  formule  peut  donc  s  écrire       —  = 


X'  Y  —  v 

Dans  le  faible  intervalle  qui  sépare  les  deux  éléments  de  la  raie  D,  on  peut  admettre  qu'un    dépla- 
cement est  proportionnel  à  la  variation  de  longueur  d'onde  ;  le  déplacement  devant  être     •—-     de  l'in- 

1 
tervalle,  la  variation     X'  —  X    devra  être     —    de  la  différence  0:'^,0006,  soit  0:^,0001.  Or,  la  formule  donne 

6 

X'  —  X  u  H-  y' 


X  Y^v' 

La  vitesse  v'  de  l'observateur  est  négligeable  vis-à-vis  de  la  vitesse  V  de  la  lumière;  on  peut    donc 

écrire  simplement 

y j^  ^ 

V  -h  v'  T= ; —  V  = :r-r-  X  3O0 OOO  =  — 51  kilomètrcs  par  seconde. 

X  ,^890 

On  a  compté  positivement  la  vitesse  v  du  côté  de  l'observateur  et  la  vitesse  v'  du  côté  de  la  source. 
Si  la  longueur  d'onde  apparente  est  augmentée,  c'est-à-dire  si  la  raie  est  déplacée  vers  le  rouge,  l'obser- 
vateur et  l'étoile  s'éloignent  avec  la  vitesse  relative  de  51  kilomètres  par  seconde;  ils  se  rapprochent 

dans  le  cas  contraire. 

Jean  BING,  élève  à  l'Ecole  des  Mines. 
Bonnes  solutions  de  MM.  Higumajoo  et  Rousseau  ft  Laiidrecies. 

♦ 
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AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 


Mathématiques  élément  -ires  ('). 

Dans  un  plan  donné,  il  y  a  une  infinité  de  cercles  (r)  orthogonaux  à  tous  les  cercles  (G)  qui  passent  par 
deux  points  donnés  P,  P'  dans  ce  plan. 

(I)  Des  solutions  étudiées  de  la  question  de  mathématiques  élémentaires  sont  publiées  dans  le  Journal  de  Mathèinn tiques 
élémentaires. 
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A  tout  point  M  correspond  un  point  M'  tel  que  M  et  M'  soient  conjugués  harmoniques  par  rapport  à 
tout  cercle  (r). 

Donner  la  construction  géométrique  de  ces  points. 

1"  Trouver  le  lieu  de  M  et  M'  quand  MM'  a  une  longueur  donnée  l; 

2»  Trouver  le  lieu  de  M'  quand  M  décrit  une  droite  (D).  On  pourra  supposer  successivement  que  la  droile 
(D)  est  perpendiculaire  à  PP';  qu'elle  passe  par  l'un  des  points  P  ou  F'  ;  qu'elle  rencontre  PP'  en  un  point  autre 
que  P  ou  P',  étant  oblique  à  PP',  et  enfin  que  ^D)  est  parallèle  à  PP'; 

3°  Lieu  de  M'  quand  M  décrit  une  parabole  passant  par  P  et  P'  et  dont  l'axe  est  perpendiculaire  à  PP'. 

Dans  chacun  des  cas  examinés  on  étudiera  le  déplacement  de  M',  celui  de  M  étant  supposé  connu  ; 

4°  On  considère  dans  le  plan  donné  un  nombre  quelconque  de  cercles  (C),  soient  (Ci),  (Co) (C;,)  et  autant 

de  coefficients  numériques  donnés  ai,  a^,  ...  a^r.  puis  q  cercles  (r)  :  (Ti),  (r2),  ..,  (r,)  et  des  coelficients  a,, 
ao,  ...,  a,/.  Peut-on  toujours  déterminer,  dans  le  plan  donné,  deux  points  Si,  S2  tels  que  la  somme  des  puissan- 
ces d'un  point  quelconque  Xdu  plan  par  rapport  à  tous  ces  cercles,  chaque  puissance  étant  multipliée  par  le 
coefficient  correspondant,  soit  égale  à  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  X  aux  deux  points  cher- 
chés Si,  Sa,  multipliée  par  la  demi-somme  des  coefficients  donnés?  En  supposant  que  les  cercles  (G)  et  (r)  ap- 
partiennent aux  deux  familles  considérées,  trouver  les  conditions  pour  que  Si  et  Sj  soient  deux  points  con- 
jugués M,  M'. 

Mathématiques  spéciales. 

1890.  —  On  considère  deux  paraboloïdes  hyperboliques  équiiatères  égaux,  P  et  Q,  qui  ont  même  axe  et 
même  sommet. 

1"  On  demande  de  trouver  toutes  les  droites  D  dont  les  conjuguées  D'  et  D"  par  rapport  à  P  et  Q  sont  dans 
un  même  plan  (on  ne  considère  que  des  droites  réelles  situées  à  distance  finie).  Montrer  que  deux  droites  D'  et 
D"  qui  correspondent  aune  même  droite  D  sont  à  la  même  distance  de  l'axe  des  paraboloïdes,  qu'elles  font  le 
même  angle  avec  l'axe  et  que  leurs  projections  sur  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  font  un  angle  constant. 

20  On  considère  une  droite  D  particulière,  que  l'on  désigne  par  Di  ;  on  prend  sa  conjuguée  D2  par 
rapport  au  paraboloïde  P,  puis  on  prend  la  conjuguée  D3  de  Da  par  rapport  au  paruboloïde  Q,  et  ainsi  de 
suite,  de  telle  sorte  qu'une  droite  D^p  soit  conjuguée  de  la  droite  Doyj-i  par  rapport  à  P  et  qu'une  droite  Do.^+i 
soit  conjuguée  de  la  droite  Do,^  par  rapport  à  Q;  étudier  la  distribution  de  ces  droites. 

3°  Une  droite  D  se  déplace  en  faisant  un  angle  constant  avec  l'axe  des  paraboloïdes  et  de  façon  que  les  sur- 
faces engendrées  par  D'et  D"  fassent  un  angle  constant  au  point  commun  à  D'  et  D"  ;  quelle  surface  engendre  D? 
quelles  surfaces  engendrent  D'  et  D"  et  quel  est  le  lieu  du  point  commun  à  D'  et  D"?  ce  lieu  peut-il  être  situé  sur 
la  suiface  engendrée  par  D?  (On  indiquera  un  mode  de  génération  simple  de  ces  diverses  surfaces.) 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

On  considère  la  famille  de  surfaces  du  second  degré 

ax^  -f-  by^  -+-  cz^  =  Constante, 
a,  b,  c  étant  des  nombres  positifs  distincts  et  donnés,  les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires  ;  on  désigne 
par  (E)  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  (S)  orthogonales  à  cette  famille  de  surfaces  du  second 
degré  et  par  (y)  les  courbes  caractéristiques  de  l'équation  (E). 

1°  Exprimer  les  coordonnées  des  points  d'une  surface  (S)  à  l'aide  de  deux  paramètres  m  et  v  ;  montrer 
que  l'on  peut  adopter  des  expressions  de  la  forme 

^  =  /"(v)  •  A(")>         y  =  ?('')-Ti(w),         2  =  <]'iv).<\ii{u), 

et  que  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  de  toute  surface  (S)  se  ramène  aux  quadratures. 

2°  Quelle  est  la  condition  pour  qu'une  courbe  imposée,  distincte  d'une  caractéristique, 

X  =  f{v),  y  z=  (f{v),  z  =  ^v), 

soit  ligne  asymptotique  d'une  surface  (S)  ? 

La  détermination  des  familles  d'asymptotiques  distinctes  des  caractéristiques,  des  surfaces  (S)  peut  se  ra- 
mener à  la  recherche  des  solutions  de  trois  équations  difl'érentielles  linéaires  analogues. 

L'intégration  de  ces  équations  linéaires  peut-elle  se  ramener  aux  quadratures? 

Une  famille  d'asymptotiques  a-t-elle  une  enveloppe? 

Comment  trouvera-t-on  les  surfaces  (S)  dont  une  famille  d'asymptotiques  est  douée  d'enveloppe? 

Examiner  les  particularités  de  la  surface  et  de  ses  asymptotiques  dans  le  voisinage  de  l'enveloppe,  en  se 
bornant  aux  surfaces  dont  les  coordonnées  correspondent  à  des  fonctions  holomorphes  ;  donner  explicitement 
des  exemples  très  simples. 
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3°  Déterminer  les  surfaces  (S)  dont  les  asymptotiques  d'une  famille  sont  des  caractéristiques  (y).  Définir 
géométriquement  ces  surfaces. 

4°  Soit  (Sj)  une  surface  (S)  choisie,  et  (Fi)  les  développables  circonscrites  à  (Si)  le  long  des  caractéristiques 
génératrices  (y)  supposées  non  asymptotiques. 

On  réalise  une  déformation  déterminée  de  la  surface  (Si)  de  telle  sorte  que  tout  point  M  de  cette  surface 
décrive  la  génératrice  rectiligne  de  la  développable  (ri)  tangente  en  ce  point,  et  l'on  désigne  par  M' la  position 
de  M  après  la  déformation,  par  {'^li)  la  surface  obtenue. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  choisit  le  point  M'  sur  l'arête  de  rebroussement  de  la  développable  (Ti),  on 
obtient  une  surface  (Si)  particulière,  soit  (So).  Montrer  qu'au  réseau  tracé  sur  (Si)  par  les  courbes  (y)  et  leurs 
conjuguées,  correspond  sur  (So)  un  réseau  conjugué. 

5°  Déterminer  les  déformations  (Si,  Si)  faisant  correspondre  une  courbe  (y)  de  (Si)  et  possédant  la  propriété 
précédente  de  la  déformation  (Si,  So)- 

Montrer  que  ces  déformations  associent  à  toute  surface  (Si)  une  famille  à  un  paramètre  de  surfaces  (Si)  dont 
les  asymptotiques  se  correspondent,  exception  étant  faite  pour  certaines  surfaces  (Si)  particulières  que  l'on  ca- 
ractérisera. 

Trouver  celles  de  ces  familles  Si  dont  les  lignes  asymptotiques  correspondent  au k  asymptotiques  de  la 
surface  (Si)  initiale  et  les  définir  géométriquement. 

y.  B.  —  On  rappelle  que  l'équation  différentielle  des  lignes  asymptotiques,  en  coordonnées  curvilignes,  est 


<n 

x^ 

X,. 

Vus 

y'u 

y'c 

Z"c2 

Zu 

^'t 

du^ 
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x[,     x'. 

x".. 

X\^       x[ 

yu    y'v 

du.dv  -+- 

y'vi 

y'u   y'v 
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Mécanii 

lue. 

Mouvement  d'un  corps  solide  pesant  fixé  par  un  de  ses  points  0  autour  duquel  il  peut  tourner  librement  et 
assujetti  à  toucher  un  plan  horizontal  fixe  H  ;  les  liaisons  sont  supposées  sans  frottement  et  le  solide  au-dessus 
du  plan  H. 

I.  —  Le  solide  est  de  révolution,  généralement  non  homogène,  et  est  suspendu  par  un  point  de  son  axe  de  figure. 

a.  Trouver  les  équations  du  mouvement  et  indiquer  les  circonstances  générales  de  ce  mouvement  lorsque 
les  conditions  initiales  sont  arbitraires. 

Discuter  complètement  lorsque  le  solide  est  abandonné  sans  vitesses  initiales  ;  examiner  les  cas  particuliers 
dans  lesquels  le  solide  admet,  soit  un  plan  passant  par  Taxe  de  figure,  soit  un  plan  mené  par  0  et  perpendicu- 
lairement à  cet  axo,  comme  plan  de  symétrie  des  masses  ;  indiquer  nettement,  par  des  figures,  la  nature  du 
mouvement  du  point  de  contact  du  solide  sur  le  plan  H. 

b.  Lorsque  l'axe  de  figure  du  solide  est  axe  de  symétrie  des  masses,  discuter  le  mouvement,  les  conditions 
initiales  étant  arbitraires  ;  examiner  le  cas  particulier  où  le  solide  est  homogène. 

Application.  —  Le  mouvement  instantané  du  solide  est  une  rotation  que  l'on  peut  toujours  décomposer  en 
une  rotation,  soit  w,  portée  par  l'axe  du  solide  et  en  une  rotation  verticale. 

On  suppose,  en  se  plaçant  dans  le  cas  {b),  que  les  conditions  initiales  vérifient  la  relation 

2T  =  Cw2. 
2T  étant  la  force  vive,  C  le  moment  d'inertie  du  solide  par  rapport  à  son  axe. 

Calculer  explicitement  le  mouvement,  noter  ses  particularités  et  indiquer,  dans  les  deux  cas  possibles, 
comment  ce  mouvement  peut  être  imprimé  au  solide. 

H.  —  Le  solide  ayant  une  forme  quelconque,  on  désigne  par  {V)  la  courbe  située  sur  le  solide  et  lieu  des 
points  de  contact  M  avec  le  plan  H  ;  on  exprime  les  coordonnées,  par  rapport  aux  axes  principaux  d'inertie 
relatifs  au  point  \\\q  0,  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe  à  l'aide  d'un  paramètre  «  et  on  définit  la  posi- 
tion du  solide  à  l'aide  du  paramètre  u  et  do  l'orientation  du  plan  vertical  pjissant  par  O.M. 

Trouver  les  équations  donnant  ces  paramètres  et  iiuiiquer  les  circonstances  générales  du  mouvement. 

On  pourra  attacher  au  solide,  en  tout  point  M  de  la  courbe  iT),  un  trièdre  auxiliaire  (T)  ayant  comme  arête 
la  normale  en  M  à  la  surface  du  solide,  l'une  des  faces  passant  par  le  point  fixe  0,  et  n'garder  le  mouve- 
ment du  solide  comme  résultant  d'un  mouvement  relatif  par  rapport  au  trièdre  (T)  et  d'un  mouvement  d'en- 
trainemenl  de  ce  trièdre. 
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1891.  —  1°  Trouver  l'équation  des  courbes  G  qui  admeUent  l'axe  des  y  comme  axe  de  symétrie  et  qui 
satisfont  à  l'équation  différentielle 

iQO-^-m-pL+y  +  6  =0. 
2"  Déterminer  les  constantes  arbitraires  K  par  la  condition  que   l'une  des  courbes,  r,  ait  à  l'origine  un 


contact  du  cinquième  ordre  avec  la  parabole     (/  =  — — , 


c'est-à-dire  que  la  différence  des  ordonnées  au  voi- 


sinage du  point  de  contact  soit  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  abscisses. 

Les  constantes  arbitraires  K  devront  être  calculées  avec  trois  décimales  exactes,  c'est-à-dire  que  l'approxi- 

mation  devra  être  supérieure  à 


10000 

(Durée  :  4  heures.) 

Mécanique. 

1892.  —  Un  point  parcourt  une  développante  de  cercle  avec  une  vitesse  qui  croît  proportionnellement 
au  temps.  A  l'instant  initial,  il  se  trouve,  sans  vitesse,  au  point  de  rebroussement  de  la  développante. 
Trouver,  à  un  instant  quelconque,  l'accélération  totale  du  mouvement.  Construire  l'hodographe. 

C 

1893.  —  Une  tige  homogène  AH,  de  poids  donné  p  et  de  longueur  donnée  l,  est  mobile 
autour  de  son  extrémité  A.  A  l'autre  extrémité  est  attaché  un  fil  de  masse  négligeable,  qui  passe 
sur  une  très  petite  poulie  C  et  supporte  un  poids  q.  On  donne  les  distances  ^i  et  k  du  point  C  à 
l'horizontale  et  à  la  verticale  de  A. 

Quel  doit  être  le  poids  q  pour  que  la  tige  se  tienne  en  équilibre  avec  une  inclinaison 
donnée  ? 

(Durée  :  3  heures.) 
Physique. 

Exposer  en  quoi  consiste  la  capacité  électrostatique;  indiquer  le  principe  des  condensateurs  (sans 
calculer  la  capacité  d'aucun  condensateur  particulier)  et  décrire  le  rôle  que  joue  la  lame  de  diélectrique  dans 
un  condensateur. 

IL  —  1894.  On  considère  un  appareil  de  Dulong  et  Petit  pour  la  mesure  du  coefficient  de  dilatation  du 

mercure.  Les  branches  A  et  B  sont  des  tubes  de  verre  de  icm2  ^g  section  à  la 
température  ambiante  de  20o  ;  elles  contiennent  chacune  à  cette  température 
une  hauteur  de  mercure  de  1™.  On  chauffe  la  branche  B  à  200»  en  mnintenant 
la  branche  A  ainsi  que  le  tube  de  communication  à  20°.  On  demande  : 

1°  Le  rapport  des  hauteurs  A  et  h'  du  mercure  dans  les  branches  A  et  B  ; 

1 


L 


7/ 


B 


2°  La  masse  de  mercure  (en  grammes  et  à  — r^  près)  qui  s'écoule  d'une 

7       des  branches  vers  l'autre  par  le  tube  de  communication  pendant  le  chauffage  et 
le  sens  dans  lequel  cet  écoulement  a  lieu  ; 

3'5  Les  expressions  du  coefficient  ^  de  dilatation  linéaire  du  verre  et  du 
coefficient  m  de  dilatation  absolue  du  mercure  en  fonction  des  variations  a  et 
b  du  niveau  dans  les  branches  A  et  B  pendant  l'expérience.  Indiquer  quelles 

JM  vK         erreurs  relatives  résulteraient  pour  l  et  m  d'une  erreur  de  O,!"""  commise  dans 

20?  la  mesure  de  a  et  de  l™""  dans  la  mesure  de  b,  si  l'expérience  était  faite  pour 

évaluer  ces  coefficients  de  dilatation. 
4°  Est-il  nécessaire  que  le  tube  de  communication  entre  les  branches  soit  tin  et  qu'il  soit  horizontal  ? 
Coefficient  moyen  de  dilatation  absolue  du  mercure  :     m  =  0.00018. 
Coefficient  moyen  de  dilatation  linéaire  du  verre  :     l  =  0,0001. 

Les  dilatations,  qui  n'auront  besoin  d'être  évaluées  qu'avec  deux  chiffres  exacts,  seront  traitées  dans  les 
calculs  comme  des  quantités  très  petites   dont  on  négligera  le  carré  et  les  puissances  supérieures,  sans  se 


200' 


préoccuper  des  erreurs  ainsi  commises. 


(Durée  :  4  heures.) 
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DEUXIÈME    PARTIE 
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1806.  —   1°  Déterminer  le  polynôme     f{x)  ^  x'^-^px-^q,     de  famn  que     /"(!)  =  2     et     f{2)  =  i. 
Trouver,  sans  faire  l'opération,  le  reste  de  la  division  de  ce  polynôme  par  le  trinôme     r-  —3x-\-2. 
•^2°  Trouver  tous  les  couples  de  nombres  différents  a  et  p,  tels  que     f(%)  =  ^     ef     /"(P)  =  a. 

3°  Trouver  la  série  entière  qui  représente    et  dire  pour  quelles  valeurs  de  x  elle  est  con- 

'  '  x^  —  'ix  H-  !2 

vergenle. 

1°  Pour  déterminer  /)  et  9,  nous  avons  immédiatement  les  équations  p4-ç  =  l,  279-1-9  =  — 7; 
par  suite,  p  =  — 8,  9  =  9,  et  f{x)^x^  —  8a?-t-9.  Le  trinôme  .z-  —  3.r-|-2  peut  s'écrire 
(x —  i)(x  —  2)  et  le  reste  de  la  division  de  f{x)  par  ce  trinôme  est  un  polynôme  du  premier  degré 
que  nous  pouvons  représenter  par  a{x — i)--hb.  Or,  pour  x=i,  le  reste  est  égal  à  2;  donc 
A  —  2;  et,  pour  x  =  2,  il  est  égal  à  1,  ce  qui  donne  a  h-  2  =  1,  a  =  —  1. 
Le  reste  est  donc  égal  à    3  —  x. 

2°  On  a  ■  a^— 8aH-9  =  p,  p3_8^_^9^^. 

on  retranchant  et  divisant  par     a  —  ^     qui  n'est  pas  nul,  nous  avons  de  suite 

a2  +  ap+[i2_8^|  ^  0^  OU  (a4-p)2  — a;i-7  ^  0. 

Multiplions  maintenant  la  première  par  p,  la  seconde  par    ^,  retranchons   et  divisons  encore  par 
a  —  p,     nous  aurons  a[î(a  h- jî)  —  9 -1- « -h  P  =  0. 

Nous  avons  donc  à  résoudre  les  deux  équations 

(a-+-(ij2_ap-7  =0,  ^B(a-^[î)-4-(=(-t-P)-9  =  0. 

Nous  prendrons  comme  inconnues     a-hP  =  u,     a^  =  v,  et  nous  aurons 

U^  —  V  —  1  =  0,  MU-}- M  — 9=0. 

La  première  donne     v  =  u- —  7,     et  la  seconde  devient  alors     u^  —  (\h  —  9  =  0. 
Cette  équation  admet  la  racine  3  et  se  réduit  ensuite  à  l'équation  du  second  degré 

u'-  -^  3m  4-  3  =  0, 

—  3±?\/3 


qui  admet  les  racines  imaginaires  conjuguées      u 


'2 


Pour     M  =  3,     nousavons     u  =  2,     et  «,  p  sont  racines  de  l'équation     o-  —  '^7i~h'i=0 

nous  avons  donc  les  deux  solutions     «  =  1,     |i  =  2     et     a  =  2,     p  =  \. 

—  3   -  iJ2  3     .       .  ,_,      ^ 

Pour  u  = )         y  =  —  (1  -H  ?^/3)  -  /, 

j    „.        .•           o        ''i-hiJ-i            —  ll-l-3?\/3        _ 
a  et  p  sont  donc   racmes  de  1  équation     .r- h ^ — a-l =0- 


1             ■        A        n     '       r            .               -'S-hif3   ^      /{ii-\-i^Sr    ,     11          3>\/3 
Les  racmes  de  cotte  équation  sont    x  = —  d=i  /  -^^ rrr 1 — s ?: 

^  4  V  *6  2  2 

l'our  les  calculer  effcclivemonl,  il  faudrait  extraire  la  racine  carrée  du  nombre 

{3H-ïV3)'         H         'iiv/â                                    ,                        94-18»V3 
j^^ H  — ^..  qui  so  réduit  à ; 

nous  ne  ferons  pas  ce  calcul,  (|ui  n'a  aucun  intérêt  et  qui  ne  présente  aucune  difliculté,  et  nous  représen- 
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terons  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  par  .x,  ot  Xi.  Nous  aurons  alors  les  deux  solutions 

a  =  .T,,       P  =  .X-.2      et      a  =  .Z'2,       p  =  X,. 

Il  y  a  encore  deux  autres  solutions,  qui  correspondent  à     u  =  et  qui  sont  imaginaires 

à 

conjuguées  de  celles-ci. 

L'explication  de  ces  résultats  est  très  simple  :  les  deux  équations 

a'î  _  8a  -+-  9  =  ii,  ps  —  8S  -+-  9  =  a, 

OÙ  a  et  p  désignent  les  coordonnées  courantes  d'un  point  du  plan,  représentent  deux  courbes  du  troi- 
sième degré  qui  se  coupent  en  neuf  points  ;  ces  courbes  sont  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  à 
la  première  bissectrice  et  elles  ont  trois  points  communs  sur  cette  bissectrice,  les  points  dont  les 
abscisses  sont  racines  de  l'équation  a^  —  9a  -t-  9  =  0,  ces  points  ont  été  exclus  ;  il  en  reste  donc  six, 
que  nous  venons  de  trouver. 

3"  La  fonction      -—^ peut  se  mettre  sous  la  forme 

.r-  —  3a:  -h  2 

a;  -f-  3  2  1 

a; +3  +  - :— -TT'  ou  encore  .x'-i-3 


{x  —  V){x  —  t)  x-\        x—'i 

—  2                   4 
Les  deux  fractions et s  écrivent,  sous  certaines  restrictions, 

X     -    \  X  —  2 

2  ^,.  .  ^  11  \      [  ^  X  X 


i—x  ^     '   ■     •  ^'  ^i.^  2\  2 

2 
On  a  donc 

f(x)  9         H  x'^  /  1  \        x3  /   o        1  \  X"   /     .         1 


X 


^  «-^  +ir  «-^  ■■  +  ^  2--^ 


X-  -  3x+  2         2         4  4\  2/8\  2 

et  cette  série  est  convergente  tant  que      \x\  <1,     c'est-à-dire  dans  l'intervalle     (—1,  -i- 1),     sauf 
aux  limites. 

Bonnes  solutions  :  MM.  A.  Couktois  ;  Névéjans,  27«  d'artillerie. 

Assez  bonnes  solutions  :  M VI.  G.  Lach,  à  Denain  ;  A.  RousiEvu,  fi  Landrecies  ;  G.  Foucry,  à  Reims. 


1831.  —  1°  Montre^'  que  la  fonction     y  =  ch  n^     de     x  =  ch  /     satisfait  à  l'équation  différentielle 

Transformer  cette  équation  par  la  substitution     x  =  ch  t    et  intégrer. 

2"  ch  ni  est  un  polynôme  entier  en  x  et  de  degré  n.  Trouver  ce  polynôme  à  l'aide  de  l'équation  différen  • 
tielle  précédente.  Montrer  que  ce  polynôme  en  x  a  toutes  ses  racines  réelles  et  comprises  entre  —  1  et 
-h  1.     Calculer  ces  racines. 

i°  Si  l'on  pose     x  =  ch  t,     la  fonction  y,  définie  par  l'équation  différentielle 

(1)  (0.^  _  1)  il  ^  :,.  4^  _.  n^y  =  0, 

^  '  dx^  dx  ^ 

dt  \ 

devient  une  fonction  de  t.  Dès  lors,  en  remarquant  que 


dx  sh  t 

dy  dy  1  d^y         /  d-y        1  dy         ch  / 


dx  dt    '     sh  /  dx'^         \  dt-      sh  t  dt        sh-/  /     sh  t 

et  si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  (1),  où    x"-  —  1  =  sh- 1     et    x  =  ch  t      on  obtient 

d'y 
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qui  est  visiblement  vérifiée  pour  y  =  ch  7it,  et  qui  Test  d'ailleurs  aussi  pour  y  =  sh  nt,  de  sorte 
que  la  solution  générale  de  (2)  est  de  la  forme  y  =  Xch  ni-i-Bshnt,  A  et  B  étant  des  constantes 
arbitraires. 

2»  Nous  savons  d"après  la  formule  de  Moivre  que  ch  nt  est  un  polynôme  entier,  de  degré  »  en  ch  /, 
c'est-à-dire  on  x.  Pour  le  calculer,  nous  remarquerons  qu'il  satisfait  à  (1). 

Ce  polynôme  est  de  la  forme     P„  =  «,ja" -i-a,.i"-'H -j-  a,,x''-P  ■■■+a„.     Portons  cette  valeur  dans 

(I),  le  premier  membre  devient  un  polynôme  entier  enx;  en  écrivant  qu'il  est  identiquement  nul,  c'est- 
à-dire  que  tous  ses  coeflicients  sont  nuls,  nous  obtenons  une  série  de  relations  de  la  forme 
(3)  (n  —  p  -+-  2)(m  —  /j  -h  Ij  aj,_2  -h  [(»  —  p)(n  —  p  —^)-^(n  —  p)  —  n''-]n^,  =  0, 

c'est-à-dire  p{p  —  2n)  a^  —  [n  —  p -i-  2)(n  —  p  -f- 1)  o^- ,,  (3; 

où  p  prend  toutes  les  valeurs  entières  consécutives  de  0  à  ii. 

On  voit  immédiatement  que  cette  formule  constitue  une  récurrence  entre  coefficienls  de  même 
parité,  et  par  conséquent  que  les  coefficients  d'indice  pair  pourront  tous  s'exprimer  en  fonction  de  a^,  et 
que  ceux  d'indice  impair  s'exprimeront  en  fonction  de  a,. 

Or  si  l'on  procède  à  l'identification  pour  le  terme  en   x"~'    on  trouve     [in  —  i)  a,  =  0,     c'est-à- 
dire     a,  =  0,     d'où  il  résulte  manifestement,  d'après  (3),  que  tous  les  coefficients  d'indice  impair  son 
également  nuls. 

Le  polynôme  P,i  ne  contient  donc  que  des  termes  ayant  même  parité  que  n  et  ses  coefficients  succes- 
sifs sercmt  fournis  parla  formule  générale 

_         {u  —  2/j  +  2)(n  —  2/j  -+-  1  ) 


de  la  même  façon 


!ip.  (n  —  p)  "''""' 

2p  +  4)(n  —  2p  -4-  3) 


A(p  -    l)(n  —  p  4-1) 
tiln  —  1) 


'2(1 -ti 


«2    = 


4(«-i, 
et,  en  multipliant  membre  à  membre. 


^       ,      ?i(n  —  J)  •••  (n  —  2^-|-2)(r?  —  2»^- 1)  ,  fn  —  p  —  1)  •••  (j?  —  2« -+- 4) 


Nous  sommes  ainsi  ramenés  à  calculer  Oo. 
Or,  d'après  les  formules  de  Moivre, 

ch  nt=  ch"<-^C,i  .  ch"-2<  .  sh-  t^ , 

soit  P,,  =  a:"-i-C^  x"-'^x^-  —  1) -+-■•• 

Visiblement,  le  coeflicient  dea"  est 

o„  =  \  4-c;i  +  c,^+  ••■  =  2"-' 

n{n  —  /;  —  1)  •••  (»  —  2/j  H-  1) 


et  finalement  Oo„  =  (—  ÏV  2""-"-' 

''  '  pi 

On  voit  donc  que  le  polynôme  P„  n'a  que  des  termes  de  même  parilé  que  n  et  ces  termes  ont 

des  signes  alternés,  le  premier  étant  d'ailleurs  positif. 

Chercher  ses  racines  est  la  même  chose  que  résoudre     ch  »/  =  0     ou  encore     cos  inl  =0,     ce 

qui  donne  pour  /  une  infinité  de  valeurs,  imaginaires  d'ailleurs,  /  =  (  (  -^^ 1 — '■ —  )  • 

\  2»  »»   / 

Si  nous  remarquons  (pie     x  =  cos  il     ou     cos  ( —  il),     nous  voyons  qu'à  ces  valeurs  de  /  corres- 
pondent pour  X  les  valeuis     x  =  cos(  — — +   - —    1,     dont  ^i  et  n  seulement  sont  distinctes,  et  qu'on  les 

\  2n  n     ) 

obtiendra  toutes   en  donnant  à  k   n  valeurs  entières  et  conséculives,  par  exemple  0,  1,  2.  ,  .»»  —  1.  Et 
d'ailleurs  réciproquement,  à  toute  valeur  de  a' fournie  parla  formule     x  =  cosi  — 1 1  correspond 
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une  valeur  de  t  annulant  cli /ii,  donc  ces  valeurs  de  r  sont  racines  da  polynôme,  elles  sont  toutes  dis 
linctes,  réelles,  au  nombre  de  n  et  comprises  entre     —1    et    -j- 1 . 

Donc  P„  est  an  polynôme  qui  a  toutes  ses  racines  réelles  ot  distinctes  et  comprises  entre  —  1   et  -h  1, 


et  ces  racines  sont  les  n  valeurs  de  x  =  cos  i  ■^-  -\ 

2/1  n 


R.  LA.SÂB.\TIE,  élève  du  lycée  Louisle-Grand. 

Bonnes  solutions  :  MM.  ÎNévkjans  ;  \.  CoohTOis,  à  Douai  ;  T.  Vivieit,  à  Poitiers;  A.  Lktac,  à  Poitiers. 
Assez  bonnes  solutions  :  MM.  A.  Rousseau;  C.  Teulière,  à  Toulouse. 
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1832.  —  Etant  donnés  deux  cercles  tangents  en  0  et  de  centres   G  et  G',  on  mène  deux  droites   OA 
et  OB;  également  inclinées  sur  CG'  et  rencontrant  le  premier  cercle  en  A  et  le  second  en   \\. 

1°  Lieu  du  milieu  de  AB  quand  on  fait  varier  l'inclinaison  commune  de  OA  et  OB  sur  GC 
2°  Enveloppe  de  la  droite  AB. 

Nous  prendrons  pour  axe  des  x  la  droite  CG',  pour  axe  des  y  la  tangente  commune  au  point  0,  et 
nous  désignerons   par  R  et  R'  les  abscisses  des  points  G  et  G'.   Les  équations  des  cercles  sont  alors 

.r2  -^  y2  _  5j^,j.  ^0,  a;2  -H  y2  _  <2R'x  =  0. 

Soit     y  =  mx    l'équation  de  la  droite  OA  ;  les  coordonnées  du  point  A  sont 


2R  211 


r/i 


y 


1  H-  m^  "^  1  _|_  7^2 

La  droite  OB  a  pour  coefficient  angulaire     — ?n,     et  le  point  B  a  pour  coordonnées 

2R'  2R'7« 


y 


1  -h  m^  '■'              1-1-  m' 
1.  Les  coordonnées  du  milieu  M  de  AB  sont 

R  +  R'  (R  -  R')m 

X  = .  y  =  — ; 

1  -+-  "t-  1  +  m2 

nous  aurons  le  lieu  de  ce  point  en  éliminant  m  entre  ces  équations.  Nous  en  tirons  aisément 

X            R  +  R'  (R-+-R')V 

—  ou            m  = 


y        (R  — R')m  (r__r')i; 

U        ,       Vil 

et  en  portant  cette  valeur  de  m  dans  l'équation     x  =  -,     nous  obtenons 

1  -1-  m'^ 

x\ïi  —  R')2  ^  ^^(R  +  R')2  _  (R  _|-  K')(R  _  li'y-,  =  0 . 

Gette  équation  représente  une  ellipse  admettant  Ox  pour  axe,  le  point  0  comme  sommet,  la  tan- 
gente en  ce  point  étant  Oy. 

,      .             R-l-R' 
Le    centre     de     cette     ellipse  a  pour    abscisse — ;       ce  pomt  est  le  milieu  de  GG.  Si 

Ton  transporte  l'origine  en  ce  point,  l'équation  de  l'ellipse  devient 

^'  .  '■''  1=0. 


(R  +  RQ-^  (R  — RQ^ 

4  4 

ce  qui  met  en  évidence  les  demi-longueurs  d'axes. 
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2.  L'équation  de  la  droite  AB  peut  s'écrire 


X 

y 

1 

2R 

m'm 

H-W2 

2R' 

—  2Rm 

1+W?2 

ou 


=  0, 


(R  -+-  R')m{l  +  m^)x  —  (R  —  R')(l  -^  m')y  —  4RR'?n  =  0, 


Sous   cette  forme  on  reconnaît  que  la  droite  AB  enveloppe  une  courbe  unicursale  de  troisième 
classe,  puisque  le  paramètre  m  figure  au  troisième  degré  dans  l'équation. 


(i) 


Divisons  l'équation  par     1  +  w^,     et  posons     m  =  tg  ^,     l'équalion  de  la  droite   AB  s'écrit 

(R  +  K')x  tg  |-  —  (R  —  R')y  —  2RR'  sin  o  =  0. 

Dérivons'par  rapport  à  »,  nous  obtenons 

^(^+^0  —  2RR'  cos  cp  =  0 

2cos2-^ 
2 


ou 


4RR' 


R 


—  COS  '^  cos^   - 


2RR' 
R  +  R' 


7  COS  o(t-f-COS  o). 


Cette  valeur  de  x  est  l'abscisse  du  point  limite.  Remplaçons  x  par  cette  valeur  dans  l'équation  (1); 

9RR' 
nous  en  tirons  après  un  calcul  facile     y  —  — —  sin  o(cos  «p  —  1). 


R  — R 

11  en  résulte  que  les  coordonnées  du  point  limite  sont 

2RR' 


R-t-  R 


j  COS  cf,(l  -i-  COS  o), 


2RR' 

y  =  -^, — K  sin  cp(l  —  COS  ?), 


ou,  en  posant 


2RR' 


=  a, 


R'  — R 
2RR' 


R  +  R' 

X  =  a  COS  (^(1  H-  COS  (p), 


=  b. 


R'  — R 
y  =  ^sin  ç(l  —  COS  o] 


Le  lieu  de  ce  point  est  l'enveloppe- de  la  droite  AR. 

Pour  avoir  toute  la  courbe  il  suffit  de  faire  varier  cp  dans  un  intervalle  quelconque  dont  l'étendue 
soit  égale  à  Su.  Si  on  cbange  o  en  —  o,  a?  ne  change  pas,  y  change  de  signe  ;  donc,  la  courbe  est 
symétrique  par  rapport  à  Ox.  Il  suffira  donc  de  faire  varier  «>  de  0  à  t:,  de  construire  la  branche  de 
courbe  correspondante,  puis  de  construire  la  symétrique  de  celte  branche  par  rapport  à  O.c. 

INons  avons 


clx 

-r-  =  —  a  sin  (p(l  -+■  2  cos  *), 


dy 
do 


h{\  —  coscpXl  H- 2  cos  o); 


1 

comme  ces  dérivées  s'annulent  pour  la  même  valeur  de  (p,     cos  o  — —^ 

respondant  est  un  point  de  rebrousse  ment.  De  plus 

dy  h 


cp  =  -^5      le  point  cor- 

o 


dx 


cos  cp  ^'    ,        ? 


sni  ce 


°    ^ 


Nous  supposerons  a  et  b  positifs. 
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o 

0 

2 

3 

T 

X 

2a 

décroit 

0 

décroit 

a 

{min.) 

croit 

0 

y 

0 

croit 

b 

croit 

:3A/3 

4 

(viax.) 

décroit 

0 

dy 
dx 

0 

décroit 

b 
a 

décroit 

-> 

décroit 

—    00 

a' 

On  en  déduit  la  branche  de  courbe  PQÛ.  La  tangente  au  point  P  est  Ox  ;  le  point  Q  est  un  point 
de  rebroussement,  et  la  tangente  au  point  0  est  Oy. 

En  achevant  par  symétrie,  on  obtient  une  courbe  qui  présente  trois  points  de  rebroussement.  Mais 
ce  n'est  pas  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussemenls,  car  la  pente  de  la  tangente  au  point  Q  est  égale  à 

b  2- 

^3,  '  et  l'angle  de  cette  tangente  avec  Ox  n  est  pas  égal  à    • 

Comme  exercice  de  calcul  on  pourra  vérifier  que  l'aire  limitée  par  cette  courbe  est  égale  à 


I  R2  -  R'2  I 


E.-N.  BARISIEN. 


Bonnes  solutions  par  MM.  A.  Courtois,  lycée  de  Douai  ;  G.  Lach,  à  Denain  ;  Paul  Lkonzi,  à  Bordeaux  ;  A.  Letac,  33''  d'ar- 
tillerie, à  Poitiers;  \.  Mauksgalchi  ;  André  Nègre,  k  Bordeaux  ;  Névkjans  ;  Ollier,  à  St-Etienne  ;  A.  C.  Piiriaui,  à  Paris  ; 
A.  RoossEAu,  à  Landrecies  ;  .1    Soobaigné,  à  Mont-de-Marsan  ;  Camille  Teulièiie,  à  Toulouse  ;  Th.  Vivier,  lycée  de  Poitiers. 


CONCOURS  DE   1910  [Suite) 


ÉCOLE  NATIONALE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  {Cours  préparatoires). 


Algèbre  et  Analyse . 


I.  —  1895.  Les  séries 


sin'  x-\-2  sins  —  + 


(sin  a;)  '^'  -I-  2  f  sin  —  j  -^  -+■■■■  -hn  /  sin  —  )  '  • 


où    0  <C  X  <C  -^'  sont-elles  convergentes  ou  divergentes? 

Faute  de  mieux,  on  pourra  traiter  le  cas  où  x  est  très  petit. 

II.  —Calculer  /    x^s/à^  —x'^dx. 

J  0 

III.  —  1896.  1°  On  considère  tous  les  secteurs  sphériques  appartenant  à  une  sphère  de  rayon    H    donné,  et 

qui  ont  un  même  volume  V  donné.  Quel  est  celui  de  ces  secteurs  dont  la  surface  totale  a  la  plus  petite  valeur 

4 
possible?  On  posera,  pour  simplifier  les  calculs,     V  =  -—  Tra',    a  étant  une  constanle. 

[On  trouvera  que  le  secteur  sphérique  cherché  est  tel  que  lun  des  deux  cônes  qui  le  limitent  se  réduit    à 
son  axe.J 
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20  V  conservant  la  même  valeur,  déterminer  ensuite  quel  est,  quand  K  varie,  celui  des  secteurs  obtenus 
dont  la  surface  totale  a  la  plus  petite  valeur  possitile. 

Observations.  —  On  pourra  traiter  d'abord  la  seconde  partie  du  problème,  en  admettant  le  résultat  indiqué 
entre  crochets  pour  la  première  partie. 

Géométrie  analytique 

1897.  —  Etant  donnés  une  section  conique  et  deux  points  fixes  A  et  B  pris  sur  cette  courbe,  on  forme  le 
triangle  AMB  enjoignant  les  points  A  et  B  à  un  troisième  point  M  de  position  variable  sur  la  conique,  et  l'on 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  P  des  trois  hauteurs  de  ce  triangle. 


Calcul  numérique. 

j.  _  Soit  le  quadrilatère  ABA'C.  On  connaît    AB  =  c,     BA'  =  c'    et    ABA'  =  3.     On  a  mesuré  les  angles 

ACB  =  Y,     A'CB=  Y    sous  lesquels  on  voit  AB  et  A'B  du  point  C. 
^        c^       ^t  Calculer  les  éléments  des  triangles  ABC,  A'BG. 

Application  numérique  : 
^\TC\^'  c  =  190tn,  c'  =  23o-,  Y  =  35H0'00", 

^. ,  -^^-^C  ï'  =  44n5'27",  ABA'  =  96°32'41". 

1 
jl.  _  1898.  Calculer  approximativement,  a  — — -    près  autant  que  possible,  la  racine  positive  de  l'équation 


100 


ex  —  e.~^ 


21 


=  —       (e  est  la  base  des  logarithmes  népériens), 
a;  10        ^ 

Mécanique. 

I.  —1899.  Une  tige  pesante  AB,  mobile  autour  de  son  extrémité  A  dans  un  plan  vertical,  est 
par  une  corde  llcxible  attachée  à  son  centre  de  gravité  G  et  qui,  passant  sur  une  poulie 
p  située  sur  la  verticale  du  point  A,  porte  un  contre-poids  P. 

La  distance  kp  qui  est  égale  à  AG  est  connue,  ainsi  que  le  poids  Q  de  la  tige  AB 
et  la  longueur  l  de  la  corde  GpP  dont  on  néglige  le  poids. 

On  demande  de  déterminer  les  positions  d'équilibre  que  pourra  prendre  le  système 
et  de  distinguer  les  positions  d'équilibre  stable  des  positions  d'équilibre  instable. 

II.  —  1900.  Toutes  les  fois  que  cinq  forces  se  font  équilibre  sur  un  même  solide, 
leurs  lignes  d'action  rencontrent  deux  mêmes  droites. 


1901.    — 


Epure  de  Géométrie  descriptive. 

Par  rapport  aux  axes  Ox  et  Oy  de  la  feuille  (dont  le  premier  est  parallèle  au  petit  côté  de 
cette  feuille,  et  qui  n'auront  pas  à  être  passés  à  l'encre),  les  points  (a,  a') 
et  {b,  b')  sont  définis  par  le  croquis  ci-joint. 

La  droite  [ab,  a'b')  est  diagonale  d'un  carré  situé  dans  un  plan  de 
bout  et  dont  le  sommet  (c,  c')  est  situé  en  avant  de  cette  diagonale  ;  et  ce 
carré  sert  lui-même  de  base  à  un  cube  placé  au-dessus  de  ce  plan  de  bout. 

On  fait  tourner  larête  de  front  du  cube  issue  du  sommet  (<',c'),  autour 
de  la  diagonale  du  cube  issue  du  sommet  {a,a'). 

On  demande  de  représenter  le  segment  d'hyporboloïde  de  révolution 
engendré  par  cette  arête,  et,  en  supposant  opatiues  les  plans  des  deux  paral- 
lèles qui  le  comprennent,  d'indiquer  les  ombres  produites  sur  ce  corps  par 
des  rayons  parallèles  à  [\\,  W)  dont  les  projections  sont  inclinées  à  45»  sur 
f)x. 
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TRIGONOMÉTRIE 

nu  Calculer  les  angles  d'un  triangle  vérifiant  les  équa- 
tions 

*g — r 

2  .    7  22348  si  a  A 


cos  A  = 


1798  Résoudre 


3  -+-  v/2" 


tg 


B 


_  /  22348  sin 

•<■    ~V        89825 


,    /42538 

in.T  =  V/ , 

V   8B86i 


cosy  — 


45286 


tg23  = 


sinSx 


63435      "    "      sin3.y 
1751  Triangle  AHC,  h'  projection  de  CA  sur  (^B,  c'  pro- 

A  A 

jection  (le  HA  sur  !!C.  Calculer  sin  — - ,  cos  —  > 

2  2 

II;,   et  établir  la  formule      r-  =  , . 

c  —  c  b-hc  —  a 

1710  OAB  triangle  rectangle  en  0,  M  point  variable  sur 
la    bissectrice  de    AOB-      OA  =  «,      OB  =  b, 

OAM  =  X,     OHM  =  y.    Calculer  tg  y  en  fonction 
de  tg  X.  Calculer  tg  x  de  façon  que    y  =  2x    . 

1763  Calculer    les    rAtés    d'un     triangle    connaissant 
2p,  S.  ,„    

1797  ABC  triangle  rectangle  en   A,  M  iniliou  de   AH,   P 
projection  de  M    sur   BC.  Calculer    M  P.    CP    en 
fonction    de    a   et    B.    Ktudier  la   variation    de 
CI'  —  MP.     Déterminer    H    de  façon   que 
MP  hCP    _ 


201 


120 


33cS 


204 

397 
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1659  A  et  B,  points  communs  à  deux  cercles.  Par  B 
on  mène  une  sécante  rencontrant  les  cercles  en 
M  et  M'.  Enveloppe  du  cercle  AMM'  et  lieu  du 
centre 30 

1630  M  et  M'  points  variables  d'un  cercle  0,  symétriques 
par  rapport  à  un  diamètre  fixe.  Lieu  de  la  pro- 
jection du  point  M'  sur  le  rayon  OM  ....       31 

1680  Un  triangle  ABC  est  inscrit  dans  un  cercle  fixe, 

le  sommet  A  et  l'angle  A  restant  fixes.  Lieu  des 
centres    des    cercles    inscrit   et  exinscrit    dans 

l'angle  BAC 94 

1677  AB,  diamètre  fixe  d'un  cercle;  AM,  corde  variable. 
Enveloppe  du  cercle  de  diamètre  AM.  Sur  AB 
on  prend  BN  =  BM.  Enveloppe  du  cercle 
MAN.     Lieu  du  milieu  de    MN 99 

1684  Sur  un  cercle  :  0  point  fixe,  M  point  variable.   La 

tangente  en  M  rencontre  la  tangente  en  0  au 
point  A.  Lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  au 
triangle  OAM.   Enveloppe  du  cercle      ....     103 

1685  AB,    diamètre  fixe  d'un  cercle.  La  tangente  en  un 

point  M  rencontre  la  tangente  en  B  au  point  1. 
Lieu  du  centre  de  gravité  du  triangle  AlIB.  Points 
d'inflexion  du  lieu.  Aire  comprise  entre  la  courbe 
et  le  cercle 128 

1689  0  point  fixe,  A  point  variable  d'un  cercle,  B  point 
de  rencontre  des  tangentes  en  0  et  A.  Lieu  des 
centres  des  cercles  inscrit  et  exinscrit  au  trian- 
gle O.'VB.  Lieu  du  centre  et  enveloppe  du  cercle 
conjugué  à  ce  triangle 149 

1694  A,  point  fixe  sur  Ox  ;  A',  point  fixe  sur  Oy 
(OA  =  0A'|.  Cercles  variables  tangents  entre 
eux,  touchant  l'un  Ox  en  A,  l'autre  Oy  en  .\'. 
Exercices  divers 172 

1765  Cercle  de  diamètre  AB,  de  centre  0;  M  point  va- 
riable du  cercle,  P  projection  de  M  sur  .\B,  I 
symétrique  de  P  par  rapport  à  OM.  Lieu  de  I, 
enveloppe  de  MI,  lieu  du  point  de  rencontre  de 
IP  et  OM 394 

1785  On  donne  la  base  BC  d'un  triangle  ABC  et  on 
sait  que  l'une  des  bissectrices  de  l'angle  A, 
hmitée  à  BC,  AD,  satisfait  à  AD.BC  =  AB.AG. 
Lieu  de  X  et  enveloppe  de  AD 463 

1832  Cercles  de  centres  C,  C  tangents  en  0.  On  mène 
deux  droites  OA  et  OB  également  incUnées  sur 
ce  et  rencontrant  le  premier  cercle  en  A,  le 
deuxième  en  B.  Lieu  du  milieu  de  AB.  Enve- 
loppe de  A  H 621 

1653  Exercices  sur  la  développée  et  les  développantes 

d'une  courbe 9 

1661  Trouver  une  courbe  telle  qu'il  y  ait  un  rapport 
constant  entre  la  sous-tangente  en  un  point 
quelconque  M  et  le  segment  OP  compris  entre 
l'origine  et  le  point  P  on  la  parallèle  à  la  tan- 
gente en  M,  menée  par  le  point  de  rencontre  de 
la  normale  en  M  avec  0.'/,  rencontre  O.r.     .     .       58 

1652  Un  segment  HC  de  longueur  constante  et  glissant 
sur  Ox  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 
dont  le  sommet  A  de  l'angle  droit  décrit  (>//. 
Enveloppe  des  eûtes  de  l'angle  droit.  Lieu  des 
sommets  d'un  polygone  semblable  à  un  poly- 
gone donné  construit  sur  AB 65 

1681  Exercices  sur  les  hypocycloïdes  à  trois  rebrousse- 

ments  trois  fois  tangentes  à  une  ellipse  donnée      117 

1720  Etudier  la  trajectoire  du  centre  d'un  contour  con- 

vexe formé  des  côtés  parallèles  AB  et  AB'  d'un 
rectangle  et  des  demi -cercles  décrits  sur  A  A'  et 
BB'  comme  diamètres,  et  qui  se  dé|dace  en  res- 
tant tangent  à  un  demi-cercle  et  à  la  droite 
indéfinie  (|ui  limite  ce  demi-cercle 229 

1721  Trajectoires    orthogonales    de    cercles    homothé- 

ti(|ues  par  rapport  à  l'origine  et  ayant  leurs 
centres  sur  0.*/.  Développées  de  ces  courbes.  .  249 
17:^6  Enveloppe  des  droites  .r  cos 'f  -i- .)/ sin  o  =  cos  ii'f.  271 
1740  Trouvée-  une  courbe  telle  tjue  le  cercle  décrit  de 
chaque  point  de  la  courbe  comme  centre  avec 
le  rayon  de  courbure  comme  rayon  soit  ortho- 
gonal à  un  cercle  fixe 320 
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1758  Trouver  la  courbe  plane  telle  que  dans  le  quadri- 
latère MTON  ayant  pour  côtés  la  tangente  MT,  la 
normale  MN,  l'axe  polaire  ON.r  et  la  perpendicu- 
laire OT  à  cet  axe,  les  diagonales  OM  et  TN 
soient  perpendiculaires 349 

1748  Exercices  sur   la  courbe    o  = 352 

th  o) 

1764  La  normale  en  un  point  M  d'une  courbe  rencontre 
Ox  en  N,  et  la  tangente  rencontre  en  T  la  paral- 
lèle à  Oy  menée  par  le  centre  de  courbure  C. 
Déterminer  la  courbe  de  façon  que  20N  =:  CT. 
Lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues 
du  point  0  aux  courbes  intégrales 374 

1761  Propriétés  des  cercles  bitangents  à.  une  strophoïde.    385 

1770  Etude  des  courbes  déflnies  par  les  équations 

X  =  a(ch  9-f-  ch  cp'),       y  —  a{ch  «p—  ch^'), 
«P  et  ?'  vérifiant  sh  2cp  —  sh  2»'  =  2cp  —  2&'  -4-  a.     410 

1771  Ellipse  dans  laquelle    à  =  2b  ;'  MP,  distance  d'un 

point  M  au  petit  axe.  Le  cercle  de  diamètre  MP 
enveloppe  un  épicycloide  à  deux  rebroussements.    413 

1775  Les  extrémités  d'un  segment  AB  décrivent  un 
cercle  et  un  diamètre.  Lieu  du  milieu  de  AB, 
enveloppe  de  AB.  Enveloppe  de  l'axe  radical  du 
cercle  donné  et  du  cercle  de  diamètre  AB.  Déve- 
loppée de  cette  enveloppe,  la  rectifier.   .     .     .     429 

1809  Trajectoires  orthogonales  des  cercles  passant  par 

deux  points  fixes 555 

1818  Calculer  la  diflérence  de  deux  arcs  d'ellipse  par  la 

méthode  des  trapèzes 579 

1824  Mouvement  d'un  plan   mobile  sur   un  plan  fixe. 

Exercices  variés.      .     .  594 

1823  Courbes  pour  lesquelles  le  cercle  décrit  sur  le  rayon 
de  courbure  comme  diamètre  est  tangent  à  une 
droite  fixe.  Exercices  divers G05 

1674  D'un  point  M  d'une  ellipse  on  mène  les  trois  nor- 
males MA,  MB,  MC.  Lieu  des  centres  des  coniques 
passant  parles  points  M,  A,  B,  C  et  par  un  foyer.      80 

1679  Enveloppe  des  cercles  ayant  pour  diamètres  les 
cordes  d'une  ellipse  qui  passent  par  un  point 
fixe  du   grand  axe 92 

1683  Exercices  sur  l'hyperbole 

y[y  —  »>-v)  -+-  ^>iii^  -+-  P.y  —  a^'«  =  o .    .    .    i43 

1686  Exercices  sur  un  triangle  ABC  inscrit  à  une  para- 
bole, AC  et  BC  étant  normaux  en  A  et  B  144 

1696  Hyperboles  équilatères  ayant  pour  sommet  le  point 
0  et  passant  par  le  point  A.  Lieu  des  centres. 
Enveloppe  des  axes  non  transverses     ....     1G4 

1722  Exercices  sur  les  normales  à  une  parabole.  .     234 

1732  Triangle  ABC,  A  et  B  fixes,  le  pied  de  l'une  des  bis- 

sectrices de  A  sur  BC  décrit  une  droite  fixe  D. 
Le  lieu  de  C  est  une  conique.  Etudier  le  genre 

quand  D  varie 275 

1743  Lieu  du  point  équidistant  d'une  parabole  et  de  son 

sommet 287 

1733  M,  M',  ombilics  conjugués  à  une  conique  fixe  et  à 

une  parabole  de  foyer  fixe.  M  décrivant  une 
courbe  donnée,  trouver  le  lieu  de  M'  .  .     293 

1767  Coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère  circons- 
crit à  un  cercle.  Lieu  du  centre;  lieu  du  point 
de  rencontre  de  deux  coniques  orthogonales. 
Parabole  du  faisceau  :  enveloppes  de  l'a.ve,  de  la 
tangente  au  sommet;  lieu  du  sommet     .  40G 

1779  C,  conique  de  centre  0;  K,  conique  qui  a  pour 
sommets  les  rebroussements  de  la  développée 
de  C.  M,  point  variable  de  K  ;  le  cercle  r  de  dia- 
mètre OM  rencontre  les  axes  en  P  et  Q.  Enve- 
loppe de  PQ.  r  rencontre  K  en  trois  points 
Pi,  P2,  P3.  Enveloppe  des  côtés  du  triangle 
P.P.Pa 452,     500 

1799  Montrer  qu'en  leurs  points  de  rencontre  A,  B,  C, 
D  les  coniques 

X-  —  y-  —  R-  =  0,  X-  -4-  3y^  -+-  6R<«/  —  3R='  =  0 
sont  orthogonales.  Cercles  passant  par  A,  B,  C,  D. 
tnveloppe  des  droites  AB 502 

1814  Lieu  du  point  d'où  l'on  peut  mènera  une  parabole 
deux  tangentes  faisant  un  angle  a.  Enveloppe 
des  cordes  de  contact 568 

1828  Coniques  C,  C,   C",  ayant  deux  tangentes  com- 
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munes.  Enveloppe  des  droites  A  dont  les  pôles 
par  rapport  à  ces  coniques  sont  en  ligne  droite 
Al.  Enveloppe  de  Ai.  Lieu  du  point  de  rencontre 

de  A  et  Al     .     . 607 

1834  La  normale  en  A  à  une  hyperbole  équilatère  ren- 
contre la  courbe  en  B,'  l'axe  réel  en  M,  l'axe 
imaginaire  en  iN  ;  Q,  milieu  de  AB.  Sur  AI!  on 
prend     MP  =  QN.    Lieu  de  P 61 
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1829  Une  droite  MM'  s'appuie  en  M  et  M'  sur  deux  droi- 
tes fixes  D  et  D',  en  étant  perpendiculaire  à  D. 
V,  angle  des  plans  DM.'^l',  D'MM'.  Montrer  que 
MM'  tg  V  =--  Cte 611 

1663    Exercices  sur  les  plans   osculateurs  a.  la  courbe 

X  =  A\       y  =  X'-t-3V,      S=>>2-i-4) 11 

1712  Met  M',  points  variables  du  plan  des  xy  conjugués 

par    rapport  à    deux    hyperboles,   leur   milieu 
étant  situé  sur  tme  droite  fixe.  Exercices  divers.     215 

1713  Etudier  la  variation  de  la  courbure  à  l'origine  des 

fji  ^—  xïj'  -\—  y^x^ 

sections  de  la  surface    .:  = ^ par 

y  +  x 

le  plan    y—  mx 217 

1813.  Aire  et  volume  engendrés  par  une  cycloide  tour- 
nant autour  de  sa  base 566 

1G76  Exercices  sur  deux  paraboles  focales  l'une  de  l'au- 
tre   73 

1687  Exercices  sur  les  centres  de  courbure  principaux 

aux  divers  points  d'un  paraboloide       .     .     .     .     123 

1738  Enveloppe  des  plans  coupant  deux  sphères  données 

suivant  des  cercles  orthogonaux 306 

1744  Lieu  des  centres  des  sphères  coupant  deux  sphè- 
res données  suivant  des  cercles  orthogonaux  et 
passant  par  le  centre  de  l'une 309 

1741  Exercices  sur  le   roulement  d'une   ellipse  sur  un 

plan 350 

2kxy 

1780  Exercices  sur  le  cylindroide    :;  =  — -.     .     ■    4o6 

^  x^  -^  y- 

1786  1«  P  plan  fixe,  0  point  fixe.  Complexe  des  droites 
D  qui  rencontrent  P  en  un  point  A  tel  que  UA 
soit  perpendiculaire  à  D. 
2°  Complexe  des  droites  pour  lesquelles  le  moment 
d'un  système  de  forces  est  égal  à  une  constante. 
3°  Complexe  des  droites  qui  ont  un  moment 
donné  par  rapport  à  une  droite  fi.xe     ....     488 

1808  Surface  engendrée  par  une  droite  de  longueur 
constante  dont  les  extrémités  s'appuient  sur  une 
parabole  et  une  droite.  Section  plane.  Volume. 
Trajectoires  orthogonales  des  droites  ....     532 

1783  Quadriques  circonscrites  à  une  sphère  le  long  d'un 
cercle  dont  le  plan  passe  par  une  droite.  Exerci- 
ces divers ....    ^84 

1805  Enveloppe  de  quadriques  variables.  Elle  se  com- 
pose de  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre. 
Chaque  quadrique  touche  son  enveloppe  suivant 
un  quadrilatère  gauche 587 

1835  A  normale  en  A  à  ime  surface.  A'  conjuguée  de  A 
par  rapport  à  une  sphère.  A'  inverse  de  A  par 
rapport  a  la  sphère.  Enveloppe  du  plan  A'A'.     .     613 

ÉPURES 

1702  Solide  commun  à  deux  cônes  (Ecole  polytechni- 
que, 1908) *! 

1731  Sphère  et  cônes  de  révolution  circonsoiits.  Om- 
bres. (Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  1908).     .     .     155 

1709  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  (Ecole 

Centrale,  1908) 181 

1754  Intersection  d'une  sphère  et  d  un  cône  de  révolu- 
tion (Ecole  des  Mines  de  S'-Etienne,  1908).     .      .     238 

1715  Solide  commun  à  un  tore  et  à  un     hyperboloïile 

(Ecole  Normale,  1908) 278 

1807  Intersection  d'un  paraboloide  de  révolution  et  d'un 

cône  (Agrégation,  1908) 298 
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1789  Ombres   au   llambeau    d'une   demi-sphère  creuse 

(Ecole  polytechnique,  1909) 387 

1796  Intersection  d'un  cylimlre  et  d'un  cône  (Ecole  Cen- 
trale, 19119) 443 

1759   Représentation    d'un   conoïde  (Ecole  des  Ponts  et 

Chaussées,  places  réservées  aux  conducteurs,  1 908).     459 

1817  Intersection  d'un  tétraèdre  et  d'un  cône  (Ecole  des 

Ponts  et  Chaussées,  1909) 494 

1826  Intersection   de    deux    cônes  (Ecole  des  Mines  de 

Saint-Etienne,  1909) 550 

1801  Ombres  d'un  solide  de  révolution  engendré  par  un 

cube  (Ecole  Normale,  1909) 559 

MÉCANIQUE 

1669  Exercice  sur  le  mouvement  d'un  point  qui  décrit 
le  cercle    x^  -+-  if  —  2ax  =  0,    la  vitesse  angu- 

rf9  1 

laire  relative  au  point  0  étant     — -  = 61 

^  dt  IH- 1' 

1697  Un  point  M  décrit  la  cardioïde  r  =  a(i  -l- cos  6) 
de  façon  que  l'accélération  totale  soit  dirigée 
vers  le  pôle.  Calculer  en  fonction  de  r  la  vitesse, 
l'accélération  totale  et  sa  composante  normale. 
Rayon  de  courbure.  Hodographe 106 

1695  Mouvement  dun  point  qui  décrit  une  lemniscate 
avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  1.  Hodo- 
graphe       178 

1671  Déterminer  le  mouvement  d'un  point  sur  le  para- 
boloïde  x^ -h  if  =  2pz  de  façon  que  la  projec- 
tion sur  Os  ait  un  mouvement  uniforme  et  que 
la  projection  sur  yOx  obéisse  ii  la  loi  des  aires. 
Trajectoire.  Hodographe 38 

1682  A  tout  point  mobile  M  on  fait  correspondre  l'ex- 
trémité G  du  moment  par  rapport  au  point 
0  du  vecteur  vitesse  du  point  M.  Connaissant  le 
mouvement  du  point  G,  déterminer  celui  du 
point  M 94 

1692  Les  formules    ./■  H — ; —  =  /)  -+-  a"  0, 
m'' 

<^'H  ,.«  rf'- 

où  0  est  fonction  du  temps,  définissent  un  mou- 
vement hélicoïdal 139 

1706  Mouvement  d'un  point  sur   la  courbe 

p  =  5f/ — 4a  cos  (u — 3a  sin  0) 199 

1719  Mouvement  d'une  sphère  à  l'intérieur  d'un  paral- 
lélépipède rectangle 227 

173i  Un  point  M  se  meut  d'un  mouvement  vibratoire 
simple  sur  une  génératrice  G  de  la  surface 
x'^  H-  !i^  —  5^  —  1  =  0,  pendant  que  cette  droite 
tourne  autour  de  0:  d'un  mouvement  uniforme. 
Etudier  le  mouvement  du  point  M.  Trace  sur 
le  plan  des  xij  du  vecteur  accélération     .     .      .     294 

1778  Trouver  l'hodographe  d'un  mouvement  plan  dans 

lequel      --^  =±  -^^  .      Ces     rapports    étant 

constants,   trouver   la    trajectoire   et   la   loi  du 
mouvement 4I,S 

1776  Trouver  les  courbes  d'un  corps  solide  en  mouve- 
ment telles  que  la  vitesse  en  chaque  point  soit 
dirigée  suivant  la  binormale.   Exercices  divers.     4.'Î3 

1782  Mouvement  d'un  plan  mobile  sur  un  plan  Uxe  de 
façon  que  deux  points  du  plan  mobile  décrivent 
deux   droites  rectangulaires  du  plan  fixe     .     .     439 

1793  Etudier  le  mouvement 

./•  =  av/3  cos'<,    y  =  —  2av/2  smH. 
Exercices  divers 51<j 

1819  Trajectoire  d'un  point,  sachant  que  sa  vitesse  est 
la  résultante  de  deux  vecteurs  constants,  l'un 
de  direction  fixe,  l'autre  perpendiculaire  au 
rayon  qui  joint  le  point  à  une  origine  lixe   .      .     5S2 

1654  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  une  cycloïde. 
Exercices  sur  la  parabole  que  décrit  ce  point 
après  avoir  (juitté  la  cycloïde \:\ 

1690  Exercices    sur  le   mouvement   d'un  point    pesant 

dans  le  vide 153 
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1703  Mouvement  d'un  point  pesant  sur  un  plan  incliné, 

avec  frottement.  Exercices 197 

1723  Un  point  pesant  est  assujetti  à  décrire  une  courbe 
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